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Hilbert lemniszkata tétele

G ={lz| =1}

Lemniszkata: az egységkor teljes inverz képe egy polinom mellett
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Hilbert lemniszkata-tételének élesitett alakja

A két gorberendszer véges sok pontban érintheti egymdst, csak az érintési
pontokban kiilonbozék legyenek a gorbiiletek (Nagy-T.)
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Egyensulyi mérték

E C C kompakt, vezet6
Egységnyi toltést rakunk ra, egyenstlyban az eloszlasa pg
Ha E Jordan-gorbékbdl és ivekbdl &ll, akkor dug(t) = we(t)ds(t)

wge egyensilyi siirliség

Példak:
1
W[—1,1](X) = -2

, 1
we (e") = >

Ha E = T '(Cy), akkor

| Th(2)]

we(z) = N2w
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@ Szabaduljunk meg az eredmény specialis voltatél, még mindig
lemniszkatan maradva

Totik Vilmos | emniszk3tik



The polinom-inverz-kép mddszer

@ Induljunk ki egy Ci-en igaz eredménybdl

o Polinom-inverz képpel menjiink 4t lemniszkatakra. igy egy speciélis
eredményt kapunk (itt jelenhet meg egynél tobb komponens)

@ Szabaduljunk meg az eredmény specialis voltatél, még mindig
lemniszkatan maradva

@ Approximaljunk véges sok gorbébdl allé rendszereket lemniszkatakkal
(Hilbert lemniszkata-tételének élesitett alakja)
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Riesz Marcell (1914):

\Pr@)| < nllPallc,, z€ G

[flle = sup|f(z)|
z€eE

(Nagy-T.) Ha E véges sok C? Jordan gorbébdl 4ll, akkor

P (2)| < (1 + o(1))n27we(2)||Palle, z€E

Eles: Minden zy € E-re vannak olyan P, # 0 polinomok, amelyekre

|Ph(z0)] > (1 = o(1))n27we(2) || Palle
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Valds lemniszkatak

Olyan valés halmaz, amely a [—1, 1] intervallum teljes inverz képe
polinomialis leképezés mellett: {z: |Ty(z) € [-1,1]}
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Valds lemniszkatak

Olyan valés halmaz, amely a [—1, 1] intervallum teljes inverz képe
polinomialis leképezés mellett: {z: |Ty(z) € [-1,1]}

E CR, E=Ty'[-1,1], ahol Tn(z) = anz" +---
Tn(x) értékei az E halmazon N-szer végigfutnak a [—1, 1] intervallumon

Tn valds polinom, N zérushelye van, N — 1 lokalis maximuma/minimuma,
és ezek abszolut értékben > 1
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Valds lemniszkatak

Ha E = Ty '[-1,1] valés lemniszkata, akkor

() — 1 Talt)

- Nm\/1— T3(t)
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Valds lemniszkatak

Ha E = Ty '[-1,1] valés lemniszkata, akkor

we(t) = —|Ta(®)
Nm\/1— T3(t)

Egy E = U{"[aj, b;j] halmazra a kovetkezSk ekvivalensek:
o E=Ty'-1,1]
o pe([aj, bjl) = pi/N.j=1,...,m
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Valés lemniszkatdk siirlisége

Ha E = U{"[a;, bj] véges sok intervallumbdl all, akkor taldlhaté hozza
tetszélegesen kozel ugyanannyi intervallumbdl all6 valds lemniszkata
E* = up'(ar, bj]

Minden € > 0-hoz van olyan E*, hogy |a; — a}| <€, |bj — b}| <€

Ezt djra és Ujra felfedezték:Robinson 1960, McKean—van Moerbeke 1980,
Bogatyrev 1998, T. 1999, Peherstorfer 2001
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A polinom-inverz-kép mddszer

@ Induljunk ki egy [—1,1]-en igaz eredménybdl

@ Menjunk at polinomidlis leképezéssel valds lemniszkatdkra és egy
azokon igaz specidlis eredményre (itt torténik a halmaz felhasaddsa)

@ Szabaduljunk meg az eredemény specialitasitdl

@ Menjlink at véges sok intervallumbdl 4ll6 rendszerre approximaciéval
(stirliségi tétel)

@ Menjiink 4t tetszbleges kompakt valds halmazra véges sok

intervallummal torténé approximacidval
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Az altaldnositott Bernstein-egyenlotlenség

Bernstein-egyenlétlenség (1912):

|PR(x)] < x € [-1,1]

n
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Bernstein-egyenlétlenség (1912):

|PR(x)] < x € [-1,1]

n
ﬁHPnH[—l,lb

(Baran, T.) Ha E C R kompakt, akkor

|Pa(x)| < nrwe(x)|Palle,  x € Int(E)

Eles: minden xo € Int(E)-re vannak olyan P, # 0 polinomok, amelyekre

|Pr(x0)l = n(1 = o(1))mwe(x0) || Palle
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. A Riesz-egyenlGtlenség altaldnos alakja
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Az polinom-invez kép mddszer alkalmazasai

1. Az altaldnositott Bernstein-egyenlotlenség

2. A Markov-egyenlGtlenség altaldnos alakja véges sok
intervallumon

3. Christoffel-fliggvények aszimptotikdja R kompakt
részhalmazain

4. Christoffel-fliggvények aszimptotikaja Jordan
gorberendszereken és iveken

Univerzalitasi tételek (kvantummechanika)
Ortogonalis polinomok finom zérushelyeloszldsa

A Riesz-egyenlGtlenség altaldnos alakja

N o O

Bernstein approximacids tétele altaldnos halmazokon
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Bernstein-tétel

feCl-1,1]

En(f7 [_17 1]) = dezgrzi’ ) |f - Pn”[fl,l]
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Bernstein-tétel

feC[-1,1]
E.(f,[-1,1]) = inf ||f — P,
(f, 1) deg(Pn)H =111

Bernstein 1914:

lim nEp(|x|,[-1,1]) =0, 0.278 <o < 0.286
n—o0
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Bernstein-tétel

feCl-1,1]

E.(f,[-1,1]) = inf ||f — P,
(f, 1) dopt ")|| =111
Bernstein 1914:

lim nEp(|x|,[-1,1]) =0, 0.278 <o < 0.286
n—o0

Bernstein 1938-46: p #£ 2,4,.. .-re

n||—>n<lo ann(|X’p7 [_1’ 1]) =0p

Ha xo € (—1,1), akkor

lim nPEp(x = xol?, [-1,1]) = (1 = x5)" 0,
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Bernstein-tétel

Mi a helyzet, ha [—1, 1]-et egy &ltaldnos valés kompakt halmazra cseréljiik
ki?
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Vasiliev (Moszkva), 1998: Chebyshev polynomials and approximation
theory on compact subsets of the real axis (158 pp.)

Totik Vilmos | emniszk3tik 18



Bernstein-tétel

Mi a helyzet, ha [—1, 1]-et egy &ltaldnos valés kompakt halmazra cseréljiik
ki?

F C R kompakt,
E.(f,F)= inf |[f—P
n( 9 ) deIgTP,,) ” nHF

Vasiliev (Moszkva), 1998: Chebyshev polynomials and approximation
theory on compact subsets of the real axis (158 pp.)

Vasiliev explicit médon definidl egy hge(x) fliggvényt
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E.(f,F)= inf |[f—P
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theory on compact subsets of the real axis (158 pp.)
Vasiliev explicit médon definidl egy hge(x) fliggvényt
Azt allitja, hogy :
lim nPE,(|x — x0|P, F) = hr(x0) Pop

n—oo

lim nPE,(|x —x0|P, F) >0 < he(x) < 00 &

n—oo

1 e t, 2
/0 F(tg,XO)dt<OO, OF(t,x0) = [(x0 — t,x0 + t) \ F|
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Bernstein-tétel

Ha x € Int(F) akkor hr(x) = mwr(x)

(Vasiliev) Ha F kompakt, akkor xo € Int(F) esetén

Ii_)m nPE,(Ix — xo|?, F) = (mwr(x0)) Pop

Ha F = [—1, 1], akkor
(mwr(x0)) P = (1 - x§)P/*

Ugyhogy visszakapjuk Bernstein 1938-as tételét
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Vissza a siirliségi tételhez

E=UfLla), b,

“ pe([aj, bj]), 1 < j < m mind racionalis” karakterizdlja a valds
lemniszkatdkat

x = (x1,...,Xm)-re tekintsiik az

Ex = UL4[a), bj + xj]
halmazt, és a
gi(x) = ne([aj, b + x])
mennyiségeket

Legyen
G(x) = (g1(x), - - -, &m(x)),

A siirliségi tétel kovetkezik, ha megmutatjuk, hogy vannak tetszélegesen
kicsi x > 0 értékek, amelyekre G(x) az R™ egy racionalis pontja
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gj(x) = pe,([aj; bj + xj])
tulajdonsdgai

(A) g folytonos egy [0, a]™ kockan
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Monoton rendszerek

gi(x) = ne ([ b + x1)
tulajdonsdgai
(A) g folytonos egy [0, a]™ kockan

(B) gj szigortian monoton novekvd az x; véltozdban és szigortian
monoton csokkend minden mds x;, i # j valtozéban, és

(€) Xilig(x) =1

Nevezziik ezeket monoton rendszereknek
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Harmonikus mértékek monoton rendszert alkotnak
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gi(x) = pe([a), b + x1)
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Harmonikus mértékek monoton rendszert alkotnak

gi(x) = g ([a), b + x])

] | |
*
@i b, dit
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Monoton rendszerek tulajdonsagai

A siirliségi tételhez az kell, hogy minden gj(xi, ..., xm) racionalis legyen

A G :[0,a]™ — R™ szingularis, az értékkészlete az

{y : Zyjzl}

hipersik része

Ha gj, j = 1,..., m monoton rendszer, akkor fix Xm-re a
x — (g1(x),...,8m—1(x)) leképezés 1-1 értelmii (homeomorfizmus)

Fix x,-re a

x = (g1(x), ..., gm-1(x)), x € (0,a)™

képhalmaza az R™~1 nyilt része (tartomany-invariancia). Specidlisan a
stirliségi tétel igaz.
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A homeomorfizmus-tulajdonsag

Tegyiik fel, hogy x; > x| valamely j-re, de xm = xp,.

Szamozzuk meg a koordindtakat tgy, hogy valamely 1 < k < (m — 1)-re
X1 > X{, X2 > Xp, ... Xk > Xp, de X1 < Xl/<+1' oo Xm < xI.. Legyen
yj = min(x;, x7). Ekkor yj =x;j hal<j<késy;=x hak<j<n.
Marmost

k m m
dgx)=1- > g(x)>1- > gly)
j=1 j=k+1 j=k+1

k k
=> &) =Y g(x)
j=1 j=1
Emiatt
(g1(x),- .., gm-1(x)) # (g1(x), ..., gm-1(X))
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testvér megvesztegetési pénzének. lgazoljuk, hogy ha a legidésebb testvér
nem ad tdl sokat a birénak, akkor a tobbiek adhatnak neki Ggy, hogy a
dontés igazsagos legyen.
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m testvér egy Orokség elosztdsa érdekében egy partatlan biréhoz fordul.
Titokban azonban mindegyik testvér megvesztegeti a birét. Egy testvér
(biré altal megitélt) oroksége folytonos és monoton ndvekvé fiiggvénye a
sajat megvesztegetési pénzének, és csokkend fiiggvénye minden mas
testvér megvesztegetési pénzének. lgazoljuk, hogy ha a legidésebb testvér
nem ad tdl sokat a birénak, akkor a tobbiek adhatnak neki Ggy, hogy a
dontés igazsagos legyen.

Ha x; a j-edik testvér megvesztegetési pénze, és gj(xi, ..., Xm) az 6rokségi
része, akkor egy monoton rendszert kapunk
A feladat annak megmutatdasa, hogy ha x, nem tdl nagy, akkor vannak

olyan xi, ..., xm—1 értékek, amelyekre gj(x1,...,xm) = g(0,...,0)
minden j-re
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