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Kneser—Poulsen-sejtés (1954-55)
Tegyiik fel, hogy a P1,..., Py és Q1,...,QxN E™-beli pontokra

d(P;, Pj) > d(Q;,Q;) V1<i<j<N.

Kovetkezik-e ebbdl, hogy tetszéleges r > 0-ra

N N
Vol, <U B(Pi,r)> > Vol,, (U B(Qi,r)> ?

* o

> lIgaznak latszik kiilonb6z& sugarak esetén is.

Megjegyzés

» Az ismert specialis esetek azt sugalljak, hogy a sejtés valdsziniileg
igaz a H" és S™ terekben is.



Kérdés

Igaz lehet-e a Kneser—Poulsen-sejtés az allandé gorbiiletii tereknél még
dltalanosabb Riemann-sokasagokban?

Ha igaz, akkor gombdk uniéjanak a térfogata csak a gdbmbok sugaraitdl
és a kozéppontjaik kozti tavolsagoktdl fiigg.

Szita formula: hasonlé feltétel metszetre.

Definicié

K Py, tulajdonsag: k nyilt gdmb metszetének térfogata csak a gdmbok
sugaraitol és a kdzéppontjaik paronkénti tavolsagaitdl fiigg.

Az eredeti sejtésnek megfelel6en bevezethets egy gyengébb feltétel is:
Definicié

K P tulajdonsag: k nyilt azonos sugarii gdmb metszetének térfogata
csak a gobmbok sugaratdl és a kézéppontjaik paronkénti tavolsagaitdl
fiigg.

Kneser—Poulsen-sejtés

k kiilonb6z6 sugara gémbre - KB = KD
Vo 4 4

Kneser—PouIsefn—sFJtes ~ KP- = KP-,

k azonos sugar(i gdmbre



K P tulajdonsagl Riemann-sokasagok

Nincs kiilonbség a K P, és a K P~ tulajdonsagok kozt.

K Py szorosan Osszefiigg az O. Kowalski és L. Vanhecke &ltal bevezetett
gébmbhomogenitas fogalmaval. Egy Riemann-sokasagot
gombhomogénnek neveznek, ha a ,kicsi” geodetikus gombok térfogata
csak a sugaruktdl fiigg.

s(P)

Vol (B(P,r)) = Va(r) (1 T 6(n+2)

r? 4 O(r4)> ,

ahol
» V,.(r) az euklideszi r sugard gébmb térfogata,
> s(P) a skalargorbiilet a P pontban.
A gombhomogén terek s skalargérbiilete allandé.
Megjegyzés

Homogén terek nyilvan rendelkeznek a K P, tulajdonsaggal.



K P, tulajdonsagl Riemann-sokasagok

Definicié
Egy Riemann-sokasag 2-ponthomogén, ha barmely két azonos tavolsagl
pontpart izometriaval egymasba lehet vinni.

Minden 2-ponthomogén tér rendelkezik a K P, tulajdonsaggal.
Lichnerowicz-sejtés

Minden harmonikus tér 2-ponthomogén.

Definicié

Egy Riemann-sokasadg harmonikus, ha a kis geodetikus gédmbfeliiletek
allandé6 kozépgorbiiletiiek.

Tétel (Szabo 1. Z., 1990)

Egy egyszeresen Gsszefiiggd teljes harmonikus Riemann-sokasagon teljesiil
a K P, tulajdonsag.

Megjegyzés

Az ottani bizonyitasbél kiolvashat6, hogy a tétel megforditasa is igaz.



Kis gombfeliiletek Weingarten-leképezése

> ~v: (a,b) — M egy természetes paraméterezésii geodetikus

(
>

0

Y

€
(r

(a, b)),

) a y(r) kdzépponta, |r| sugari gdmbfeliilet (0 # r € (a,b)).

» Ha |r| elég kicsi, akkor X.,(r) egy sima hiperfeliilet v(0)-n keresztiil.

» L.(r) a ¥,(r) Weingarten-leképezése a v(0) pontban a 7'(0)
norméalvektorra vonatkozdan.

Ekkor a X, () hiperfeliilet tetszéleges v érintévektorara

Ly(r)(v) = =J'(0),

ahol .J az a v menti Jacobi-mez8, melyre J(r) =0 és J(0) = v.
Ha L, a L, matrixa:

R,(0)
3

A 1
Ly(r) = I;

+ 7”+O(’I“2),

ahol R, (0) az R(-,7'(0))7'(0) Jacobi-operator ~(0)*-re valo
megszoritasanak matrixa.



Aszimptotika éppen metsz6 tartomanyok térfogatara

Tekintsitk a Dy és Dy két érintkezé regularis tartomanyt.

» D; hatdra X1, Dy-€ Yo,

> az érintkezési pont P,

» N a P-beli kbzés normalvektor, mely a D; belsejébe mutat,

> X egy vektormez$ P egy kdrnyetében,

» D! a D képe az X folyama Altal,

» a X; N-re vonatkozé Weingarten-leképezésének matrixa L;.
Tegyiik fel, hogy L1 — Lo pozitiv definit, és (X (P), N) negativ. Ekkor ¢
kis értékeire:

ntl
| 2

wp—2 |2(X(P),N)
n2 -1 |d€t(L1 — L2)|

n+1
2

p(Dy N Dy) =

+O(t"22),

ahol 1 a Riemann-sokasag térfogati forméja, és w,,_o jeldliaz n — 1
dimenzids euklideszi egységgdomb n — 2 dimenzids mértékét.



K P, és KP; tulajdonsagl Riemann-sokasagok
Tetsz6leges v geodetikusra tekinstsiik a
Dy (r1,72) = det(Ly(r1) — Ly(r2))
fliggvényt.
Allitas

» K P, tulajdonsdg = a D.,(r1,r2) fiiggvény (0,0) € R? origdbeli
csirdja nem fiigg a ~-tdl

» KP; tulajdonség = az r — D.(r,—r) fiiggvény 0 € R origobeli
csirdja nem fiigg a ~-tdl
Kovetkezmény

» Egy K P, tulajdonsdgi teljes Riemann-sokasag harmonikus.
» Egy K P; tulajdonsigi teljes Riemann-sokasag Einstein.

Tovabbi szamolasokkal az is kihozhatd, hogy a K P;- tulajdonsagi
Riemann-sokasagok harmonikusak.



Bizonyitasok
Allitas
Egy K P, tulajdonsagi teljes Riemann-sokasag harmonikus.

Bizonyitas
Az LS(r) = rL,(r) = I + B (0) 2+ 0(r3) jeldléssel

det (”Lg(“) - “Lg“’?)) _ <>_D()

T2 —T1 T2 —T1

A bal oldalt derivalva

0 (d ; <T2L3(T1) —Tng(T2)>>
D —
"2 2N (r1,r2)=(1,0)

b (L%“) —1(0) + L“”) — (L, () + 2

r r r

A tr(L,(r)) egy r sugari geodetikus gdmbfeliilet kdzépgorbiilete.



Bizonyitasok

Allitas

Egy K Py tulajdonsagi teljes Riemann-sokasag Einstein.
Bizonyitas

Mivel L, (r) = I% + £20p 4 O(;2),

det (Ly (1) — Ly (7)) = det (ﬂ N 2R;(0)

. r+0(r2))

= (i)n_l det (I + R"T(O)ﬂ +0 (7“3)).

Ezt r szerint sorba fejtve:

det (I + R”g(o) 1 +0 (r?’)) =1+tr <R73(0)) r?+0 (r°).

A tr(R,(0)) allando, igy a sokasag Einstein.




A K P; tulajdonsag és a harmonikussag ekvivalencija

Tétel
Egy Bsszefiiggd, egyszeresen Gsszefiiggd, teljes Riemann-sokasag
pontosan akkor rendelkezik a K P; tulajdonsdggal, ha harmonikus.

A bizonyitashoz hasznalt eszk6zok:
> A gémbok érintkezési pontjat is valtoztatjuk.
» D'Atri-terek ekvivalens jellemzése:
> hp(Q) = ho(P) minden elég kdzeli P,Q € M pontokra,

> hp(expp(v)) = hp(expp(—Vv)) minden P € M pontra, és elég
kicsiny normaja v € Tp M érintSvektorra,

ahol hp(Q) a P kézéppontd, d(P, Q) sugari gdmbfeliilet Q-beli
kozépgorbiilete.

» Einstein-sokasagok analitikusak.



K Pj5 tulajdonsagl Riemann-sokasagok

Tétel (Csikés B., Kunszenti-Kovacs D., 2007)

» Ha egy M™ Riemann-sokasig rendelkezik a K Ps tulajdonsiggal,
akkor M™ allando szekcionalis gérbiiletii.

> Ha M™ G&sszefliggd és teljes is, akkor M™ a H?, E™, ST terek egyike.

Megjegyzés
Harom gomb metszetérdl csak azt hasznaljuk fel, hogy iires-e vagy sem, a
tényleges térfogatot nem.

Tétel
Ha egy M Riemann-sokasag rendelkezik a K P;~ tulajdonsiggal, akkor M
dllando szekcionalis gérbiiletd.



A bizonyitas vazlata

Definici6
Egy ponthdrmas minimélis fedé sugara azon r szdmok minimuma, melyre
igaz, hogy r sugard zart geodetikus gombbel lefedhet&ek.

rapc = min{r | 3P € M, amire A, B,C € B(P,r)}
=min{r | B(A,7r) N B(B,r) N B(C,r) # 0}

Eszrevétel
Egy K P5 tulajdonsagi sokasagon ez a szam csak a pontok paronkénti
geodetikus tavolsagaitdl fiigg.



Speciélis haromszogek

Haromszogeket konstrualunk egy P € M pontbdl, egy 0 C Tp M
sikallasbol, egy r sugarbdl és v, w € o vektorokbdl (melyekre fennall,
hogy [[v]| = [[w]| = & v L w).

Allitas
A d(A,C) tavolsag csak az r-tél fiigg.



Rauch tétele

Tétel (Rauch)
> M, és My két azonos dimenziés Riemann-sokasag,
> P, € My és P, € M tetszbleges pontok,
» 1 olyan kicsi, hogy az expp, exponencidlis fiiggvény diffeomorfizmus
a B(0,r) gbmbén (i =1,2),
> [: Tp My — Tp, My egy skaldrisszorzat-tarto linearis leképezés,
> c1: [a,b] — expp (B(0,7)) egy tetszbleges gorbe,
> cy = expp, ol o expl_jl1 (c1) gorbe,
» minden o1 C TM; és oo C T My sikéllisra k(o) < k(o2).
Ekkor £(c1) > £(c2).
Eszrevétel
A bizonyitasbdl kiolvashaté, hogy elég a gorbiileti feltételt az M,

sokasagban csak bizonyos Sp, (c1) sikallasokra (a P; pont és ¢y ,altal
meghatérozott sikban”) megkovetelni. A ¢ = expj,ll c1 jeloléssel:

Sp,(c1) = {imT{s 4 expp, (s¢1(t)) | s € [0,1],t € [a,b] és ez kétdimenziés}



Egy lemma

Sp(c) = {imT{,4) expp(sé(t)) | s € [0,1],t € [a,b] és ez kétdimenzids}

Lemma
Ha yac a konstrualt hdromszdgiink megfelel6 oldala, akkor Sp(yac)
kézel van o-hoz a Gro(T M)-ben.

Nyilvanvalénak tinik, de évatosnak kell lenni.
Megjegyzés
A lemma nem igaz, ha
> a gbrbe nem geodetikus,
> a gbrbe geodetikus, de nem a konstrualt haromszog két cshicsat koti

ossze.

A bizonyitas nem igényel nagy Gtletet, de hossz.



A bizonyitas befejezése és kovetkezmények

Ha lenne két o és o9 sikallas, melyekhez tartozé szekcionalis gorbiiletek
kiilonb6z6ek lennének, akkor az exponencialis leképezésnél vett képiikben
felvéve a specialis haromszogeinket, Rauch Gsszehasonlitasi tételével
ellentmondasba keriilnénk az Allitasunkkal.

Tétel (Csikés B., Kunszenti-Kovacs D., 2007)

Ha M™ egy teljes, Osszefiiggd, allando gérbiileti Riemann-sokasag, mely
rendelkezik a K P;~ tulajdonsdggal, akkor M a H, az E", az S]' vagy az
RP7 terek egyike.

Kovetkezmény

Ha M™ egy teljes, Gsszefiiggd K P;- tulajdonsagi Riemann-sokasag,
akkor M" a H}!, az E™ vagy az S]! terek egyike.

Csak az RP} elliptikus teret kell kizarni.



A K Py tulajdonsagok k& > 3-ra

Ha k > 3, akkor a K P tulajdonsagbdl kovetkezik a K P~ tulajdonsag,
igy ezek allando6 gorbiiletiiek.

Masrészt az egyszeresen Osszfiiggs, teljes allandé gorbiiletd terek
rendelkeznek a K P, K Py, tulajdonsagokkal.



K6sz6ném a figyelmet!



