Berwald sokasagok — és néhany lépés tovabb

Szilasi J6zsef

Debreceni Egyetem

Kerékjarté Geometriai Szeminarium
Szeged, 2013. szeptember 26.

Szilasi Jézsef (DE) Berwald sokasagok — és néhany Iépés tovabb 2013 1/52



Szeged—Debrecen relacidk

VARGA OTTO (1909-1969)
(Praga— Kolozsvar — Debrecen (1942-1958) — Budapest)

4 J 4 4
RAPCSAK ANDRAS MOOR ARTHUR TAMASSY Lajos So6s GYULA
(1914-1993) (1923-1985) (sz. 1923) (sz. 1930)
Egyetemi tanulmanyok: Egyetemi tanulmanyok: Szeged: 1951-1953 Szeged: 1968-td|

Szeged, 1933-42 Szeged, 1941-47

1953-56 V.O. aspiransa
Szeged: 1956-1968

NAcY PETER
1981-1994 tszv. Szeged SzABO ZOLTAN
1994-2006 tszv. Debrecen
Finsler-sokasagok
holonémiacsoportja | Berwald-sokasagok|

(Muzsnay Zoltannal)

Szilasi Jézsef (DE) Berwald sokasagok — és néhany Iépés tovabb 2013 2 /52



Tartalom

@ Alapvetd megéllapodasok és jeldlések

Szilasi Jézsef (DE) Berwald sokasagok — és néhany Iépés tovabb



Valamennyi sokasag (Hausdorff, megszamlalhaté bazisd, véges dimenzids
és) sima.

M — n-dimenzids sokasag, n > 1

CH(M,N):={p: M — N | ¢ C*-osztalyi} (k € NU {c0})

@: M — N sima, ha C*-osztalyl; diffeomorfizmus, ha sima és van sima
inverze

C>®(M) := C*°(M,R) — M sima fuggvényeinek valds algebrija
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(Sima) nyaldb: w: E — M sima leképezés. Ekkor:
E — teljes sokasag

M — alapsokasag

7 — projekcié (vagy maga a nyalab)

E,:=7n"1(p) —a p € M pont félétti fibrum

o€ C®(M,E) (sima) szelése m-nek ha

o(p) € E,, minden p € M-re (& moo =1y).

() vagy ['(E) — m: E — M szeléseinek halmaza
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m: E — M k-rangd vektornyalab, ha nyalab, valamennyi fibrum
k-dimenziés valds vektortér és teljesiil a lokalis trivialitds (megadhaté
M-nek (Uy)aca nyilt lefedése és 1) : Uy x RF — 77 1(U,,)
diffeomorfizmusok egy (1q)aca csaladja oly médon, hogy

(Ya)p: R* — Ep, v (Ya)p(v) = Ya(p, v)

linedris izomorfizmus (o € A, p € U, tetszbleges)).
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Az érintényalab

7: TM — M — M érintOnyaldbja

['(TM) =: X(M) — M (sima) vektormezdinek C°°(M)-modulusa
0 € X(M) — a zérus vektormezd

TM:=TM\ o(M), #:=1]TM,

#: TM — M — M hasitott érintonyalabja

¢ € CF(M,N) (k € N*U {oco}) derivaltja: p.: TM — TN

//f" =for e C®(TM)
fe (M)
S e e eoo(T), f5(0) = ()
Lokalis leiras

(U, (wiYy) - térkép Meen ~ (r (1), ()2, (57)10)),
z' = (u")Y, (y*) = (u")° — az indukalt térkép TM-en
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Nyujtasok és homogenitas

wr: TM — TM, v py(v) := to
nydjtas t-vel (t € R* rogzitett);
ph: TM — TM, v pf(v) := elv
pozitiv nydjtas (¢ € R rogzitett);
pt iR x TM — TM, (t,v) = pt(t,v) = (v) = elv
globalis folyam, sebességvektormezéje a C € X(TM) Liouville-vektormezé.

Lokalisan:

.0
C = y—=.
w ¥y
F € C(TM) k*-homogén, ha CF = kF
€ € X(TM) k*-homogén, ha L€ = [C,€] = (k—1)¢ (k€ Z)
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Pre-Finsler fliggvények

F: TM — R, E := JF? (,F-hez csatolt energia”)
F pre-Finsler fiiggvény, ha

(F)) Fe COTM)Nn C®(TM);

(Fy) 17-homogén;

(F1) A (F2) = F(0) =0

Egy pre-Finsler fliggvény pozitiv definit, ha

(F3) F | TM > 0.
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Elliptikussag

Jelslés F,:=F | T,M, E,:=E| T,M;pe M
Yu € %M L0y = (ET(u))”(u): TT(U)M X T‘r(u)M — R

gu skaldris szorzat Ty, M-en (szimmetrikus bilinedris forma).
Egy pozitiv definit pre-Finsler fiiggvény FINSLER-FUGGVENY, ha teljesil

(Fy) (Elliptikussag) g, nemelfajulé skalaris szorzat minden v € TM
esetén (~ (Tr(y)M, gu) szemieuklideszi vektortér).

(M, F) Finsler-sokasag, ha F': TM — R Finsler-fiiggvény, reverzibilis, ha
F(—v) = F(v), ve TM. J
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Gauge-fliggvény

F gauge-fiiggvény, ha pozitiv definit pre-Finsler fliggvény és
(F}) F) szubadditiv minden p € M esetén.

(= F), konvex fiiggvény)
(M, F) gauge-sokasig, ha F': TM — R gauge-fliggvény.

Példa
(M, g) Riemann-sokasag

F(U) = H/UH!] =y gT(U)(”? 1}), ve TM

~» F reverzilibis Finsler-fliggvény, kvadratikus Finsler-fiiggvény
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1. allitas
Ha (M, F) Finsler-sokasag, akkor tetszéleges u € TM esetén
(Tr(wyM, gu) euklideszi vektortér.

2. éllitas

Legyen (M, F) pozitiv definit pre-Finsler sokasag. Ha tetszdleges p € M,
u € TpM\ {0} esetén (Fp)"(u)(v,v) =0 = v € span(u), akkor (M, F)
Finsler-sokasag.

[CSF], Th. 9.1.36.
3. allitas
Ha (M, F) Finsler-sokasag, akkor E € C1(TM). E € C*(TM) pontosan

akkor teljesiil, ha F' kvadratikus Finsler-fliggvény. Ebben az esetben
E e C®°(TM).

F. Warner: Conjugate locus of a Riemannian manifold, Amer. Journal
Math. 87 (1965) 574—-604, Proposition 4.1; [CSF], Prop. 9.2.26
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TTM vertikalis résznyalabja

VTM :=Ker(ry) C TTM,

Ty i =Trm | VI'M
Ty VIM — TM — TTM vertikalis résznyalabja

XV(TM) :=T(VTM) — TM vertikalis vektormezdinek
C*°(TM)-modulusa

Ha £ € X(TM), a kovetkezdk ekvivalensek:
(i) £ e XV(TM),
(i) Evo(& ol =00T)
(iii) &Y =0, minden f € C°(M)-re.
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TM vektormezdit egyértelmilen meghatarozza a C°°(M)-beli figgvények
teljes liftjein valé hatdsuk.
(Yano-Ledger-tétel, [CSF], Lemma 4.1.37)

XY € X(TM), Xf¢ = (Xf)"
7 = XY e XY(TM), X vertikalis liftje
X eX(M)
N, XC € X(TM), X°f¢ = (Xf)® (= Xf = (Xf)")
— X teljes liftje
A Liouville-vektormezd jellemzése: Cf¢ = f° (f € C>*(M)); C € XV (TM)
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Ha (X;)7_; n-élmezé M egy U nyilt halmazan, akkor ((XY)7,, (X5) )
n-élmezé TM 71 (U) nyilt halmazéan.
([CSF], Lemma 4.1.53)

= TM kovarians vagy (1, s)-tipust (s € N*) tenzormezdinek
megadasahoz elegendé megadni hatasukat a X(M)-beli vektormezék
vertikalis és teljes liftjein

= I J € TH(TM) = End(X(TM)), hogy JXV =0, JX© = X", minden
X € X(M)-re
(= Im(J) = Ker(J) = XV(TM), J*> = 0)

J — TTM vertikilis endomorfizmusa
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(M, F') — Finsler-sokasag

giue TMs g, € TS(TT(U)M) — (M, F) fundamentailis tenzora

Indokolt-e a ,tenzor” elnevezés — interpretalhaté-e g egy vektornyalab
szeléseként?

A Finsler-geometria kalkulativ apparatusidnak lehetséges szinterei:

Trm: TTM — TM  (Grifone)
Ty VIM — TM  (Bejancu)

{w; TM X TM — TM

7r TM xp TM — TM v
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Finsler-nyalab, hasitott Finsler-nyalab

TM xp TM := {(u,v) € TM x TM | 7(u) = 7(v)},
TM xp TM = {(u,v) € TM x TM | #(u) = 7(v)};
mi=pr, | TM xp TM, 7 :=pry | TM xp; TM;

u folotti fibrum:
Hu) = {u} x TryM = T M,

ill.
A7) = {u} x TpoyM = ToyM  (uwe TM).
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Finsler-vektormezok

Xel(f) e X=~14,,X), X€CO(TM,TM), ToX =17
— X a szelés forésze

5= (I7ar, Lag) — 7 kanonikus szelése

XeX(M)~ X :=(1py, X o) € (r)

X — bézikus szelés

A bazikus szelések lokalisan generaljak I'(7r)-t. J
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Finsler-tenzormezok

FF(TM) = {(u, A) € TM xp; TF(TM) | #(u) = 7F(A)}

7k FF(TM) — TM - a (k,1) (€ N x N)-tipusti Finsler-tenzorok nyalébja
Cr"g“(i‘M) :=T'(#F) — a (k, I)-tipusd Finsler-tenzormezék nyalabja

FH(TM) = THI(H))

geFNTM), ¢(X,Y)=X"Y'E
EC) ?E y
= —_— = ) 1
glj g (aul au]> aylayj (g ) (gl])
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G', Gj, Gy, Gy

J

(M, F) - Finsler-sokasag, E := 3 F?
(a) SPRAY-KOEFFICIENSEK
.1 . ( 9°FE OF
Gz:—zj .—k——. y ) 1,...
Gie C®(r Y U)n TM)n CHr Y U))
2T-homogenitas
(b) ,KETINDEXES CHRISTOFFEL-SZIMBOLUMOK”

) OG"! "y
G} = a—yj; i,j€{1,...,n}; 1T-homogenitas
(c) ,HAROMINDEXES CHRISTOFFEL-SZIMBOLUMOK”
. OG!
T J . +_ H4
= _Byk i 07-homogenitas

— még mindig nem tenzorkomponensek
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A Berwald-tenzor

. 0G!

i ik 1)*-h .z

g = - (— -homogenitas

gkl 8yl ( ) g
TENZORKOMPONENSEK!

Megadhaté olyan B € F4(T M) Finsler-tenzormez8, hogy

b9 9N a .9
((%J’ 8uk> oul TR oy
B - a Finsler-sokasdg Berwald-tenzora

(M, F') Berwald-sokasag, ha B = 0.
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V. Matveev kérdése (2011. aprilis):

| always thought that a Finsler manifold is Berwald if and only if there
exists a torsion-free affin connection whose parallel transport preserves the
Finsler function F'. Is the statement correct? If yes, do you have a
reference where it is written?

Of course | understand that a Berwald metric (in a standard definition)
does have the above property (...). Thus, my question is essentially
whether the existence of an affine connection preserving the Finsler
function implies that the metric is Berwald. ..."

Szilasi Jézsef (DE) Berwald sokasagok — és néhany Iépés tovabb 2013 26 / 52




Tartalom

@ A Finsler-sokasagok néhany alapvetd adata — intrinsic médon

Szilasi Jézsef (DE) Berwald sokasagok — és néhany Iépés tovabb



Kanonikus objektumok
C>°(TM) - homomorfizmusok kanonikus egzakt sorozata:

0 - D(n) & x(tM) & T(x) — 0
X ~ XV — 0
X o X

Im(i) = X'(TM) = Ker(j) =joi=0, ioj=J
icd=C
A nyaldbok szintjén:
0TM xp TM 5 TTM 35 TM x 3y TM — 0
i (u,v) — y'(v) (%)u =: ol (u) € T, TM = Ker(r,)
Jiwe TyTM — (v, (14)p(w)) € TM X3y TM
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A kanonikus spray

1 . ( O’E OE
Gl = —qg¥ —— k —_ =
29 <8y38xk YT B ) J
Létezik egyetlenegy olyan S: TM — TTM leképezés, hogy
) S e C®(TM, TTM)N CY(TM, TTM)

(8
(82) T o S =1rum

(S3) oS =1y (& JS=0C)

(S4) [C,S] =S (27-homogenitas)

((S1)-(S4): S spray M folétt; S affin spray, ha S € C*(TM, TTM))
(EL) igd(dE 0J) = —dE

Az (EL) feltételnek eleget tevd spray a Finsler-sokasag kanonikus sprayje.
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A kanonikus spray koordinatakifejezése:

9 )
S = y'— —2G"—
) d oz’ oy*
Affin eset: 9 8
0?2 GZ

I € C°WU), Thor =

4. allitas — A Berwald-sokasagok elso jellemzése

Egy Finsler-sokasag pontosan akkor Berwald-sokasag, ha a kanonikus

sprayje affin spray.

8yj8yk
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A kanonikus konnexié

. oG
@ oy

HX) = X" = %(XC XY S), X € X(M)

~s C°(TM) lineris kiterjesztés:

(Ehry) H:T(7) = X(TM) C°°(TM)-linearis leképezés
(Ehrz) joH = 1p() (H hasitas)

(Ehry)—(Ehry): H Ehresmann-konnexié T M-en.
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A kanonikus konnexié

Erre az Ehresmann-konnexidra teljesiil:
(CCy) [C,H(X)] =0 (X eX(M)) - (pozitiv) homogenitas;
(CCo) [XM YV —[YM XV - [X, Y]V =0 (X,YcX(M))
— torzidmentesség;
(CC3) dFoH =0 (VX e€X(M): X"F=0) - kompatibilitas a
Finsler-fiiggvénnyel.
Ekkor

9N 9 ;0 .

H a Finsler-sokasag kanonikus/Berwald-konnexidja.

Unicitas-tétel
Egy Finsler-sokasagon CSAK EGY olyan Ehresmann-konnexié létezik,
amely eleget tesz a (CCy)—(CCs) feltételeknek.
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Bizonyitas-vazlat.
#H — Ehresmann-konnexié, eleget téve (CC;)—(CCz)-nak (homogenitas,
torzibmentesség, kompatibilitas)

(CCy) = 3S: TM — TTM leképezés, amelyre (S;)—(S3) teljesiil és

XM= (X)) = %(XC +[X%,5]) (.8 generalja H-t")
(M. Crampin tétele; [CSF], Th. 7.8.7)
(CC1) = [C, 5] = 5 (S spray) T £ 730 5 ¢ (7))
- S H-horizontalis (%)
(CC3) = VX € X(M): 0=2X"F=XF+ X¥(SF) — S(X"F)
(CCS)()XCF S(XV )_0
= igd(dEoJ) + dE =0
=S=S=>H=H
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A Berwald-derivalt

.G
jk — 3yk

V:X(TM) x T(#) = T(7), (£, V) VeV

ViV =jliX,HY]~ Vx ¥ =0
i(V,3Y)=[HX,iYV] ~ iV V = [X" VY]

V — a H-bdl szarmazbd Berwald-derivalas

— —

B) .0

v ()" agF = g

) )
T w

-a G;k fuggvények a Berwald-derivalas Christoffel-szimbdlumai
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A Berwald-sokasagok 2. jellemzése

6. allitas

Egy (M, F) Finsler-sokasag pontosan akkor Berwald-sokasag, ha van olyan
D kovarians derivalt M-en, hogy

i(Vin V) =[XM Y] = (DxY); X, Y eX(M).

Ekkor D torzidmentes.
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Ismét a Berwald-tenzor

= 005
j Dy

iB(X,Y)Z :=[X",[Y", 2]
B - (M, F) Berwald-tenzora
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pozitiv homogén Ehresmann-konnexié

. [(7) = X(TM)
"\ TM xpy TM — TTM

~v: I — M sima gorbe, 0 €
X: I — TM ~-menti vektormezd (70 X =)

X (H)-parhuzamos  mentén, ha J

X(t) = H(X(t),7(t)) (, X sebességvektormezéje horizontalis™)

& (XY + () (GioX)=0, i€{l,...,n}
(id6fuggd ODE, G]?' homogén X-ben)

= Tetsz8legesen adott v € T’ )M esetén egyértelmiien létezik olyan
X: I — TM H-parhuzamos vektormezd, hogy X (0) = v J

~> Parhuzamos eltolds v-mentén:
Pi(7): TyoyM — TypyM, v X(t)

pozitiv homogén diffeomorfizmusa Tv(O)M—nek fcl’v(t)M—re
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A Berwald-sokasagok 3. jellemzése
(M, F') — Finsler sokasag

Ha van olyan D torziémentes kovarians derivalas M-en, hogy a D-szerinti
parhuzamos eltoldsok megdrzik M érintévektorainak Finsler-norméjat,
akkor (M, F') Berwald-sokasag. Megforditva, minden Berwald-sokaség
rendelkezik a mondott tulajdonsaggal.

A bizonyitas gondolatmenete

(1) D segitségével konstrudlunk egy
Hp: TM xpy TM — TTM

Ehresmann-konnexiot:

{HD: (v, w) € TM X3y TM — Hp(v,w) := Yi(w) — (Dy Y)T(v)
YeX(M), Y(r(v)) =wv

‘Hp torzibmentes és homogén

Szilasi Jézsef (DE) Berwald sokasagok — és néhany Iépés tovabb 2013 40 / 52



(2) A D-hez tartozé parhuzamos eltolasok megegyeznek a H p-hez tartozé
parhuzamos eltolasokkal.

(3) Lemma Legyen H pozitiv-homogén Ehresmann-konnexid,
F € CY(TM). H pontosan akkor kompatibilis F-fel (dF o H = 0), ha
tetszbleges X: I — TM H-parhuzamos ~-menti vektormez6 esetén
Fo X: I — R konstans fliggvény.

(4) (2)A(3) = Hp kompatibilis F-fel.

unicitas tétel
Hp

(5) Hp torzibmentes, homogén és kompatibilis F-fel =
(M, F) kanonikus konnexidja = (M, F') kanonikus sprayje affin spray
4. dlftas (M, F) Berwald-sokasag.

(6) Megforditva: (M, F) Berwald-sokasag = [X", YV] = (Dx Y)¥
(2. jellemzés) = Hp = H = Hp kompatibilis F-fel (:2>) ‘Hp ugyanazt
a parhuzamossagot generélja mint D = D meg6rzi a Finsler-normat.
(Részletek: [SzLK].)
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Gauge-vektorterek

V' — n-dimenzids valds vektortér (n > 1)

f: V — R gauge-fliggvény, ha

(G1) feCOV)NC=(V), V:= V\ {0}

(G2) f 1T-homogén (f(Av) = Af(v), A € RY);

(G3) f pozitiv definit: f ] V > 0;

(Gy) f szubadditiv: f(u+ v) < f(u) + f(v); u,v € V.
~ (V,f) gauge-vektortér

= %fz — a csatolt energiafliggvény
B:={ve V|f(v) <1} - f-egységgdmb
bdB={ve V|f(v)=1}=f"11) - f-egységszféra
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Az atlagolt skalaris szorzat
we Ay(v) - térfogati forma V-n

wop — az indukalt térfogati forma az egységszféran

W (u,v): V=R, ps " (u,0)(p) = 0" (p)(u, v)
((u,v) € V x V rogzitett)

Ekkor
bp: Vx V=R, (u,v) = br(u,v)

1
by(u,v) :=

"
= — U, U)Wy B
oo RACD)

jol definialt pozitiv definit skalaris szorzat — az 4tlagolt skalaris szorzat
V-n.

Bizonyitas: [CSF] Prop. and Def. 9.1.51.

Tovébbi diszkusszié:

ﬁ M. Crampin, On the construction of Riemannian metric for Berwald
spaces by averaging, Houston J. Math (to appear).
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Technikai lemma ([CSF], Lemma 9.8.5)
(M, D) — affindsszefliggd sokasdg, p € M, U norméalkornyezete p-nek
Vv e TpyM : Ity € RY és Uy C U nyilt kdrnyezete p-nek, hogy:

X:Up— TM, g~ X(g) := Py(74)(v)
g @ p-t v4(to) = g-val 6sszekétd egyetlen Up-beli geodetikus szakasz

sima vektormez6 U folott.
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Riemann-metrizalas

Egy (M, F, D) harmas Berwald—Matveev-sokasag, ha (M, F)
gauge-sokasag, D torzidmentes kovarians derivalt M-en, és D kompatibilis
F-fel.

7. allitas
Ha (M, F, D) Berwald—Matveev-sokasag, akkor létezik olyan
Riemann-metrika M-en, amelynek D a Levi-Civita derivéltja.

A bizonyitas étlete: TetszOleges p € M esetén legyen g, a (T, M, F))
gauge-vektoréren konstrualt atlagolt skaldris szorzat. Ekkor

g:p €M — TY(TM), prs g€ T9(T,M)

»durva” (0, 2)-tenzormezd; a technikai lemma alapjan megmutathato,
hogy g ténylegesen sima.
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Riemann-metrizalas

Kovetkezmény (Szabé Zoltan)

Ha (M, F') Berwald-sokasag és D az F-fel kompatibilis torziémentes
kovarians derivalt M-en, akkor D Riemann-metrizalhat6 az elobbi
értelemben.
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Tal a Berwald-sokasagokon?

(A) Egy Finsler-sokasag 4ltalanositott Berwald-sokasag, ha van olyan,
nem szlikségképpen torzidmentes, kovaridns derivalt az
alapsokasagon, amely kompatibilis a Finsler-fliggvénnyel.

(B) (M, F) — Finsler-sokasag
g — (M, F) fundamentalis tenzora
‘H — a Berwald-konnexid
XM= H(X), X € X(M)

V: X(TM) x D(#) — I'(#) — az indukélt Berwald-derivalt

(M, F) Landsberg-sokasag, ha
th(?az):g(th??2)+g(?vah2)a X,YG%(M)

— ,,a fundamentélis tenzor kovaridnsan konstans a horizontélis
Berwald-derivalasra nézve”.
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Y. Ichijyo tétele
Megjegyzés: TetszOleges p € M estén a

Gp: w€ TyM = (gp)u := (Bp)"(u) € TY(T,M) = T9(T, T, M)
leképezés Riemann-metrika, igy (TpM, gp) Riemann-sokasag.

8. allitas (Y. Ichijyo)

Egy (M, F) Finsler-sokasag akkor és csak akkor Landsberg-sokaséag, ha
tetszbleges p, ¢ € M pontok esetén a Berwald-konnexié szerinti
parhuzamos eltolasok izometridk a (T, M, g,) és a (T4M, gq)
Riemann-sokasagok kozott.

[ Y. Ichijyd, On Holonomy Mappings Associated to a Non-linear
connection, J. Math. Tokushima Univ. 17 (1983), 1-9.

Kovetkezmény

Minden Berwald-sokasag Landsberg-sokasag.

J
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Minden Landsberg-sokasag Berwald-sokasag.

Sejtés J

Egy bizonyitasi étlet (Szabé Z. — T. Aikou)
1. Iépés (T. Aikou) Egy Finsler-sokasag pontosan akkor
Berwald-sokasag, ha létezik olyan gps Riemann-metrika M-en, hogy ha
(X, V)= (gu(X, Y)); X, Y € X(M),
akkor
VZ € X(M): Lyugy =0.
Bizonyitas: [SzLK].
2. lépés Meghatarozzuk az atlagolt Riemann-metrikat M-en, legyen ez ~.

3. lépés Foltéve, hogy (M, F') Landsberg-sokasag, megmutatjuk, hogy
Ly =0(Z¢€X(M))~ ezt nem sikeriilt kivitelezni.
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