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1. BEVEZETES

Folyamatosan gyorsuld, informaciok milliardjaival telitett vildgunkban egyre
fontosabba valik, hogy a felmeriild kérdésekre gyorsan €s a lehetd legkevesebb eréfeszités
aran tudjunk valaszolni.

Kérdésekben pedig nincs hidny az élet egy teriiletén sem: mi fontos egy parfiim
sikerességénél, az illat, a csomagolds vagy hogy hogyan reklamozzak és ki, esetleg csak az
ar? Vagy hany funkci6 zstufolhato be egy svajci bicskaba, hogy senki se mondja ,,na ez mar
tulzas”? Hogyan érhetd el, hogy egyre kevesebb foldteriileten egyre tobb élelmiszert
tudjunk termelni, tragydzdssal, novényvéddszerrel vagy a megfeleld novényfajta
kivalasztasaval? Hogyan tudnank csokkenteni egy gyogyszerhatdéanyag eldallitasi
koltségét, uj katalizator alkalmazasaval, a reakcié homérséklet valtoztatasaval vagy jobb
logisztikai szervezéssel? Folytathatndnk ezt a sort a végtelenségig.

Ezek az igények hivtak életre a kisérlettervezési metodoldgidkat, melyeknek ma
mar szamos modszere ismeretes a kiilonbozo feladatok megoldasdhoz: mitdl fliigg egy
vizsgalt mennyiség értéke, milyen paramétereknél van egy vizsgalt folyamat optimuma
akér kiilonb6zd szempontok esetén is, vagy mennyire sériilékeny-robosztus egy eljaras.
Megjegyzendd, hogy kisérlet alatt barmilyen vizsgalatot érthetiink, nem csak kémiai vagy
fizikai stb. kisérletet, igy annak eredménye is igen sokféle jellemzd lehet.

Kisérletterezés soran elséként mindig azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen
tényezOktdl vagy a haszndlatos terminoldgia szerint faktoroktol fiigg egy kisérlet
eredménye, hiszen ezek ismeretében akar nagymértékben csokkenthetd a tovabbi kisérletek
szama.

Els6 ranézésre ez egyszerd feladatnak tiinik, hiszen ha elvégziink egy kiséletet egy
faktor két kiilonbozo értékénél, a haszndlatos terminoldgia szerint szintjénél mikdzben a
tobbi faktor szintjét nem valtotatjuk, akkor az eredmény egyértelmiien megadja, hogy az
adott faktortol fiigg-e.

Sajnos a helyzet nem ilyen egyszerli, minden kisérletnél hatnak zavard, tobbnyire
ismeretlen tényezok is, ezért csak azoktol a faktoroktol fiigg a kisérlet, melyek az
eredményben az elkeriilhetetlen szorasndl hatdrozottan nagyobb eltérést okoznak. Ilyen
kérdések vizsgalatahoz pedig statisztikai modszerek sziikségesek.

Egy vagy két faktor esetén jol hasznalhatdo a kozismert egy- vagy kétvéltozos
varianciaanalizis, de a legtobb kisérlet esetén ennél lényegesen tobb faktor vizsgalata

szlikséges egyszerre.
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A latin négyzetek hasznalatan alapuld mddszer az ilyen kisérletek megtervezéséhez
¢s értékeléséhez ad egy nagyon hatékony modszert. A késdbbiekben latni fogjuk, hogy ez a
modszer az egy- és kétvaltozos variancia analizis természetes altalanositasanak tekintheto.

Szakdolgozatom elsésorban a Laywine C.F. és Mullen G.L. latin négyzetekrdl
sz0l6 konyvének statisztikaval foglalkozo fejezetének feldolgozasa. A latin négyzetekkel
foglalkoz6 résznél nagyrészt Dénes Tamdsnak a Hiradartechnikdban megjelent cikkére
tamaszkodtam, mig a statisztikai alapokndl és egyéb altalanos észrevételeknél Viharos

Laszl6 tankdnyve szolgalt f6 forrasomul.
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2. ROVIDITESEK JEGYZEKE

P(A)

&, &,
F(x)

f(x)
En(§),¢
E(©), 1, pi
V(&)
Dn(8)
D(§), o
N(p, 6°)
Finn(X)
Fluit

Ho, H”

t

Xijr Xij(k)r Xij(ky,.mky)

Eijr Ej(k)r ij e,k

t
i, Bja Yk V;Et)

X

Xir X j()r X (k)

T

Ti, T T (ky,...)

SST

SSE

SSR, SSC, SSS, SSS;
MSE

MSR, MSC, MSS, MSS;

az A esemény valoszinlisége

valdszinliségi valtozok

valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye
valdszinliségi valtozo slirliségfiiggvénye
mintaatlag

varhat6 érték

empirikus szorasnégyzet, empirikus variancia
empirikus szoras

SzOras

u varhato értékii, ¢ szorast normalis eloszlés
m és n paraméteri F-eloszlas eloszlasfiiggvénye
F-eloszlas tablazatabol szarmazo kritikus érték

nullhipotézis

a szimbolum valtozok szama

az 1, j valtozokhoz tartozo kisérlet eredménye
az 1, j valtozokhoz tartozo kisérleti hiba

a faktorok hozzajarulésa a kisérlet eredményéhez

az Osszes kisérlet eredményének atlaga

adott faktor adott szintjéhez tartoz6 kisérletek eredmyényének atlaga

az Osszes kisérlet eredményének Gsszege

adott faktor adott szintjéhez tartozé kisérletek eredmyényének 6sszege

a kisérletek atlagtol valo négyzetes eltérésének Osszege

a variancia becsléséhez négyzetes eltérés dsszeg

a faktorok hatasanak becsléséhez négyzetes eltérés 0sszeg
a variancia becslésére szolgalo tag

a faktorok hatasanak becslésére szolgald tagok
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3. LATIN NEGYZETEK

3.1. A latin négyzetek jellemzése

Egy n-ed rendl latin négyzeten olyan n x n méretli négyzetes tablazatot értiink,
amelynek soraiban az a,, ay, ..., a, elemek mindegyike egyszer és csak egyszer szerepel (1.
abra). Altalaban az aj, a,, ..., a, elemek az 1, 2, ..., n természetes szamok, de lehetnek

gorog vagy latin betilik, vagy akar tetszoleges szavak is.

1. abra

Az 1. édbran két 4-ed endii latin négyzetre lathatunk példat. Az elnevezés Leonhard
Euler (1707-1783) XVIII. szazadi matematikustol szarmazik, mivel 6 alkalmazott a
tablazatbeli elemek jelolésére latin betiiket az addig megszokott szdmok helyett. Sokan
Eulert tartjdk a latin négyzetek és a késobb ismertetendd ortogonalis latin négyzet parok
megalkotdjanak is, pedig mar a XVII. szdzad elején ismertek voltak (Claude-Gaspar
Bachet de Méziriac és M. Ozanam) jatékkartyakkal kapcsolatos vizsgalatokban.

Egy n-ed rendii latin négyzet dsszesen n” elemet tartalmaz, ezeket reprezentalhatjuk
n’ (s, o, sz) triplettel, ahol s a sorindex (1,..., n), o az oszlopindex (1,..., n) €s sz a
tablazatban szerepld szimbolum. Pédaul az 1. abra bal oldalan szerepld latin négyzet
reprezentacidja a kovetkezo: {(1,1,1), (1,2,2), (1,3,3), (1,4,4), (2,1,2), (2,2,3), (2,3,4),
(2,4,1), (3,1,3), (3,24), (3,3,1), (3.42), (4,1,4), 4,2,1), (43,2), (443)}. Ezt a
reprezentaciot ortogonalis tomb reprezentacionak nevezziik.

Egy latin négyzetre ranézve ugy tlinik, hogy a sor- €és oszlopindexnek kitiintetett
szerepe van. Az ortogondlis tomb reprezentdcio jol mutatja, hogy a sor- és oszlopindex,
valamint a szimbolum gyakorlatilag teljesen egyenértékii. Példaul az 1. abra bal oldalan
levd latin négyzet oszlopindexét és szimbolumat felcserélve ismét egy vele ekvivalens latin

négyzetet kapunk (2. abra).
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2. abra

A statisztikai alkalmazasok szempontjabdl kulcsfontossagu a latin négyzeteknek ez

a fajta szimmetria tulajdonsaga, ami lehet6vé teszi felhasznalasukat 3 faktoros kisérletek
tervezésénél.
Erdemes megemliteni, hogy a manapsag méltan népszerii sudoku jaték feladata egy

specalis latin négyzet elkészitése.

3.2. Ortogonalis latin négyzetek

Eulertdl szdrmazik a hires 36 tiszt probléméajaként ismert feladat: Valasszunk ki hat
csapattest mindegyikébdl hat kiilonb6z6 redfokozatii tisztet Ugy, hogy minden
csapattestbdl ugyanazokat a kiillonb6zo rendfokozatokat valasszuk ki. Elhelyezhetek-e a
tisztek parosaval egy 6 x 6-os alakzatba ugy, hogy minden egyes sorban és oszlopban
minden rendfokozat és minden csapattest pontosan egyszer szerepeljen?

Euler sejtette, hogy ennek a feladatnak nincs megoldésa, bizonyitani csak 1900-ban
sikeriilt G. Tarry-nak. Négy csapattest, négy rendfokozat és 4 x 4-es alakzat esetén viszont

van megoldasa a feladatnak (3. abra).

3. dbra

Lathatjuk, hogy a feladat megoldasahoz két latin négyzet sziikséges, amelyek

egyesitésével egy olyan tablazatot kapunk, melynek mind az n’ eleme kiilonbdzé. Az ilyen
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tulajdonsagu latin négyzet parokat ortogonalis latin négyzeteknek nevezziik.

A 36 tiszt problémaja mutatja, hogy n-ed rendli ortogonalis latin négyzet parok nem
minden esetben léteznek. Bizonyithat6, hogy legfeljebb n-1 olyan n x n-es latin négyzet
létezhet, melyek koziil barmelyik kettd ortogonalis és ha valoban léteznek, akkor
ortogonalis latin négyzetek teljes rendszerérdl beszéliink.

A latin négyzetek elmélete még szamos nyitott kérdést tartalmaz, de azt mar
bizonyitottdk, hogy ha n primhatvany (példaul n = 3, 4, 5, 7, 8), akkor 1étezik teljes n-ed
rendli ortogondlis rendszer, tovabba ha n paratlan (n > 3), akkor létezik legalabb egy
ortogonalis latin négyzet par.

Az ortogonalis latin négyzetek felhasznalhatok legalabb négyfaktoros kisérletek
tervezéseénél.

Végiil megemlitem, hogy az ortognalis latin négyzet parok felhaszndlhatéak bilivos
négyzetek készitéséhez. A blivds négyzetek olyan n x n-es tablzatok, melyek az 1, 2, ..., n*
szamokat tartalmazzak és minden sorban valamint oszlopban azonos a szdmok 0sszege
(néha még az atloban is).

Konnyen belathato, hogy egy ortogonalis n x n-es latin négyzet par dsszege blivos
négyzetet ad, ha az egyik latin négyzet az 1, ..., n szamokat, a masik a 0, n, 2n, ..., n(n-1)

szamokat tartalmazza. A 4. abran lathat6 egy 4 x 4-es blivos négyzet készitése.

4. abra
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4. EGYVALTOZOS SZORASELEMZES

4.1. Statisztikai alapok

A kovetkezOkben roviden Osszefoglalom a kisérlettervezéshez sziikséges
legfontosabb valosziniiségszamitasi és matematikai statiztikai fogalmakat, eredményeket.

Ahhoz, hogy egy kisérletet matematikai modszerekkel elemezni tudjunk valamilyen
szamszerl eredménnyel kell rendelkeznie. Ez sokszor természetes modon teljesiil, példaul
egy kémiai kisérlet termelése, egy hektaron termelt gabona mennyisége, vagy egy iizletbe
adott id6 alatt betérd vasarlok szdma. Néha azonban valamilyen szédmszerli adatot
sziikséges rendelni a kisérlet eredményéhez, példaul ha piros golyot huznak egy urnabol.

A valosziniiségi valtozd lehetdveé teszi a kisérletek egységes kezelését. Legyen
adott egy elemi eseményekbdl, szigma algebrabol és valdszinliségi mértékbdl allo (Q, A,
P) valoszinliségi mez6. Ekkor egy & Q — R leképezést valosziniiségi valtozonak
neveziink. Ha bekovetkezik egy o < Q elemi esemény, az produkal egy &(w) véletlen
szdmot. A & leképezésnek rendelkeznie kell azzal a tulajdonsaggal, hogy az {® € Q ‘ E(w)
< x} halmaznak eseménynek kell lennie.

Az F(x) = P(§ < x) fliggvényt a £ valoszinliségi valtozo6 eloszlasfliiggvényének ne-
vezziik. Az eloszlasfiiggvény monoton ndvekedd és balrol folytosos, hatarértéke a -oo-ben
0, a +oo-ben 1. Segitségével tetszéleges valdszindség konnyen meghatarozhatd, példaul:

P(a < &<b)=P({& <b} - {&<a})=P(¢ <b) - P(& <a) = F(b) - F(a).
A §E valoszintiségi valtozot diszkrétnek nevezziik, ha értékei véges vagy végtelen

sorozatba rendezhetdk, €s folytonosnak, ha Iétezik olyan f(x) fliggvény, melyre:
X
F(x)=f f(t)dt, —00 < x < o0,

Az f(x) fiiggvényt a & valoszinliségi valtozo stirliségfliggvényének nevezziik. Segitségével

az el6z0 valosziniliség:

b
Pla<é<b) = f f(t)dt.

A &, ..., &, valoszinlségi valtozok teljesen fliggetlenek, ha tetszdleges x, ..., X
valés szamokra: P(§; < Xy, ..., & < Xy) = P(§; < x1)-...- P(§, < x,). Ez az eloszlasfiiggvé-

nyek segitségével a kovetkezoképpen irhato fel: F(x, ..., X,) = F(x;)-...-F(Xy).
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Egy Kkisérletet tobbszor elvégezve az egyes kisérletek kimeneteleit fliggetlen,
azonos eloszlasu valoszinliségi valtozok irjak le. A kisérletsorozat fontos jellemzdje a
mintaatlag:

E (&) =@=g

n

¢és az empirikus szoras:

TS| —E, () 4+ (8, — E ()

n
ahol V(&) az empirikus szorasnégyzet, vagy variancia. A négyzetreemelések elvégzésével
megkapjuk a variancia egyszerUsitett kiszdmolasi modjat, mely igen hasznos a gyakorlati
szamitasok soran:
h(§) = En(§%) — EZ (§).

Ha n—oo, akkor a mintaétlag a varhat6 értékhez, az empirikus szords a szérashoz

tart:
lim E,(§) = E(§) = pés lim D,(§) = V() =D(§) =0

Egy kisérlet ismétlésénél valamennyi valdsziniiségi valtozd vérhatd értéke és
szorasa azonos, ekkor az egyszertiség kedvéért csak p és o jeloli ezeket a mennyiségeket.

Az alkalmazdsok szempontjabol fontos, hogy a mintadtlag vérhatdo érteke
megegyezik a valosziniiségi valtozo varhato értékével, mig a variancia varhat6 értéke attol

egy kicsit eltér:

n—1
E(En(®)) = p és E(n(§)) = ——0”.
Tobb helyen sziikségiink lesz arra az ismert tényre, hogy a mintaatlag varianciaja a

minta variancidjanak az elemszammal valé hanyadosa:

V(En(9) =

A tovabbi alkalmazasok szempontjabol két folytonos valdszinliségeloszlast kell

o
n

kiemelniink, a normalis és az F-eloszlast. A normalis eloszlas igen elterjedt, jelentdségét a
kozponti hatareloszlas tétel is mutatja. Mérési hibak gyakran normalis eloszlasuak 0
varhat6 értékkel. Ha & normalis eloszlast p varhao értékkel és o szordssal (jeldlése: & ~
N(n, %)), akkor stiriségfiiggvénye:
1 _(-w?
e 202
V2mo
Az 5. dbran p = 3 varhat6 értékii normalis eloszlasok stirliségfiiggvényei lathatok:

10

f&) =
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0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0

5. ébra
Fontos megjegyezni, hogy ha & ~ N(u, o), akkor (€ - p)/c ~ N(0, 1), ahol az N(0,
1) eloszlast standard normalis eloszlasnak nevezziik. A standard normalis eloszlas
eloszlasfliggvényének értékei tablazatokban megtalalhatok.
A kisérlettervezés szempontjabol a masik fontos eloszlas az F-eloszlés. Ha &, ...,
Er €s M1, ..., Mm teljesen fliggetlen standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozok,

akkor az

1
— i+ +nm)

F= 1, ~Fm,n(x)
Lt D)

mennyiség F eloszldsu az m és n paraméterekkel. Varhato értéke 1-nél nagyobb, ha n > 2:

E (Fun(x)) = nnTz

Megmutathato, hogy ha &y, ..., &, és 1y, ..., Nm teljesen fliggetlen azonos normalis

eloszlast valoszintliségi valtozok, akkor az

R (® g ST - )
27 n V.(n) -1 n £\
=1 /(™ 1 2=1 =)

mennyis€ég Fp.in1 eloszlast. A tort nevezdjében é€s szamlaldjdban is a szorasnégyzet

becslése talalhatd, a négyzetes eltérések elott szerepld szorzoszamok a mogottiik allo
kifejezések szabadsagi fokainak (a szabadon megvalaszthatd valozoknak) a reciprokai.
Példaul a szamlaloban szerepld Osszeg szabadsagi foka eggyel kisebb a tagok szamanal,

mert

Mm === =)+ + Nm1 — M)

11
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Altaldban igaz, hogy normalis eloszldsok szorisnégyzetének becslésekor a szabadsagi
fokok szdmaval kell ossztani a négyzetes eltérések Osszegét és két ilyen becslés hanyadosa
F-eloszlan lesz, ahol a paramétereket a szabadsagi fokok szam adja meg.

Az elézobleg leirtak alapjan a szorasok egyezdségének vizsgalatara nyilik lehetdség.
A statisztikai vizsgélat altalanos menete a kovetkezd: azt a nullhipotézist (Hy) vizsgaljuk,
hogy a szordsok megegyeznek, tehdt az F, mennyiség valoban F-eloszlasu, ehhez a
kisérleti adatok alapjan meghatdrozzuk az F, mennyiséget, majd az Fp,.1n1 eloszlas
tablazata alapjan meghatarozzuk azt a kritikus mennyiséget, melyre teljesiilne hogy P(F, <
Fyrit) = Piit. Ha valoban teljesiil, hogy F, < Fy, akkor a szérasok egyezését elfogadjuk,
kiilonben elvetjiik. A Py érték leggyakrabban 0.90, 0.95 vagy 0.99. Az F-eloszlas ezen
valosziniiségekhez tartozo kritikus értékei megtalalhatok a mellékletekben.

Megjegyzendd, hogy szokas egy és kétoldali probarol is beszélni, utébbi esetben
két kritikus érték kozé kell esnie egy vizsgalt mennyiségnek. Kisérlettervezes soran, annak
jellegébdl adodoan viszont mindig egyoldalu probat végziink.

Statisztikai proba sordn mindig kell hibaval szamolnunk. Elséfaji hibanak
nevezziik, ha a proba soran a hipotézist elvetjiik, pedig az igaz. Ez a hiba ismert és a Py
érték segitségével kézben tarthatd, ha példaul a Py = 0.95, akkor az elséfaju hiba 5%,
hiszen ekkora a valusziniisége, hogy F, > Fyi. Masodfaju hibanak nevezziik, ha a
hipotézist elfogadjuk, pedig az nem igaz. Ez a hiba éltaldban nem ismert, de a Py érték
novekedésével biztosan novekszik, ezért nem célszerl tetszdlegesen kicsire csokkenteni az
elsofaju hibat. A hiba csokkentését leghatékonyabban a kisérletszdm novelésével érhetjiik

el.

4.2. Az egyvaltozos modell

Egy adott jelenségre kiilombozd tényezdk — amiket a tovabbiakban faktoroknak
neveziink — hatnak. Példaul egy kémiai reakcid termelésére hathat a hémérséklet, a
reagensek ekvivalencidja, vagy az olddszer tipusa. A tovabbiakban egy faktor hatasat
vizsgaljuk, esetiinkben legyen ez a hdmérseklet.

A kovetkezokben leirt eljarast egyfaktoros szoraselemzésnek, vagy egyfaktoros
varianciaanalizisnek (ANOVA) nevezziik.

Azt szeretnénk megvizsgalni, hogy egy faktor értékétdl, szintjétdl mennyire fligg a

vizsgélt mennyiség, esetiinkben a hdémérséklettél mennyire fliigg a termelés. Ehhez
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kiilonbozé faktor szintek mellett végziink kisérleteket, a hibdk figyelembevételéhez
minden szinten tobbet is. Ezutan a kdvetkezd modellt allithatjuk fel:
Xij = Wi + &ij, i=1.k j=1..,n

A modellben k faktorszintet kiilonboztetiink meg, az 1. szinten n; kisérletet végziink, x;; a
vizsgalt mennyiség, esetiinkben a termelés értéke az i. faktorszint, vagyis hémérséklet
mellett a j. ismétlésnél. Az i. szint hatasa L, amit csak pontatlanul tudunk megfigyelni, az
&;; mérési hibakrol feltételezziik, hogy fiiggetlen N(O, o) eloszlasuak (c > 0).

Azt a nullhipotézist vizsgaljuk, hogy a szintek nem eredményeznek -eltérd
hatasokat:

Ho: mi=p=... = me

A késobbiekben targyalando kisérlettervezéssel valo szorosabb kapcsolat érdekében
feltessziik, hogy minden szinten azonos szdmu kisérletet végziink és a modellt is kissé
masképpen irjuk fel:

=pu+a;+e¢g; i=1..,k j=1,..,n
Itt p az Gsszes elvégzett kisérlet eredményének, a termeléseknek a varhato értéke €s az o
tagok képviselik az i. szint hozzajrulasat a termeléshez. A vizsgalando6 nullhipotézis az,
hogy az eltérd szintekne nincs hatasa a termelésre.
Ho: o= =...=0x=0.
Nézziik az 0sszes (nk) kisérlet termelésének az Osszegét, majd képezziik az dsszeg

varhato értékét:

Zn:E(xU) = nku = ZZ(u +a; + E(eu)) = nku + nz a; +Zk:zn:E(eij).

i=1j=1 i=1j= i=1 i=1j=1

Figyelembe véve, hogy az ¢;; hibatagok N(0, o) eloszlasuk, azt kapjuk, hogy
K

Zai=0.

i=1

Képezziik a kdvetkezd statisztikakat:

k n n
_ 122 _ 12 .
:ﬂ xij' X;. :E xij L= 1, ,k

i=1j=1 Jj=1

A nullhipotézis vizsgalatdhoz tekintsiil a kovetkezd 0sszeget:
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k n k n k n
_ 2 _
SST=ZZ(xU—x) =ZZ(xij X +X; —x) =ZZ(xU xl) +
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
k n k n k n k
_ _ _ _ _ _ \2 _ _
ZZ(%’. — x)? +ZZ(xij — xi.)(xi. —X) = ZZ(xij — xi.) + nZ(xi. — %)?
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Az utols6 egyenldség azért teljesiil, mert

k

Zk:zn:(xij — )'ci.)()_ci. —X) = Z (X — f)zn:(xij -%) | = Zk:(fi. —X)(nx; —nx) =0.
j=1 i=1

i=1 ]:1 i=1

Tehat azt kaptuk, hogy
SST = SSE + SSR
ahol

k n k
ZZ(XU - fi.)z és SSR = nZ(il - 9?)2
=1 i=1

i=1j
Ha igaz a nullhipotézis, akkor az SSE ¢s az SSR mennyiségek egyarant a kisérleti
hibak, varianciak becslései.
Az SSE mennyiség k-n tagbol all és k darab atlag szerepel benne, ezért a
szabadsagi fokok szama k-n —k =k-(n — 1):

k n

jo_ _SSE
o k(n—1)zz(x” ) = im—D

i=1j=1
Az SSR mennyiség k tagbol és egy atlagbol all, ezért a szabadsagi fokok szama k-1.

Figyelembe véve, hogy n tagl atlag szordsa szerepel enne:

o2 1 Z":_ ., SSR
n~k—1,1(xi- D ==
=

ezért
0% =~ ﬂ
k-1
Tehat, ha igaz a nullhipotézis, akkor az
SSR/(k—1)
" SSE/k(n—1)

kifejezés F-eloszlast lesz Fi.j kn-1) szabadséagi fokkal.
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SST szabadsagi fokainak szdma k-n — 1, ennek meg kell egyeznie SSE és SSR
szabadsagi fokainak azosszegével, ami valoban teljesiil:

k—1+k(n—1) =kn-1.

Ha nem igaz a nullhipotézis (Iétezik o; # 0, 1 = 1, ..., k), akkor SSE tovabbra is a
varianciara ad becslést, mig SSR a variancidra és az o, tagok négyzetes Osszegére, ezért
valészinti, hogy SSR/(k-1) > SSE/k(n-1), tehat elegendd egyoldalu prébat végezniink.

Ha F < Fyt, akkor a nullhipotézist elfogadjuk, egyébként elvet;jiik.

A szadmitast megkonnyithetjiik a kovetkezd egyszeriisitésekkel:

n k n
Zfz =Zin2j—2nkf2+nkf2 =

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
k n k n
TZ
2 2 — 2 _
2,2 =kt = ) ) af =
i=1 j=1 i=1 j=1
ahol
k n
r=y )
i=1 j=1
valamint
k k k k k
SSR = nZ(xl -x)?%= nz x? — anfi.f + anz =nz x? — 2nkx? + nkx? =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
k
N
— T — ,
nia " kn
i=1
ahol

4.3. Példa egyvaltozos szoraselemzésre

A kovetkezo tablazat négy kiilonbozd gyartd 3-3 azosos markaju ceruzaelemének

az élettartamat tartamazza:
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Azt szeretnénk megvizsgalni, hogy van-e szignifikans eltérés a kiilonb6z6 gyartok
termékei kozott. Ehhez egyvaltozos szoraselemzést végziink, a gyartdt tekintjiik a
faktornak, a faktorszintek az egyes gyartok, tehat négy faktorszint van és mindegyik
szinten harom ismétlés. A kisérletek eredménye az elemélettartam 6raban.

A nullhipotézis az, hogy mind a négy gyartd azonos élettartamu elemet gyart. A 6.

abran grafikusan abrazltuk az elemélettartamokat:

6. abra

Az ébra alapjan az elemek nem azonos élettartamuak, a 4. gyarté terméke hatarozottan
rovidebb élettartamunak tlinitk a tobbitél. Vajon ugyanezt az eredméyt adja-e a
szoraselemzés? Az el6zo fejezet jeloléseit hasznalva:

k=4 ésn=3

4 3
T=" ) x;=552+57.6++587 +563 = 709.9
i=1j=1
3
T, =) %, =552+57.6+612 = 174
=1
3
T, = sz_ — 583+ 63.4 + 62.9 = 184.6
=1
3
T, = ) x5 = 654+ 62.3+59.1 = 1868
=1
3

T, = Z Xo = 49.5 + 58.7 + 56.3 = 164.5
=

~.

4 3
Zlez = 5522+ 57.6> + ...+ 58.7% + 56.3% = 42201.99
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Ezutan a statisztikak:
3 2

SST = iz z " =42201.99 70957 _ 205.49
—_ ' 1 xij kn _— . 4 . 3 - .
i=

=
4
1o, TP 1, ; ; L. 709.92
SSR = —Z T? — — = = (1742 + 184.62 + 186.8% + 164.5%) — — 106.05
n i kn 3 4.3
l=

SSE = SST — SSR = 205.49 — 106.05 = 99.44
Most mar a varianciak dsszehasonlithatok:
B SSR/(k—1) B 106.05/(4 - 1) B 106.5/3

= SSE/k(n—1) _ 99.44/4(3—1) _ 99.44/8 _ 286

Ha igaz a nullhipotézis, akkor F eloszldsa F3 5. Néhany ehhez tartoz6 kritikus érték
a mellékletekben 1évo tdblazatokbol:
F55(0.90) = 2.924
F54(0.95) = 4.066
F54(0.99) = 7.591

Lathatjuk, hogy mar F < Fy;#(0.90) is teljesiil, vagyis a nullhipotézist elfogadhatjuk,
azaz a kiilonb6z6 gyartok elemei azonos €lettartamtinak tekinthetdk.

A szamitott és a grafikonrdl vizualisan sejthetdé eredmény eltérését a kis
ismétlésszam ¢€s ezaltal a viszonylag nagy szoras okozza. Az ismétlésszam novelésével

kiilonbség adodhat az egyes gyartok termékei kozott.
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5. KISERLETTERVEZES 3 FAKTOR ESETEN

5.1. A haromfaktoros modell

A legtobb valos kisérletben altalaban nem csak egy valtozd van. Az egyszempontos
szorasanalizisnek ugyan van kétszempontos valtozata, de sokszor két valtozonal is tobb
hatast kell vizsgalnunk.

A tovébbiakban el0szor haromvaltozos, vagyis haromfaktoros kisérleteket
vizsgalunk, a kidolgozott modszer a késObbiekben konnyen altalanosithato lesz tetszéleges
szamu faktorra.

A vizsgalatok elott két - szdmos esetben szigorunak szamité - megkotést kell
tenniink a faktorokra, egyrészt teljesen fiiggetlennek kell lenniiik, masrészt mindharom
faktornak azonos szamu szintjének kell lennie. Ha ezen megkotések teljesiilnek, a
kisérlettervezés torténhet latin négyzetek felhasznalasaval.

Harom faktor esetén minden lehetséges kisérleti beallitashoz Ssszesen n’ kisérletet
kellene végezniink, ha megelégsziink azzal, hogy barmely két faktor tekintetében minden
kisérleti beallitas szerepeljen és csak pontosan egyszer, akkor elég n” kisérletet végezniink.
Példaul tegyiik fel, hogy minden faktornak négy szintje van és tekintsiik a kovetked latin
négyzetet (7. dbra):

7. dbra

Feleljenek meg a sorok az egyik faktor szintjeinek, az oszlopok a masiknak és a négyzetbe
irt szdmok pedig a harmadiknak. Jelolje mondjuk egy novénytermesztési kisérletnél a
sorindex a mitragya tipusat, az oszlopindex a rovarirtd tipusat, mig a négyzetbe irt
szimbolumok a gabona tipusat. A kisérlet soran a termelt gabona mennyisége az eredmény.

A latin négyzet tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy minden miitrdgya pontosan egy
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kisérletben szerepel egylitt minden rovarirtoval vagy gabondval és egy rovarirté valamint
egy gabonafajta is pontosan egy kisérletben szerepel egylitt a masik két faktor minden
szintjével. Tehat n faktor esetén elég n’ kisérletet végezniik, hogy barmelyik két faktor
barmelyik két szintje szerepeljen egy kisérletben és pontosan egyszer. Példaul a 2-es
gabonafajta az (1, 2), (2, 4), (3, 3) és (4, 1) miitragya-rovarirtd parossal szerepel egy
kisérletben.

Legyen Xjji) az i. miltragya, a j. rovarirtd és a k. gabonafajta alkalmazéisa esetén
termelt gabona mennyisége. A k index azért szerepel zardjelben, mert nem fiiggetlen az i

¢s j értékektol, azok egyértelmiien meghatarozzak. A kovetkezé modellt allithatjuk fel:
Xijay = U+ ai+ B+ v + &gy, Lik=12,..,n

Ez a modell természetes altalanositdsa a szordsanalizis soran hasznalt 4.2. részben
targyalt modellnek. A modellben p az Osszes elvégzett kisérlet eredményének, a gabona
hozamoknak a varhato értéke, az a; tagok képviselik sorvaltozo, a miitragya i. szintjének
hozz4jrulasat a termeléshez, a [3; tagok az oszlopvaltozo, a rovarirtd j. szintjének
hozzéjarulasat a termeléshez, a yx tagok pedig a szimbdlum valtozd, a gabona fajta k.
szintjének hozzajaruldsat a termeléshez, az &) tagok a mérési hibak, fliggetlen N(O, oY)
eloszlasuak (o > 0).

Feltehetjiik, hogy:

a; =

Bj =

n
Yk = 0.
1 k=1

n n
i=1 j=
Hiszen példaul az o; értékeket tetszéleges konstanssal csokkenthetjiik, hogy az sszegiik 0
legyen, ha kozben a p értékét megnoveljiik ezzel a konstanssal, ezt a f3; és yi értékekkel is
megtehetjliik. Ezutan is fennall, hogy p az dsszes elvégzett kisérlet eredményének a varhato
érteke lesz. Tovabba a kovetkezd 0sszegek kiszdmolasakor egyszerre kikiiszobolhetd két
vagy harom fakor hatésa:

n n .
Ti= Z Xij(k) :Z(# +a;+ B+ vi + Eijy) = nu+nag + Zj—l Eijk) = n(p + a;),
j=1 j=1

n n
n
T = inj(k) =Z(ﬂ +a;+ B+ vi + Ejn) =nu+ np; + Zi—l Eiji N+ B,
i=1 i=1 -

T = Z Xijre) = Z (u+ ;i + By + v + o) =nu+ny; + Z & =n+7,),

k=konst. k=konst. k=konst.
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n n n n n n
T = Z Z Xijk) = Z Z(H +a; + B+ v+ &) =nPu+ Z Z Eij() ® MM

i=1j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Hiszen ha barmelyik faktor értékét rogzitjiik, a masik két faktor pontosan egyszer felveszi
mindegyik értékét, ezaltal kiilon becsiilhetévé valik az egyes faktorok hatasa az
eredményre, vagyis a gabona hozamra.
Térjiink most vissza a modellre. Nullhipotéisiink legyen az, hogy egyetlen
faktornak sincs hatasa az eredményre. Mivel harom faktorunk van és mindet kiilon
szeretnén vizsgalni, ezért harom nullhipotézist fogalmazunk meg. Az els6. hogy a
sorvaltozonak, vagyis a miitragyanak nincs hatasa a gabonahozamra:
Hél): ar=a,=-=a, =0.

A masodik, hogy az oszlopvaltozonak, a rovarirtonak nincs hatdsa a gabonahozamra:
HP:B =B, == =0.

A harmadik, hogy a szimbdlum valtozéonak, a gabonafajtinak nincs hatdsa a

gabonahozamra:

Hég): BW=vr="=7=0.
A megfeleld ellenhipotézisek, hogy valamelyik o; # 0, vagy valamelyik B; # 0, vagy
valamelyik yx # 0.

A hipotézisek teszteléséhez az egyvaltozos szoraselemzéshez hasonloan vizsgaljuk

a kovetkezd négyzetes eltérés Osszeget, amely megadja az Osszes kisérleti eredmény

SST = Z Z(x”(k) — %)%

Hasznaljuk itt is a 4.2. résznél alkalmazott felbontast:

eltérését az atlagtol:

nn n n
SST = Z Z(xij(k) = Z[(fi.(_) - %)+ (X — %)+ (X g — %)
i=1j=1 i=1 j=1
n n n n n n
+ (oo = o — %0 ~ Lgo + 2X))° Z Z(xi.(.) -0+ Z Z(f. jO —X)? Z Z(x__(k) - %)%+
i=1j=1 i=1 j=1 i=1 j=
n n n
ZZ(X”(") — %)~ Rjo— % +2%) = nZ(Xz() —X)?+ nZ(X,() -0+ nZ(i,,(k) - %)%+
i=1j=1 = =

n n
D7) (g = % = %y = %o + 28)° = SR+ SSC + S5 + SSE.

i=1 j=1

A négyzetreemelés soran az 0sszes vegyesszortat eltlinik, nézziik példaul a kovetkezot:
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n

n n n
ZZZ( to = %) (xijoo = i) —%jo — X +2%) = ZZZ( to = %) (xij0 = ¥y = %jo) — %o + 2%) =
i=1k

i=1j=1 =1
=2 Z ((’?.(k) - J7)2("1’1’(!«) —X T X0 T e 2’7)> =0
k=1 i=1
Az elsé egyenléség azért teljesiil, mert a kettds Osszeg az Osszes elvégzett kisérletre
vonatkozik és a latin négyzet tulajdonsdgaibol adoddan ez az Gsszegzés barmelyik két
valtozora ugyanazt adja. Az utols6 egyenldség pedig azért teljesiil, mert a masodik

Osszegzésben szerepld kifejezés minden k esetén:

n

Z(Xij(k) - fl() - f]() - f(k) + 29?) = Tlf(k) —NnxX —nx — Tlf(k) + 2nx = 0.
i=1

Tehat a felbontas soran azt kaptuk, hogy:

SST = SSR + SSC + SSS + SSE,
ahol:

n

n n
Sk = nZ(fi.o —x)% SSC= "z(’?io ~ )", 555 = ”Z(’% ~%) s
i=1 j=1 k=1

n

n
_ _ _ _\2
Z Z Xijio = ¥i() ~ X0 ~ X0 + 2%) -
i=1j

Ha igaz a nullhipotézis, akkor az SST, SSR, SSC, SSS és SSE mennyiségek
segétségével egyarant becslést kaphatunk a kisérletek variancidjara, melyek hanyadosa F
-eloszlasu lesz. Viszont, ha nem igaz a nullhipotézis, akkor az SSR menniség mutatja a
sorvaltozd, a mitragya fajtdjanak, az SSC mennyiség az oszlopvaltoz6, a rovarirtd
fajtajanak, az SSS mennyiség a szimbdolum véltozd, a gabona fajtijanak hatasat az
eredményre, a gabona hozamra. Az SSE mennyiség tovabbra is a variancidra ad becslést.

Nézziik példaul az SSR mennyiséget a modell alapjan:

n

SSR = nZ(xl()—x)z —nZ(Tln() ——) nzn:(n(,u+a) e ,u> nzn:a

i=1 i=1 i=1

A tobbi mennyiség jelentése is hasonldan igazolhato. A proba sordn célszerii az SSC, SSR
¢s SSS mennyiségeket az SSE mennyiséghez viszonyitani, ha igaz a nullhipotézis akkor
egy koriili értéket fogunk kapni, ha nem akkor attol akar jelentésen nagyobbat. Ezért ismét

elegendd egyoldali probat végezni.
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A proba elvégzéséhez meg kell hataroznunk az egyes mennyiségek szabadsagi
fokait. Az SST mennyiség n® kisérlet eredményének négyzetes eltérését tartalmazza az
osszes kisérlet atlagatol, ezért a szabadsagi fokainak szama n® — 1. Az SSC, SSR és SSS n
tagbol all6é mennyiségek, kiilonbozé faktorszintek 4tlagainak négyzetes eltéréseit
tartalmazzak az Osszes kisérlet atlagatol, ezért a szabadsagi fokaiknak a szdma n — 1.

Figyelembe véve, hogy n tagi atlagok négyzetes eltérése szerepel benniik, az SSR

mennyiségre:
0'2 Z?:l(fi,(,) - f)z _ SSR
n n—1 T nn-1)
Tehat
, SSR
0° = = MSR.
n—1
Hasonléan kapjuk, hogy
SSC ) SS
0%~ = MSC és 0?2 ~ —— = MSS.
n—1 -1

Mar csak az SSE mennyiség szabadsagi fokainak a szamat kell meghatdroznunk. Ez
kozvetleniil kissé nehézkes lenne, viszont felhasznalhatjuk, hogy az SSR, SSC, SSS és SSE
mennyiségek szabadsagi fokainak az dsszege megegyezik az SST mennyiség szabadsagi

fokainak szaméaval, ezért az SSE mennyiség szabadsagfokainak a szama:
n”—-1-3n-1)=mn-1Dn-2).

Az SSE mennyiségben a kisérletek négyzetes eltérése szerepel, ezért:
2 SSE — MSE
CESCET A

Ha igaz a nullhipotézis, akkor az

F_MSR F_MSC F_MSS
R = MSE’ ¢ T MSE’ "5 MSE

menniségek Fi.im-1)n-2) eloszlastiak. Ha Fr < Fiit, Fc < Fuit, Fs < Fiit, akkor a megfeleld
nullhipotézist elfogadjuk, kiilonben elvet;iik.
Itt is van lehetdség a szamitdsok egyszerlisitésére a fejezet elején bevezetett

mennyiégek hasznalataval:
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n n

n

SST = ZZ(xU(k)—x) —ZZ(xl](k) le](k)x+x) z
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j=1

n

n 2

DIETEED PO

i=1j i= i=1j=1

valamint

SSR = nZ(xl() —X)? = nZ(xl() — 2% ()% + X%) = aniz() — 2n%x? + n?x? =

i=1 i=1

- () e () 1> 0, -

i=1 i=
Hasonléan kapjuk, hogy

2

n n

1c,., T?, 1~,, T2

SSC =20, Tho =3 & 555 =), Tho — 7
j=1 k=1

végil
SSE = SST — SSR — SSC — SSS.

A kisérleti adatok birtokdban el8szor meghatarozzuk a T, Ti(), Tjo, T.w
segédmennyiségeket és az Osszes kisérlet eredményének a négyzetdsszegét, majd
kiszamoljuk az SST, SSR, SSC, SSS ¢s SSE mennyiségeket, eztutan az MSR, MSC, MSS
¢s MSE mennyiségeket, végiil az Fgr, Fc és Fs menniségeket. Tablazatbol kikeressiik a

kritikus értékeket és elvégezziik az 6sszehasonlitést.

5.2. Példa haromfaktoros kisérlettervezésre

Nézziink most a gyakorlatban az el6z0 pontban t6bbszér hivatkozott
novénytermesztési kisérletet. Egy szantofoldet 16 parcellara osztottunk. A 7. dbran levd
latin négyzetnek megfelelden a egyes sorokban mas-mas mitragyat haszaltunk, az egyes
oszlopokban mas-mas rovrirtot €s a négyzetben levé szamoknak megfeleléen mas-mas
buzafajtat, mindegyik valtozobol 4-4 félét.

Aratés utan a 8. abran lathaté buzahozamokat kaptuk. A hozamok alatt feltiintettiik
a szimbolum valtozé értékeit is, valamint a sor- és oszlopOsszegeket és azok négyzetes
értékeét.

A kisérletek sordn mindharom véltozonak 4 szintje volt, tehdt n = 4. Ezutdn a

miitrdgya, a rovarirt6 €s a buzafajta valtozok szabadsagi fokainak szdma 4 — 1 = 3, az SSE
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hibabecslés szabadsagi fokainak a szama (4 — 1)(4 —2) = 6.

8. abra

A még hianyz6 segédmennyiségek:

T%y = (112 + 98 4+ 94 + 105)? = 409% = 167281,
T%y = (132 + 110 + 115 + 120)? = 4772 = 227529,
T%3) = (110 + 89 + 81 + 84)% = 364% = 132496,
T74y = (116 + 94 4+ 90 + 72)* = 372% = 138384,

l

4 4
z Xy = 112% + 1322 + - + 727 + 84% = 168372,
=1 =1

Ezutén:

o, T2 16222
SST = szij(k) — — = 168372 — ——— = 168372 — 164430.25 = 3941.75,
n

i=1j=1

SSR = Z (220900 + 152881 + 144400 + 145161) — 164430.25 = 1405.25,

i=
SSC = Z T?, — (168921 + 169744 + 156025 + 163216) — 164430.25 = 46.25,
SSS§ = Z T(k) (167281 + 227529 + 132496 + 138384) — 164430.25 = 1992.25,

SSE = SST — SSR — SSC — SSS = 3941.75 — 1405.25 — 46.25 — 1992.25 = 498.0.
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Most mar kiszamolhatjuk a variancia kozelitéseit:

SSR 1405.25
MSR = = = 468.42,
n—1 3
SSC 46.25
MSC = = = 15.42,
n—1 3
SSS 1992.25
MSS = = = 664.08,
n—1 3
SSE 498.0
MSE =

“m-Dn-2) 3-2
A szamolt F értékek:

_ MSR 46842

v 5 64 v MSC 1542
R™MSE™ 830 ~ ¢

——-0186 F,

B MSS  664.08
T MSE "~ 83.0 B

~MSE ~ 830

A tablazatbol kikeresett kritikus F értékek:

F5¢(0.90) = 3.289

F;2(0.95) = 4.757

F5¢(0.99) = 9.780
Lathatjuk, hogy mar Fc < Fii(0.90) is teljesiil, ezért az oszlopvaltozora vonatkozd
nullhipotézist elfogadhatjuk, tehat a rovarirtonak nincs atdsa a buizahozamra. A masik két

valtozd esetén viszont:

Fierit (0.95) < Fg, Fs < Fy£(0.99),

Ezért a miitragya €s a blizafajta valtozok esetén elvethetjiik a nullhipotézist, ezeknek van
hatdsa a buzahozamra. A 9. éabran feltiintettik a hozamokat az egyes valtozok

fiiggvényében. Vizualisan most mar nehezebb kovetkeztetéseket levonni.

120 M * 120 ¢ 12 :
] ¢ ¢ ¢ & ] ¢ . ¢ 8 0 $ o 0
J 4 * J
5 80 : § 80 * . g 80 .
2 60 4 2 60 - 2 60
40 1 40 - 40 1
20 A 20 A 20 -
0 0 T T T T 0 T T T T >
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Miitragya Rovarirté Buzafajla
9. abra

25



Kisérlettervezés latin négyzetek felhasznalasaval

6. KISERLETTERVEZES LEGALABB 4 FAKTOR ESETEN

6.1. A tobbfaktoros modell

Sokszor haromnal tobb faktort szeretnénk egyszerre vizsgalni, viszont egy latin
négyzet egyszerre csak harom faktor vizsgélatat teszi lehetové. Kézenfekvonek tlinik, hogy
akkor egyszerre tobb latin négyzetet hasznaljunk. Ez valdoban megvalodsithaté a 3.2.
fejezetben ismertetett ortogonalis latin négyzetekkel.

A 10. dbran abrazoltunk két 4 x 4-es ortogonalis latin négyzet part:

10. abra

A négyzetekhez gy rendeliink valtozokat, hogy mindkét négyzetben ugyanaz
legyen a sorvaltozd és az oszlopvaltozd, a szimbolum valtozok viszont kiillonbdznek,
ezaltal két négyzet négy valtozd vizsgalatat teszi lehetdvé n’ kisérlet elvégzésével. A
modell szempontjabol fontos ortogonalis tulajdonsag itt is teljesiil, vagyis minden valtozo
minden szintje pontosan egy kisérletben szerepel egyiitt barmely masik valtozé barmely
szintjével. Tehat a haromfaktoros modell gyakorlatilag teljesen megegyezik a tobbfaktoros
modellel, csupéan a szimbdélum valtozok szama novekszik.

A héromfaktoros modellhez hasonldan itt is megkdtés, hogy minden faktornak
azonos szamu szintjének és barmely két faktornak fliggetlennek kell lennie. Ezenkiviil van
még egy megkotés. Adott n esetén maximum n — 1 tagl teljesen ortogonalis latin négyzet
rendszer 1étezhet €s létezik is, ha n primhatvany. Ezért, ha t jeloli a szimbolum valtozok
szamat ( t > 2 ), mindig teljesiilnie kell, hogy

t<n-1, vagyis t+2<n+ 1l
Azaz n X n-es latin négyzetek segitségével maximum n + 1 faktor hatasat tudjuk vizsgalni

n” kisérlettel. A kovetkezokben csak at+2 <n+ 1 esetet vizsgaljuk, az egyenléségre majd
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késobb visszatériink.

A haromfaktoros modellhez hasonldan a tobbfaktoros modell a kovetkez6:

Xijthy k) = U+ + B + V;S) + e+ V;Et) + €y, ko)
Ahol x;j,,. k) @ sorvaltozo i. szintjéhez €s az oszlopvaltozo j. szintj€hez tartozo kisérlet
eredménye, p az Osszes elvégzett kisérlet eredményének a varhato értéke, az o; tagok
képviselik sorvaltozo i. szintjének hozzajrulasat a termeléshez, a B; tagok az oszlopvaltozo
j. szintjének hozajarulasat a termeléshez, a y(:) , ,yk) tagok a szimbdlum valtozok
megfeleld szintjeinek hozzajarulasat a termeléshez, az &, k) tagok a mérési hibak,
figgetlen N(0, %) eloszlasuak (o > 0).
Most is feltehetjﬁk hogy

A nullhipotézisek szdma megegyezik a valtozok szamaval:

Hél): ap=a,=-=a,=0
Ho: fr= Py == =0
1 1 1
H(B) V1()—Vz()— —Vt() 0
HED, 4 ® =0 0

A szorasok Osszehasonlitasa ismét az SST Osszeg - az Osszes kisérleti eredmény

négyzetes eltérése az atlagtol - felbontasaval torténik:

n n
SST = Z Z(xij(kl,...,kt) - 2)2

i=1 j=1

n

n
SST = Z Z Ty = %) + (R = %) + Foreyyry = %) + o+ (Zi(riey — %)

i=1j=1

2
+ (xij(kl,...,kt = Xi() "X i) — Xthy) — Xi(ky T (E+ 1)37))
A négyzetreemelések utan az dsszes keresztszorzat eltlinik, az 5.1. részben leirt bizonyitas

szinte teljes egészében atvehetd. Végiil a kovetkezd kifejezést kapjuk:
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SST = SSR + SSC + SSS; + -+ + SSS; + SSE,
ahol

n

n T2
SSR = nZ(fi.(u ~x)" = Z O

i=1 i=1

n TZ

SSC—nZ(x]( ,—x) = ZT (o) ™2
i=1
n n

_ 2 1O, T?
S§§§1=n Z (%, — %) = - Ty — 0z
k1=1 i=1
n n
_ T T?
SSSt—nZ(x( k) X —gZT( k) T 2
kt=1 i=1
n n n
2
_\2 2 T
SST = z Z(xij(kl,...,kt) —%) = z Xijer,nee) T 72
i=1j=1 i=1j=1
SSE = SST — SSR — SSC — SSS; — -+ — SS8,

A kifejezésekben feltiintettiik az egyszerusitett kiszamitdsmodjukat is, T az Gsszes kisérlet
eredményének az  Osszege,  Xi(,..) X j(,..)%. (ky,) 0 X(ky)  @zon  kisérletek
eredményének az atlaga ahol a sorvaltozo6 az i értéket, az oszlopvaltozé a j értéket, az 1.
szimbolum valtozdé a k; értéket..., a t. szimbolum valtozd6 a k; értéket veszi fel,
Tic.» Tic)Tey,yr 0 T, k) Pedig azon kisérletek eredményének az Gsszege ahol a
sorvaltozé az i értéket, az oszlopvaltozo a j értéket, az 1. szimbolum valtozo a k; értéket. ..,
a t. szimbolum valtozod a k; értéket veszi fel.

Az SST 0sszeg szabadsagi fokainak szama n’ - 1, mig az SSC, SSR, SSS,,..., SSS;
mennyiségeké a haromfaktoros modellhez hasonldéan n — 1, az utdébbi mennyiségekben n

taga atlagok négyzetes eltérése szerepel, ezért:

SSR

0% ~ —— = MSR,
n—1
SSC

0% ~ —— = MSC,
n—1
SSS,

2 x = MSS,,

? n—1 1
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SSS;
n—1

~
~

o2 = MSS,,

Az SSE mennyiség szabadsagi fokainak szdma:
n—-1-(t+2)n—-1D)=mn-1n—-t—1),ezért

2 SSE — MSE
? T n-Dn-t-1) '

Hat+2 <n+1,azazt<n - 1, akkor a fenti kifejezés pozitiv egész szam és eddig ezzel az

esettel foglalkoztunk.

Viszont, ha t + 2 =n + 1, akkor az SSE kifejezésnek nem lesz szabadsagi foka, igy
a valodi szoérdsra nem lehet becslést adni. Ezt az esetet a kovetkezOképpen
szemléltethetjiik: van két faktorunk és mindkettének csak egy szintje van. Elvégziink két
kisérletet, két kiilonbozé eredményt kapunk. El tudjuk-e donteni, hogy a kiilonb6zo
eredmények a faktorok hatdsanak kovetkezményei, vagy csak a kisérletek szorasabol
fakadnak? Barmelyik esetet valaszthatjuk, donteni koztiik nem tudunk. Viszont, ha még
egyszer elvégezziik ugyanazt a két kisérletet, akkor mar lesz informacionk a szorasrol és
ezaltal a faktorok hatésa is vizsgalhatd. Ez a megoldés tobb faktor esetén is alkalmazhato,
ha megismételjiik az 6sszes kisérletet, akkor az SSE mennyiségnek is lesz szabadsagi foka.
Persze erre nincs feltétleniil sziikség, elég ha valamilyen jol megtervezett beallitdsnal —
példaul a faktortér kdzéppontjaban, ha értelmezhetd — elvégziink néhany kisérletet a szoras
meghatarozasahoz. A tovabbiakban ezzel az esettel nem foglalkozunk.

Ha teljetilnek a nullhipotézisek, akkor az MSR, MSC, MSS,,..., MSS; mennyiségek
¢s az MSE mennyiség hanyadosa F-eloszlasin — 1 és (n — 1)(n — t — 1) szabadsagi fokkal.
Ha a szamolt F érték kisebb a tablazatbol kikeresett Fy.; értéknél, akkor a nullhipotézist

elfogadjuk, kiilonben elvetjiik. Az 6sszehasonlitds minden faktorra kiilon elvégezhetd.

6.2. Példa tobbfaktoros kisérlettervezésre

Egy cég szeretne egy 0j energiaitalt bevezetni a piacra. Ehhez az orszagban 4 régiot
jeloltek ki tesztelés céljabodl, a vizsgalt szempontok a csomagolas, a reklamkampany és a
koffeintartalom voltak, miden faktornal négy kiilonbozd értéket vizsgaltak, Osszesen 16
kisérletet végeztek. Az eredmény az adott id6 alatt vasarolt energiaital mennyisége volt
szaz doboz egységben.

A 11. é4bran lathaté ortogondlis latin négyzet part hasznaltdk a kisérlet

megtervezéséhez. A sorvaltozo a régio volt, az oszlopvaltozd a csomagolas, az els6
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szimbolum valtozd a reklamkampany tipusa, a masodik szimbolum valtozo pedig a

koffeintartalom volt.

11. abra

A kisérletek eredményei a 12. 4bran lathatok, az eredmények alatt zardjelben

feltintettiik a szimbolumvaltozokat is.

12. abra

A faktorok szamanak novekedésével egyre tobb szamitast kell végezni, ezért a jobb
attekinthetdség érdekében célszerli tablazatban feltlintetni a szamitasi eredményeket. A
kovetkezo tablazatban az adott faktorértékhez tartozo kisérleti eredmények Osszege és a

beldliik szarmaztatott mennyiségek lathatok:

Faktorszint 2 1
ae™ 12 3 4 T ymoyn

Régio 245 248 242 250 985 242593 60648.25
Csomagolas 211 287 228 259 985 245955 61488.75
Reklam 249 243 256 237 985 242755 60688.75
Koffein 258 246 243 238 985 242773 60693.25

Az SSR, SSC, SSS;,..., SSS; mennyiségek kiszamolasahoz sziikséges tag:

T2 985 970225

T a2 T 60639.06
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n n TZ
SST = Z Z Xy, k) ~ 3 = 567 + 717 4 -+ 59 + 687 — 60639.06 = 969.94
i=1 j=1

A t6bbi menniség kiszamoldsdhoz sziikséges Osszefliggések:
T? SSR

1
— 2 —
SSR —_ E : Tl(,,) - nz ) MSR —_ n— 1

1<, T2 sSS,
SSS, = EZ T3 ey =y MSS =

SSE
n—-Dn-t-1)
Az SSR, SSC, SS;,..., SSS; menniységek szabadsagi fokainak szzaman—1=4-1=3, az
SSE mennyiség szbasag fokainak szdma (n — I)(n—-t—1)=(4 - 1)(4 —2 - 1) =3, az SST

SSE = SST — SSR — SSC — 8881 — - — 5885, MSE =

mennyiség szabadsagi fokainak szama n® — 1 = 4> — 1 = 16. A szamolasi eredmények a

kovetkez6 tablazatban lathatok:

Faktor  polsima S50 MO0\t NGE
Régi6 (R) 3 919 3.6 1.28
Csomagolas (C) 3 849.69  283.23 118.5
Reklam (S)) 3 4969  16.56 6.93
Koffein (S) 3 5419 18.06 7.56
Hiba 3 7.18 2.39
Osszesen 15 969.94

A tablazatbol kikeresett kritikus F értékek:
F53(0.90) = 5.391
F53(0.95) =9.277
F53(0.99) = 29.46

Az adatok 0sszehasonlitasa alapjan a kovetkezoket allapithatjuk meg:

Fr < Frit(0.90) < Fg,, Fs, < Fyyit(0.95) < Fyrt (0.99) < F¢.
Tehat a régiotol nem fligg a vasarolt energiaital mennyisége, a reklamozas modjatol
¢s a koffeintartalomtdl valamennyire fiigghet, ehhez tovabbi kisérletek elvégzése

sziikséges, a csomagolas mddjatol vizsont hatarozottan fiigg.
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7. OSSZEFOGLALAS

Egy kisérlet eredményét szamos tényezd, faktor befolydsolhatja. A kisérlettervezés
elso és egyik legfontosabb feladata annak kideritése, hogy valojaban mely faktorok hatnak
a kisérlet eredményére és melyek nem.

Szakdolgozatomban egy hatékony kisérlettervezési modszert ismertetek, mely
lehetdvé teszi, hogy az elvileg lehetséges kisérleti beallitasok szdmanal joval kevesebb
kisérleti beallitassal megvalaszolhassuk az iménti kérdést.

Dolgozatom els¢ felében ismertetem a moddszer felépitéséhez sziikséges
fogalmakat. El6szor a latin négyzeteket, utdna a statisztikai definicidkat és eszkozoket,
kiilonds tekintettel az egyszempontos varianciaanalizisre.

A latin négyzetek n x n-es méretli tdblazatok, melyek minden sorban és minden
oszlopban ugyanazt az n kiillonboz6 szimbdlumot tartalmazzak pontosan egyszer.
Definiciojukbdl adodoan kiilonleges szimmetridval rendelkeznek, mely lehetévé teszi
felhasznalasukat éppugy blivos négyzetek készitésére, mint statisztikai analizisben a
faktorok hatasanak szétvalasztasara.

Legyegyszerlibb kisérlettervezési modszernek az egyszempontos varianciaanalizis
tekinthetd, ugyanis megmutatja hogy egy faktor hatdssal van-e egy kisérlet eredményére
vagy sem. A varianciaanalizisnek van kétszempontos valtozata is, de harom faktor esetén
mar nem hasznalhato.

Egy latin négyzet sor- és oszlopindexeihez, valamint a négyzetbe irt
szimbolumokhoz egy-egy faktor szintjeit rendeve harom faktor vizsgdlatira alkalmas
modellt kapunk, mely kiterjeszthetd tobb faktor vizsgalatara ortogonalis latin négyzetek
felhasznalasaval.

Szakdolgozatomban kiemelem, hogy a latin négyzeteken alapulo kisérlettervezés az
egyszempontos varianciaanalizis természetes altalanositasanak tekintheto.

Mint minden modszernek, a latin négyzeteken alapuld kisérlettervezésnek is vannak
korlatai. Egyrészt minden vizsgalt faktornak statisztikai értelemben fliggetlennek kell
lennie, masrészt minden faktornak azonos szamu szinttel kell rendelkeznie. Tébb faktor
vizsgalata esetén van egy harmadik kikotés is, a vizsgalt faktorok szdma maximum eggyel
haladhatja meg a faktorok szintjeinek a szamat.

Az egyszempontos varianciaanalizis, a harom- és tobbfaktoros kisérlettervezés

hasznalatat egyarant egy-egy példaval szemléltetem.
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8. MELLEKLETEK

Az F-eloszlas kritikus értékei’
F7n(0.90)

Fri,(0.95)

Frn(0.99)
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9. NYILATKOZAT

Alulirott Takdcs Laszlo, matematika BsC _LAK szakos hallgatd, kijelentem, hogy a
diplomadolgozatban foglaltak sajat munkdm eredményei, és csak a hivatkozott forrasokat
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