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1. fejezet
Osszefoglalas, célkitiizés

Dolgozatomban erésen élantipoddlis €s centrdlis tulajdonsagu politépokkal foglalkozok.
Vizsgalataim alapjdul els6sorban Bisztriczky, Boroczky, Fodor, Heppes és Oliveros [4]
cikke szolgdl, melyben a 4-dimenzids kocka centrélt részpolitpjairdl van sz6. Az dltalam
tekintett kérdés is ebben a cikkben meriilt fel.

Az antipodalis politépok vizsgdlata Erdds Pal sejtésével indult el, miszerint birmilyen
E?-beli, 2¢-nél nagyobb elemszdmii halmazban van 3 pont, melyek egy tompaszogii ha-
romszog cstcsai. Par évvel késébb Victor Klee pedig azt a kérdést tette fel, hogy mekkora
lehet egy E%-beli ponthalmaznak a maximdlis szamossdga, amelynek barmely két kiilon-
b6z6 x,y pontjdra létezik a halmaznak H,, H, parhuzamos tdmaszhipersikja gy, hogy
x € H, ésy € H,. Akétproblémét egyszerre oldotta meg 1962-ben Danzer €s Griinbaum
[6]. Az 6 eredményeikrdl olvashatunk még magyarul G. Horvith Akos és Langi Zsolt [8]
konyvében. Ez utébbiban is emlitésre keriil, de kiilon is megemlitem Talata Istvan nevét,
aki [9] cikkében bevezette az élantipoddlis politépok fogalmat. Mi ebben a dolgozatban
egy ennél szlikebb osztéllyal fogunk foglalkozni, az erdsen élantipoddlis politépokkal, és
az ezekkel parhuzamosan vizsgalhat6 centrdlis tulajdonsdgiiakkal.

Latni fogjuk a 3. fejezetben, hogy az erds €lantipodalitds helyett ugyanolyan hasznos
a centrdlis tulajdonsdgot vizsgdlni, hiszen az er6sen élantipodalis, illetve a centrélis tu-
lajdonséagu politépok egymads poldrisai. 3 dimenzidban az Osszes (er6sen) élantipoddlis
politép (igy minden centrélis tulajdonsdgu is) ismert. 4 dimenziéban azon centrdlis tulaj-
donségt politépok ismertek, melyek a 4-kocka részpolitdpjai, szamuk 32. Ezekrdl béveb-
ben a [4] cikkben olvashatunk. Azonban késébb ramutatunk, hogy 1étezik olyan centralis
tulajdonsagu 4-politdp is, mely nem 0/1-politép. Van tehét értelme tovabbi olyan maga-
sabb dimenzids politépokat keresni, melyek rendelkeznek a — késébb pontosan definidlt
— centralis tulajdonsdggal. Ebben a dolgozatban a legegyszer(ibb, még ismeretlen esettel
fogunk kiemelten foglalkozni, azaz a 4-dimenzids, (azon beliil is a lehetd legkevesebb

atloval rendelkezd) centralis tulajdonsigu politépokkal.



2. fejezet

Bevezetés

2.1. Jelolések

Ebben a részben bevezetjiik a téma targyaldsdhoz sziikséges jeloléseket.

Az E¢ d-dimenzi6s térben fogunk dolgozni. Ennek pontjait kis latin betiikkel jel6ljiik,
mint példaul x, vagy =1, x5 stb. Specidlisan az origét o jeloli. A ponthalmazok jelolésére
nagy latin betliket fogunk haszndlni: X = {x1,25...2,}, P = [11,25...2,]. Az elGbb
latott [z, y, z] roviditett jelolése a conv(x,y, z)-nek, azaz a pontok konvex burkanak. Itt
jegyezziik meg, hogy ha nem mondunk madst, akkor az als6 indexszel elldtott kis latin
betli, mint péld4ul az x; az szintén az E¢ euklideszi tér egy pontja. Azon kevés eset-
ben, mikor koordindtét jelol, azt kiilon jelezni fogjuk. A tér pontjait azonositjuk az adott
pont helyvektoraval, s jelolésben sem tesziink kiillonbséget (a szovegkornyezetbdl kideriil,
hogy melyikre gondolunk)

Az 7 téren definidljuk a szokdsos (x, 3/)-nal jelolt belsd szorzast (s ezdltal a szokdsos

normadt is) a kovetkez&képpen:

d
(,y) = Z Lilfi,
i=1

aholz,y € B, 2 = (x1... 14),y = (y1 ... ya). A szokésos euklideszi normdja egy vek-
tornak pedig az 6nmagéval vett belsd szorzatdnak (normanégyzetének) a négyzetgyoke,
jelolése pedig: ||z|| = v/ (x, )

Az E? d-dimenzids térben hipersik alatt egy (d — 1)-dimenziés affin alteret értiink,
avagy vele ekvivalensen egy linedris egyenlet megolddshalmazét: H = {x | zqv + - -+ +
Tqug =¢, v = (v;... vg) € B ¢ € B x = (x;... z4)}. Egy hipersik két diszjunkt

nyilt féltérre bontja a teret.



3. fejezet

Politopok

3.1. Politépokrol altalaban

A politépokat jellemzden kétféleképp szoktuk definidlni. Az egyik definicid szerint poli-
top alatt véges sok pont konvex burkat értjiikk. A mésik definicibhoz el6szor a poliédereket
definialjuk, mint véges sok zart féltér metszetét, s politépnak a korlatos poliédereket ne-
vezziik. Beldthatd, hogy a két definicié egymadssal ekvivalens. Kovetkezzen néhdny sza-

munkra sziikséges definicid.

3.1.1. Definicié (Affin (konvex) burok). Egy ponthalmaz affin (konvex) burkdn a ponthal-

mazt tartalmazo osszes affin altér (konvex halmaz) metszetét értjiik.

A konvex burok fogalmdra mér a politdpok definicidjahoz sziikségiink lesz, az affin

burok pedig a tartalmazé hipersik fogalmahoz lesz sziikséges.

3.1.2. Definici6 (Konvex politép). Az IE¢ euklideszi térben politépnak nevezziik véges sok

pont konvex burkdt. Politop dimenzioja alatt affin burkdnak dimenziojdt értjiik.
Egy politép lapjainak definidlasdhoz sziikségiink lesz a tdmaszhipersik fogalméra is.

3.1.3. Definicié (Tamaszhipersik). Egy ponthalmaz tamaszhipersikjdn olyan hipersikot
értiink, melynek van kozos pontja a ponthalmazzal és a halmaz minden pontja ugyanab-

ban a (hipersik dltal hatdrolt) zdrt féltérben van.

Végiil a fogalom, ami miatt bevezetésre keriilt a tdmaszhipersik, nézziik mit értiink

politép egy lapjan.
3.1.4. Definicié. A P politop lapjdn egy tdmaszhipersikjdval vett metszetét értjiik.

Ismert, hogy egy P C E“ konvex politép minden lapja is (kisebb dimenzi6s) konvex

politdp, hiperlapjai (d — 1)-dimenzidsak. A P politp i-dimenzids (ahol i = 1,2...n—1)



lapjainak halmazat F;(P) jeloli. Amennyiben az alsé indexet elhagyjuk, tgy a hiperlapok
halmazat jelentse, azaz az index hidnya esetén annak helyére (n — 1) értendd. Ha egy
halmazt abszolutérték jelek kozé zarunk, akkor annak szamossigéara gondolunk, igy pl.
|Fo(P)| a P polit6p csicsainak szamat jelenti.

Egy fontos eljaras az ugynevezett polarizdlds.

3.1.5. Definicié. Rogzitett origé esetén az B¢ térben egy origdtdl kiilonbézdé x pont po-
larisdn azt a x* zdrt félteret értjiik, melynek hatdrolo hipersikja merdleges az origo és az
x pont dltal meghatdrozott szakaszra, az origot belsejében tartalmazza, attol mért tavol-
sdga ||z|| 7%, illetve a hatdrolé hipersik az o végpontii x-et tartalmazo félegyenest metszi
(roviden az (u, r) < 1 megolddshalmazdt). Egy ponthalmaz poldrisa alatt pedig az dsszes

pont poldrisdnak metszetét értjiik.

Tudjuk, hogy konvex politépok polérisa is konvex politép, melyet csticsainak polari-
zalasaval kaphatunk. Konvex politép poldrisanak poldrisa 6nmaga. A P d-politép lapjai-
nak halmazén a polarizdlas egy a tartalmazas relaciot megfordité eljards, igy k-dimenzids
lapokbdl (d — k — 1)-dimenziésak lesznek, illetve ha P egy F lapjdnak lapja volt G,
akkor a P*-gal jelolt poldris politépban a G-nek megfeleld lapnak lapja lesz az F'-nek
megfelels lap. Igy példdul |Fo(P)| = |F(P*)], illetve 2 € Fo(P) cstics megfelelSje a
P politépban egy X hiperlap, melynek annyi hiperlapja van, mint amennyi hiperlap x-et

tartalmazta P-ben.

3.1.1. Specialis politopok

Eloljaréban megjegyezziik, hogy az altalunk vizsgalt fogalmak, tehat az antipodalitas, éI-
antipodalitds, er6s él-antipodalitds és a centrdlis tulajdonsag is érzéketlen a nemelfajulé
affin transzformdciokra, igy szdmunkra csupdn a politopok affin invaridns tulajdonsdgai

lesznek fontosak. Nézziik meg néhdny minden dimenzidban 1étezd politép tulajdonsigat.

d-szimplex

A legegyszeriibb d-politép a d-szimplex, melyet d + 1 affin fiiggetlen pont konvex bur-
kaként kapunk. Egy szimplex minden lapja is kisebb dimenzids szimplex. Ha a szimplex
csuicsai azonos tdvolsagra vannak egymdstol, akkor szabdlyos szimplexr6l beszEliink. A
standard szabélyos d-szimplexet 4ltaldban E4*1-be szoktuk bedgyazni, mint a standard
bazisvektorok végpontjainak konvex burka (ekkor nyilvan /2 oldalhossziisagi szimp-
lexet kapunk), és A4-vel jeloljiik. A szimplex poldrisa is szimplex, illetve barmely két
azonos dimenzids szimplex egymds affin képe. Minden dimenzidban létezik szabélyos

szimplex.



d-kocka

Két szokdsos koordinatdzdsa van a standard kockdnak [E?-ben. Az egyik a 1 koordi-
natakbol 4llé osszes (2¢ darab) pont konvex burka (2 élhossziisdgi standard kocka), a
masik pedig a 0 és 1 koordinatdkbdl all6 pontok konvex burka (standard egységkocka),
ez utdbbit jeloljiik Cy-vel, viszont ha polarizéljuk, azt mindig dgy értjiik, hogy az origét
a belsejében tartalmazza (ami egy eltoldssal konnyen elérhet6). A kockdnak minden lapja
is kisebb dimenziés kocka. A szimplexhez hasonléan (szabdlyos) kocka is létezik min-
is létezik minden dimenzidban (azaz egybevigo kockédkkal hézag- és atfedésmentesen le-
fedhet6 a tér tigy, hogy barmely két kocka metszete vagy iires, vagy ko6zos lap). A d-kocka

poldrisa a C);-gal jelolt d-dimenzids keresztpolitop.

d-dimenzios keresztpolitép

A d-dimenzids standard keresztpolitopot megkaphatjuk, mint az egységvektorok, illetve
ellentetjeik végpontjanak konvex burka. A 2-dimenziés keresztpolitop megegyezik a koc-
kaval (csak épp ,.€lére van allitva” a koordinatarendszerben). A keresztpolitop minden

lapja kisebb dimenzids szimplex. A keresztpolitép poldrisa a megfelelé dimenzids kocka.

Gula

Vegyiink egy tetszéleges () (d — 1)-dimenziés konvex politdpot, majd vegyiink ennek
affin burkén kiviil egy = pontot. Ekkor P = conv(Q, x) politépot QQ-alapt d-dimenzids

gilanak nevezziik.

Kettos giila

A giildhoz hasonléan a d-dimenzids kettds gila a (d — 1)-dimenzids Q) politdp, a tartalma-
z6 hipersikja ,,alatt” levo x, s a ,,folotte” levd y pont konvex burkaként all el§, amennyiben

[z, y] N Q # 0.

Hasab, antiprizma

Legyen Q egy (d — 1)-dimenzi6s politép [E%-ben, affin burka legyen a H hipersik. Toljuk
el -t egy H-val nem parhuzamos pozitiv nagysagui vektorral, az eltolt legyen ()’. Ekkor
Q és (' konvex burkat d-dimenzids () alapu hasabnak nevezziik. Ha pedig a ()’ polit6pot
el is forgatjuk a tartalmazé hipersikjan beliil, akkor az igy keletkez6 ()" politép és a )

konvex burkat ()-alapu antiprizmdnak nevezziik.



3.1.2. Antipodalis politopok

3.1.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy X C B¢ ponthalmaz két pontja x, x5 antipodalis,
ha létezik Hy, Hy pdrhuzamos tdmaszhipersikpdrja X -nek iigy, hogy x1 € Hy és x5 € Hs.
Az X ponthalmaz akkor antipoddlis ponthalmaz, ha bdarmely két pontja antipoddlis.

3.1.7. Definicié. Egy P politop
e antipodalis, ha Fo(P) (azaz P csiicshalmaza) antipoddlis ponthalmaz;
e él-antipodalis, ha bdarmely |x1, 15| € F1(P) élére x1 és x4 antipoddlis;

e crdsen él-antipodalis [3], ha bdrmely él két végpontja kiilonbozé pdrhuzamos hi-

perlapon fekszik.

Fontos megjegyezniink, hogy az erésen él-antipodalis politopok az él-antipodélisak
egy részhalmazat alkotjak, viszont 4 dimenzidban és folotte az antipodalis és az él-
antipodalis fogalmak kiilonboznek. Talata Istvdn bizonyitotta be a [9] cikkében, hogy
d > 4 esetén az él-antipodalitdsbol nem feltétlen kovetkezik az antipodalitas.

Az alabbi tétel, mely az [1, 2, 10] cikkekbdl szarmazik — és mi a [3] cikkben megta-

lalhat6 formdjdban idézziik — osztilyozza az él-antipodalis 3-politépokat:
3.1.8. Tétel. Egy él-antipoddlis 3-politdp egyike a kovetkezdk valamelyikének:
o szimplex (/\q affin képe),
e paralelogramma alapi giila,
e hdromszog alapii kettds giila,
o *oktaéder (keresztpolitop, C5), melynek szemkozti lapjai pdrhuzamosak,
e hdromszog alapii hasdb,
e hdromszog alapii antiprizma,
o *affin kocka (Cs affin képe),

o * (3 7 csiicsdnak konvex burka C (Egy csicsdtol megfosztott kocka),

* 5 egy élének ,,osszehiizdsdval” nyert CY.

A sorok elején csillaggal jeloltiik koziiliik az erdsen él-antipoddlis politopokat, ezek pold-

risai a centrdlis tulajdonsdguak (ldsd 3.2.1. Definicio illetve 3.1. dbra).

Magasabb dimenzidban Bisztriczky és Bordczky [3] bebizonyitotta, hogy az egyszer(
él-antipodalis politopok antipoddlisak €s pontosan leirtdk az egyszerd antipodélis polit-

pok tipusait.



3.1.9. Definicid. Azt mondjuk, hogy egy P politop F és F, hiperlapjai szomszédosak, ha
metszetiik (d — 2)-dimenzids. Hasonléan, a politdp két k dimenzids lapja (0 < k < d)

szomszédos, ha metszetiik (k — 1)-dimenzios.

3.2. 4-dimenzios centralis tulajdonsagu politopok

A centrdlt politopok definicidja megtalalhat6 példaul a [4] cikkben, ezt a definiciét hasz-

nalom itt is.

3.2.1. Definicié (Centralis tulajdonsag). A P konvex d-politopot centralis tulajdonsaginak
neveziink, ha létezik egy o € P pont ugy, hogy P bdrmely szomszédos F1, F5 hiperlappdr-
Jdra létezik egy [vy, vo| szakasz (késobb dtlo), mely belsejében tartalmazza o-t, s melynek
v1, Uy végpontjai csiicsok gy, hogy vy € Fy \ Fy, illetve vy € Fy \ Fy. Az el6bbi [z, xo]

szakasz a politop egy atloja, az o pont pedig a politép centruma.

Az alabbi tétel biztositja szamunkra, hogy amennyiben a centrdlt politopokat vizs-
galjuk, ugy az ott kapott eredmények az er6sen él-antipodalis politopokrol is mondanak

valamit. A tétel megtalalhat6 a [4] cikkben egy észrevételként.
3.2.2. Tétel. Egy P politép pontosan akkor erdsen él-antipodalis, ha P* poldrisa centralt.

Az er6sen él-antipodilis 3-politopok poldrisai pontosan a 3-dimenzids centralis tulaj-
donsaguak politépok, ezek rendre C's, C5, C% (6ndudlis), C*.

Bisztriczky és Bordczky a [3] cikkiikben felteszik a kérdést, hogy 1étezik-e olyan erd-
sen él-antipoddlis politép, amely nem részpolitpja a C; kockanak. Vegyiik észre, hogy a
védlasz igen, azaz létezik olyan centrdlt 4-politép, mely nem részpolitopja a 4-kockédnak.
Nézziik ugyanis C%}*-ot. Ez egy 3-dimenzi6s erdsen él-antipodalis politép, melynek konst-
rukcidja 4-dimenzidban is er6sen €l-antipodalis politépot eredményez, igy poldrisa cent-

ralis tulajdonsagui 4-politdp.

3.1. dbra. A 3-dimenzids centralt politopok (balrél: kocka, oktaéder, C}, CY*)



3.2.3. Eszrevétel. A Cy 4-dimenzids kocka egy élét , osszehiizva” az él kozéppontidra
olyan C'| erdsen él-antipoddlis politopot kapunk, mely nem 0/1-politop, igy C/* poldrisa

sem az, tovdbbd C* 3.2.2. tétel értelmében centrdlt. (ldsd 3.3. dbra)

2z 7z

Bizonyitds. C'] erds él-antipodalitdsat fogjuk belatni, ebbdl ugyanis kovetkezik, hogy po-
larisa centralt. A Cy kocka csticsait betlizziik meg a kovetkez6 modon: Egyik hiperlap-
janak (minden hiperlapja Cj3) cstcsai legyenek a 3.3. dbranak bal fels6 sarkdban lathat6
kockdnak megfelel6en a, . .. hq-gyel betlizve, az ezzel parhuzamos hiperlap csticsai pedig
as . . . ho-vel gy, hogy az azonos betiivel jelolt csicsok alkossanak élt.

Ezutdn hiizzuk 6ssze az e, f1 élt annak k kozéppontjara. Az erds él-antipodalitds be-
latdsahoz azt elég belatnunk, hogy barmely él két végpontjahoz 1étezik két parhuzamos
hiperlap gy, hogy az €l egyik végpontja az egyikben, mésik végpontja pedig a masikban
talalhaté. Vegyiik észre, hogy az €l 6sszehtizdsaval nem tlinik el C; egyetlen hiperlapja
sem, tehat a 8 hiperlap — melyek paronként parhuzamosak — megmarad, és a Cy-ben par-
huzamosak C/ is azok maradnak. Az igy keletkez$ politdp hiperlapjai lathatéak a 3.3.
abran, az egymadssal parhuzamosak egymas mellett (kivéve a két keletkez6 szimplex lap,
ezek nem parhuzamosak). Minden élre, ami megmaradt C4-bdl, taldlhaté 2 megfeleld
hiperlap, hiszen a kocka erdsen él-antipoddlis, tehat abban minden élhez van ilyen hi-
perlappar, a konstrukcié pedig el sem tiintetett hiperlapot, illetve parhuzamossdgot sem
rontott el. Igy csupan azokat az éleket kell vizsgalnunk, amelyek egyik végpontja k, il-
letve azokat, melyek C4-nek nem voltak élei. Ilyen élekbsl csupan 6-6 darab van, ezek
mindegyékehez konnyen taldlhaté akar az dbra alapjan is egy megfeleld hiperlappar, de
szimmetridra hivatkozva egy-egy ilyen élhez is elég mutatni megfelel6 hiperlapokat. Néz-
ziik példaul a kas élt. Ennek k cstcsa benne van az dbrén ,,felsé”-vel cimkézett hiperlap-
ban, as cstcsa pedig a felsvel parhuzamos ,,als6”’-ban. Hasonl6an az e1hs él e cstcsa a

belsé hiperlapban, mig hs cstcsa a kiilsében van. [

3.2. dbra. A 4-kocka egy dbrazoldsi modja

10






3.2.4. Megjegyzés. A 3.3. dbrdn a hiperlapok elnevezései (also, felsd, stb.) a 4-kocka
egy szokdsos dbrdzoldsdbol adodnak, ezt lasd példdaul a 3.2. dbrdn. Ezen jol ldtszanak az

illeszkedések, illetve a hiperlapok és lapok, viszont a pdrhuzamossdg mdr kevésbé.

A kovetkezd tételben beldtjuk, hogy egy centrdlt 4-, vagy anndl magasabb dimenzids
politépnak legaldbb 3 atlgja létezik, ha pedig ez a szdm pontosan 3, akkor a politép csak
4-dimenzi6s lehet. Nyitott kérdés, hogy pontosan 3 dtldval rendelkez6 4-politép 1étezik-
e, késobb erre a kérdésre probéljuk keresni a valaszt. A kovetkezd 4llitas a [4] cikkben
megtaldlhaté (Lemma 1). Dolgozatomban ennek a bizonyitdsat az ott leirtakhoz képest

nagyobb részletességgel fejtem ki.

3.2.5. Tétel. Legyen P egy centrdlt d-politép (d > 4). Ekkor

(i) P-nek létezik legaldbb 3 dtloja, és

(ii) amennyiben P-nek pontosan 3 dtléja van, akkor d = 4, |F(P)| = 8 és az dtlovég-

pontok P egyszeri csiicsai. (fokszdmuk pontosan d)

Bizonyitds. A tétel elsd része kovetkezik abbdl, hogy |F(P)| > 5. Hiszen két atl6 leg-
feljebb 4 hiperlapot fed le, igy maradna olyan hiperlap, ami nem tartalmaz atlévégpontot,
ami pedig ellentmond P centraltsdganak.

A madsodik pont bizonyitdsa valamivel tobb meggondolast igényel, és sziikségiink lesz
hozz4a néhény allitasra. A tovabbiakban legyen [x1, y1], [22, yo], [*3, y3] a P politép harom
atlgja.

3.2.6. Allitas. Legyen P centrdlt d-politdp (d > 4). Ekkor barmely F € F(P) hiperlap
tartalmazza legaldbb két kiilonbozo dtlo egy-egy végpontjat.

Bizonyitds. Tekintsiink egy F' hiperlapot. Mivel P-nek van F-fel szomszédos F” hiper-
lapja, ezért van F'-ben legaldbb egy atlévégpont, s mivel ezen csucsot tartalmoz6 szom-

szédja is van, igy tartalmaz legaldbb még egy atlovégpontot. 0

3.2.7. Allitas. Ha a P centrdlt d-politép valamely F, F' € F(P) hiperlapjaira 1, x5 €
F N0 F', akkor J[xs,y3] dtld, melynek egyik végpontja F-ben, mdsik pedig F'-ben van

(egyik sem a metszetben).

Bizonyitds. Mivel F' és F' metszete legfeljebb (d — 2)-dimenzids, igy 1étezik egy G €
Fai—o(P) lap, melyre {z1,z2} C G. Tovabbd mivel barmely (d — 2)-dimenziés lapot
pontosan 2 hiperlap tartalmaz, és ez a két hiperlap definicié szerint szomszédos, kell,

hogy 1étezzen egy atlé kozottiik, amelynek egyik végpontja sem lehet a metszetben. [

3.2.8. Lemma. Ha [x1,x2] € F1(P), (azaz egy él) akkor P-nek van legaldbb 4 dtldja.
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Bizonyitds. Legyen [xy,z5] C F € F(P). Mivel F maga is egy ((d — 1)-dimenzids)
politp, igy 1étezik legaldbb d — 2 kiilonboz4 hiperlapja G . . . G4_o (ezek P-nek (d — 2)-
dimenziés lapjai, G; € Fy o(P)), melyre [z1,25] C G; C F, i = 1...d — 2. Ekkor
minden [} (j = 1...d — 2) szomszédja F'-nek ugy, hogy FNF; =G; (j =1...d—2).
Mivel F' és F; szomszédos és [x1, xs] C F'N F; ezért a 3.2.7. dllitasbol kovetkezik, hogy
létezik y3 € F'ésws € Fj,j = 1...d — 2 (kiilonben taldltunk egy 4. atlot). Azaz

(21, g, 23] ﬂF = ( aff(a:l,:vg,xg)ﬂFe}"g( ).

Igy viszont léteznek F', F” hiperlapok tigy, hogy E C F’' N F” amib8l viszont
3.2.7. éllitas értelmében kovetkezik, hogy létezik [x4, y4] 4tl6 P-ben. O

3.2.5. (ii) rész bizonyitdsa. Feltessziik, hogy [z;,y;] P-nek 4tléi i = 1,23 esetén, és
hogy nincs tobb atld. Legyen X = {z1,x2, 3,41, Y2, ys3}. Célunk beldtni, hogy d =
4,|F(P)| = 8 valamint, hogy X csticsai egyszertiek.

Most megmutatjuk, hogy P minden F' hiperlapja tartalmaz 3 csicsot X-bdl (termé-
szetesen paronként kiilonbozd 4tlok végpontjait). A 3.2.6. allitasbol tudjuk, hogy min-
den F' € F(P) tartalmaz legaldbb két atlévégpontot. Indirekt tegyiik fel, hogy léte-
zik F' € F(P) hiperlap, hogy {z1, 22} C F,F N (X \ {x1,22}) = 0, illetve a 3.2.8.
lemma alapjén az is feltehetd, hogy [z, x2] nem él. Ha létezik olyan G € F(P), hogy
{x1, 25} C G, akkor a 3.2.7. éllitds alapjan F tartalmazza egy harmadik 4tl6 egyik vég-
pontjat, ami ellentmond az indirekt feltevésnek. Tehét semelyik G € JF(P) hiperlapra
{@1,29} € G. Ekkor léteznek F}...F/,k > d — 1 hiperlapjai P-nek, melyek mind-
egyike szomszédos F-fel, z; € F! és xy ¢ F!,Vi = 1...k. Igy, valamint a centraltsig

miatt

- d—1
Y2 € m E/7 dlmﬂ Fz’/ < 1,:> aff(xl,yg) NP = [xl,yg] S fl(P)
i=1 ;

Ekkor azonban a 3.2.8. lemma alapjan 1étezik egy 4. 4tl6, ami pedig ellentmond a felte-
véslinknek.

A fenti ellentmonddst tgy is lathatjuk, ha 0sszeszamoljuk, hogy P-nek hdny olyan
hiperlapja l1étezhet, amely szomszédos F'-fel, és tartalmazza x-et. A 3.2.7. allitas alapjan
konnyt latni, hogy ilyen legfeljebb 2 lehet, ami ellentmond annak, hogy d — 1 > 3.

Igy minden hiperlapon van 3 4tlévégpont. Ebbdl viszont azonnal kovetkezik, hogy
|F(P)| < 8 (hiszen ugyanaz a 3 végpont nem lehet 2 kiilonbdzd hiperlapon, mert akkor
egy (d—2)-dimenzids lapon is rajta lenne, ami djabb atl6 1étezését jelentené), valamint az
is, hogy X minden csicsédban legfeljebb 4 hiperlap taldlkozik (utébbi két kovetkezmény
egyszerli kombinatorikai megfontolasokbdl adédik, ha tudjuk, hogy csak 3 4tl6 1étezik),
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ami viszont azt jelenti, hogy d = 4 és X minden csticsa egyszerti.
Vegyiik észre, hogy mivel d > 4, igy X minden csucséra legaldbb 4 hiperlap kell, hogy
illeszkedjen. Ez alapjan pedig | F(P)| = 8

Tehét ha P-nek pontosan 3 atlgja van, akkor d = 4, a 6 atlévégpont mind egyszer(

csucsa P-nek, és | F(P)| = 8.

]

Az eddigi eredményeket figyelembe véve egy fontos észrevételt fogalmazhatunk meg

a 3 atléval rendelkez6 centrélt (tovabbiakban 3 atlos) 4-politépokrol.
3.2.9. Eszrevétel. Ha P 3 dtlds 4-politop, akkor nem lehet szimplex hiperlapja.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy P-nek van egy szimplex hiperlapja: S € F(P). Ekkor vi-
szont S a 3.2.5. szerint pontosan 3 atlévégpontot tartalmaz, de mivel egy 3 dimenzids
szimplex barmely 3 csicsa egy haromszog (azaz P egy 2-dimenzids lapja), igy sziikség-
képp S 4. csucsa is atlovégpont kellene, hogy legyen a 3.2.8. lemmadban latottak miatt,

ami egy 4. atl6 1étezését jelentené. [

Briickner 1909-es cikkében [5] tett egy kisérletet a 8 celldval (hiperlappal) rendelkezd

egyszeri 4-politdpok kombinatorikus tipusainak felsoroldsdra. Ebben 39 tipust mutatott
be, amit késébb Griinbaum €s Sreedharan [7] 37-re korrigdltak, s be is 1attdk, hogy ez az
Osszes. (2-r0l kidertiilt, hogy egymdssal ekvivalens, egy harmadikrél pedig az, hogy nem
l1étezik) Az utobbi cikkben ezek polarisai, a 8 csucsu szimplicidlis 4-politépok vannak
részletezve, de a poldrisaikrdl is van néhdny sz6. Ugyan ez még nem az Osszes 8 lappal
rendelkezd 4-dimenzids politép, ezeken kiviil vannak még jeloltek, de kiindulasképp eld-
sz0r ezen 37 egyszer( politdp kozott keresiink centraltakat.
A 4. tdblazatban (a 17. oldalon) — ami a [7] cikk alapjin késziilt — lathatjuk ezen 37 4-
dimenzids 8 hiperlap éltal hatdrolt egyszerl politop néhdny adatat, igy mint a hatarol
hiperlapok tipusait, illetve azok szdmat. (a hiperlapok jelolését az 5. dbran lathatjuk) Ha
a tabldzat adatait 6sszevetjiik a 3.2.9. észrevétellel, akkor a lehetséges 37-bdl 12-t rogton
ki is zarhatunk (hiszen ezeknek van szimplex lapja).

Nézziik meg mélyebben a (1étezd vagy nem 1étezd) 3 4tlds 4-politépunk hiperlapjait!
A P 3 atlés 4-politop atloi legfeljebb egy oktaédert (nem szilikségszeriien szabdlyosat)
feszitenek ki. P-t tehat ennek az oktaédernek a H hipersikja dgy vdgja ketté, hogy H
minden hiperlapbdl tartalmaz 3 cstcsot, mégpedig a 3.2.8. lemma értelmében 3 fiiggetlen

csucsot (koziiliik semelyik kettd nem alkot élt). Ez rogton hdrom fontos dolgot jelent:
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3.2.10. Eszrevétel. P 3 dilés 4-politopra, és dtloit tartalmazé H hipersikra igazak a

kovetkezdk:
e P minden hiperlapja olyan, hogy csticsai koziil kivdlaszthato 3 fiiggetlen csiics, sot
e ez a 3 csiics nem lehet ugyanazon a 2-dimenzios lapon, valamint

o H ugy vdgja ketté P-t, hogy H ,alatt”, illetve ,,folott” is van P-nek csiicsa (azaz

a H dltal meghatdrozott két nyilt féltérben van csiics)

3.2.11. Kovetkezmény. P 3-dtlds 4-politopnak nem lehet 7-nél kevesebb csiicsot tartal-
mazo hiperlapja (azaz pl. az 5. dbrdn b-vel jelolt prizma — hdromszog alapi hasdb —

sem).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy P egy F' € F(P) hiperlapjéara | Fy(F')| < 5. Ekkor biztosan
nincs F'-nek 3 fiiggetlen csicsa, hiszen egy csucs kivalasztasaval legfeljebb egy le nem
fogott csics marad (hisz F'-ben minden csucs foka legalabb 3).

Tegyiik most fel indirekten, hogy /'-nek 6 csucsa van. Ekkor I élgrafja K5 3 kell, hogy
legyen (azaz ,.hdrom héaz-hdrom kut” graf, avagy 3-3 csucsu teljes paros graf) a 3.2.10.
elsé pontjanak értelmében, amirdl tudjuk, hogy nem rajzolhat6 sikba, tehét a Steinitz-tétel

értelmében (ami [8]-ban példdul megtaldlhat6) nem létezik ilyen 3-politdp. [

Tehat ha létezik 3 4tlos 4-politdp, akkor annak sem szimplex (3.2.9. észrevétel), sem
haromszog alapu hasab (3.2.11. kovetkezmény) hiperlapja nem lehet, azaz az egyszertiek
koziil mér csak a 26-37 szdmmal jeloltek johetnek szoba (I1d. 4. dbra), sot, ezek koziil a
34-es a 4-kocka, amirdl tudjuk, hogy centrilt, de nem 3, hanem 8 4tl6ja van.

Figyeljilk meg azonban, hogy amennyiben P centralt 4-politépnak valéban 3 atl6ja
lenne, akkor ez a 3 4tl6 mindosszze egy 3-dimenzids hipersikot feszitene ki, ami azt je-
lentené, hogy ez a H hipersik minden egyes hiperlap 3 fiiggetlen cstcsat tartalmazza (s

ezaltal minden hiperlapot belsd pontban is metsz a 3 cstics mellett).
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4. dbra. 4-dimenzios egyszerl 8 hiperlap altal hatarolt politépok [7]
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