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1. fejezet

Bevezetés

A szakdolgozat {6 témaja az affin ivhossz bevezetése Fejes Toth Laszlo [3] konyve
alapjan. A téma megértéséhez sziikséges fogalmak targyalasa utan definidljuk az af-
fin ivhosszot, majd modern eredményekkel szemléltetjiik a fontossagat. Az eredmé-
nyeket a mai matematikdban alkalmazott korszerii fogalomrendszerrel és jelolésekkel
mutatjuk be.

A masodik fejezetben a sikgdrbék és az affinitasok elemi tulajdonsagait mutatjuk
be, ezek ismerete a tovabbiak megértéséhez elengedhetetlen.

A harmadik fejezetben a targyalt probléma réviden a kovetkezd. Azokat az affin
transzforméaciokat, amelyek matrixanak determinansa 1 ekviaffinitdsoknak nevezziik.
Az ekviaffinitasok a teriiletet invaridnsan hagyjak. Fejes Toth Laszlo [3] gondolat-
menetét kovetve szeretnénk bevezetni egy olyan, az ivhosszhoz hasonlé mennyiséget
a gorbéken, ami az ekviaffinitdsokkal szemben invaridnsan viselkedik, épp tigy mint
a teriilet. Els§ esetben tekintsiink egy gérbéhez vett tetszéleges beosztast. A szo-
késos ivhossz definici6jakor a gorbét az osztopontok altal definialt torottvonallal
helyettesitjiik. Az affin ivhossz bevezetésénél a gdérbedarabokat unitér-ellipszisek
specidlis darabjaival helyettesitjiik, majd megmutatjuk, hogy a beosztas finomsa-
gat 0-hoz tartatva az ellipszisdarabok affin-ivhosszainak 6sszege konvergens. Ezt az
egyértelmi hatarértéket nevezziik affin ivhossznak. A definicié helyességének igazo-
l4sabol kideriil, hogy az euklideszi sikon vett konvex, kompakt, C? sima hatara K

lemez affin ivhossza a kévetkezSképpen szédmolhato:
NE) = [ (@) doo)
oK

ahol a K lemez hataran integralunk, a x(x) az x pontban vett gorbiilet és do(x)
jeloli az ivhossz szerinti Lebesgue—integralt.
Az affin-keriilet fogalmat el@szor differencidlgeometriai kontextusban vezette be

C? sima gorbéknél W. Blashke [1] monogréafidban. Mivel a x gorbiilet majdnem



mindenhol létezik, ezért a fenti Lebesgue-mérték szerinti integral mindig értelmes,
vagyis az el6bbi formula altalanos definicioként is hasznalhaté. Elgszor 1986-ban K.
Leichtweifs [6] cikkében jelentette meg a d-dimenzios konvex testekre definialt affin

felszint a fenti integralt altalanositva:

AE) = /aK k(z) ™ do(z).

Ezt elszor C. Schiitt és E. Werner [7] 1990-ben ekvivalens definiciot adtak az tiszo-
test altal kihagyott térfogatot felhasznalva.
A negyedik fejezetben néhéany modern problémakdrt vazolunk, amelyek megol-

dasaban természetes modon keriil el az affin ivhossz.



2. fejezet

Jelolések, fogalmak

Ebben a fejezetben néhany alapfogalmat gytijtottiink Ossze, amelyek a tovabbiak
megértésében alapvets fontossdguak.Az A, B, C csicst haromszoget ABCa-gel, al-
talaban egy sokszoget a csicsok felsorolédsaval, vagy egy nagy latin bettivel jeldliink,
pl.: PP, P3P, Ps 6tszog, vagy P. Egy X alakzat teriiletét T'(X)-szel jeldljiik.

2.1. Tétel (Lagrange—féle kozépértéktétel). Ha f folytonos a zdrt [a,b] inter-
vallumon és differencidllhatd a nyilt (a,b) intervallumon, akkor létezik olyan £ €

(a,b) szdm, amelyre

f(b) - f(a)

fe ==

teljestil.

2.2. Definicié (Osztoviszony). A rendezett kollinedris, nem mind egybeesdé P, Q

és R ponthdrmas osztoviszonydnak nevezzik azt a (PQR) € R szdmot, amelyre

(PQR)PQ = PH

2.1. Sikgorbék

Az r(t): [a,b] — R2? folytonosan differencialhato leképezés képhalmazat egyszerd

gorbének nevezziik, ha r(t) inverzével egyiitt folytonos és Vt € [a, b] esetén ¥(t) # 0.

2.3. Definici6. Egy dsszefiiggé ponthalmazt differencidlhatd gorbének (gorbének)
nevezziink, ha minden pontjanak létezik olyan kornyezete, amelyben a halmaz egy-

szeri gorbeiv.

Egy egyszerti gorbét tobbféleképpen paraméterezhetiink. Az r(t): [a,b] — R?

leképezéshez tartozo egyszert gorbének legyen egy masik paraméteres elGallitasa



r(7): o, B] — R2 Ekkor létezik olyan o(7) folytonos, szigortian monoton fiige-
vény, amire () = a, (B) = b és ri(1) = r(e(7)). A ¢ fiiggvényt az r és ry pa-
raméterezések kozotti atparaméterezésnek nevezziik. Az r leképezés felfoghato gy,
mint r(t) = (x(¢),y(¢)), ahol az x(t), y(t) a leképezés koordinatafiiggvényei. Példaul
origd kozépponti, egységsugaru kor esetén a koordinatafiiggvények: x(t) = cos(t),
y(t) = sin(t).

2.4. Definicié (Unitér-ellipszis). Az x(t) = a cos(t), y(t) = b sin(t), (ab # 0)
parameéterezéssel adotlt gorbét ellipszisnek nevezzik. Ha ab = 1, akkor unitér—ellip-

szisrdl beszélunk.

Egy ovdlison olyan egyszer(i zart gérbét értiink, amelyet a sik barmely egyenese
legfeljebb két pontban metsz. Valamely G ovélis alakzat A és B pontja kozti ivét
AB-vel jeldljiik.

2.5. Definicidé. Egy egyszeri gorbe ti és ty paraméterd pontjai kézotti ivhosszon az

fttf |t(7)|dT, mennyiséget értjik, ahol az r(t) a paraméterezd figgvény.

Egyszertien lathato, hogy az ivhossz fiiggetlen a paraméterezéstél. Ha az egyszert
gbrbeiv barmely két pontja kozotti iv hossza éppen a paraméterek kiilonbsége, akkor

whossz szerinli paraméterezésrdl beszéliink. Képlettel r ivhossz szerinti, ha Vs €

[0, {] esetén
s:/ |t (7)| dr.
0

Konvencionalisan, az ivhossz szerinti paraméterezés paramétere s. A fenti 6sszefiig-

gést derivialva azonnal adodik a kdvetkezd észrevétel.

2.6. Allitas. Ha eqy egyszerd girbe paraméterezése tvhossz szerinti, akkor
#(s)| = 1.

Tekintsiink G egyszerti gorbét, amely r(t): [a,b] — R* tel paraméterezett és
tekintsiik egy tetszlleges beosztast az [a,b] intervallumon a = tp < ¢ < ... <
tn = b, legyenek Py = r(ty), P, = r(t1)... P, = r(t,) a megfelel6 osztopontok. A
Il: RyP; ... P, torottvonal hosszat ¢(11) jeloli. Ha a torottvonal hossza a beosztastol
fiiggetleniil bizonyos korlat alatt marad, akkor a gorbe rektifikdlhato, és ez esetben

((IT) szuprémumét ¢(G)-vel jeloljiik.

2.7. Tétel. Ha az r(t) (a < t < b) egyszer folytonosan differencidlhatd leképezés

egyszert ivet ad meg, akkor ez a gorbe rektifikdlhatd, és ((G) épp a gorbe ivhossza.



Bizonyitas. Legyen a mar hasznalt beosztésa az [a,b] intervallumnak a = t; <
tp < ... < t, =0, és legyenek Py = r(ty), P, = r(ty)... P, = r(t,). Ekkor a
Il: PyP, ... P, torottvonal hossza ((I1), vagyis

() = Py Pe= Y |r(te) — r(t_s)|

= 3 tt) — et )+ (o(ee) — ()

Alkalmazzuk a 2.1 Lagrange-féle kozépértéktételt az x(t), y(t) fiiggvényekre, ekkor
az Osszeget igy irhatjuk fel:

(i) = 3t =t | (@(60)) + ()2,

ahol az &, n a [tr_1, k] intervallum valamely bels pontjai. Mivel az &(tx), (tx)
fiiggvények az [a, b] intervallumon egyenletesen folytonosak, barmely ¢ > 0 szaimhoz
megadhato olyan 0(g) > 0, hogy ha a |ty —tx—1| < 0(g), akkor a [tx_1, tx] intervallum

barmely két oy és [ pontjara

[Z(a) — 2(Be)| < e, [y(ar) —y(Br)| < e (2.1)

(k=1,...,n) fennall. Ha a 7 a [t;_1, tx] intervallum tetszéleges pontja, és

0w = 3 It~ il () + (w(m))*
k=0
akkor megmutatjuk, hogy
[0(IT) — 0,] < 2¢(b —a).

Ennek igazolasara alkalmazzuk a

A—B
VA-VB= o

azonossagot az A = (&) + y(m)? és B = @(m)? + y(11)? kifejezésekre. Ekkor
A= B =a(&)* — &(m)* + §(m)* — 9(m)*
= (@(&k) + &(7w)) (@(&r) — &(70)) + (9(&) + 9(7)) (&) — 9(72)).
Mivel [i(60)] < VA, [i(r)] < VB és fgy [#(6) + #(n)| < VA + VB, ezért

#(6) + i)l _ |

VA+VB ~




Ugyanigy jarunk el, mint az el6z§ képlettel, ha a x—et kicseréljiik y-nal, igy ak-
kor is érvényben marad az egyenlGtlenség. Kihasznaljuk, hogy az r(t,) fiiggvény
egyenletesen folytonos, igy

VA~ VB| -

§k+xm’«@w—ﬂm»+

y(m) + y(Tk)

VA++/B

ha max |t;, — t;_1| < J. Ebbdl kovetkezik, hogy

@@m—y@wﬂ<2a

[£(IT) — o] =

(VA-VB)

<26 |tk — teor| = 2¢(b - a).
k=0

A r(t) figgvény folytonos az [a,b] intervallumon, igy integralhato is. A o, kozelits
Osszeg tart a fliggvény integraljahoz, amit utobbi egyenlGséggel Osszevetve a tételt
bebizonyitottuk. O

Egy legalabb 2-szer differencialhaté G gorbe érintdjén t(t) = r(t) vektort értjiik,
az r(s) masodik derivaltja a gorbileti vektor, melynek hossza k(s) = |¢(s)| a gorbe
gorbiilete, ahol az s ivhossz szerinti paramétert jelol. Altalanos paraméterezésnél a

gorbiilet
(2.2)

formulaval szamolhato.

2.2. Affinitasok

A sik Oonmagéara vald egyenestarto, bijektiv leképezéseit kolline4dcioknak nevezziik.

A ¢ transzformdciot affinitasnak hivjuk, ha valamely koordinatazasban

¢ Z) + (u,v) = (z,y)A + (u,v)

C

¢: (I,y)H(fc,y)(

alakban irhato, ahol az u,v € R, az A matrix determinansa nem nulla. Az A méat-
rixot az affinitds mdtrizdnak nevezziik. (Jegyezziik meg, hogy az A matrix fiigg a
koordinatazastol.) A kovetkezSkben kimondjuk az affinitasok alapvetd tulajdonsa-

gait.

2.8. Tétel. (1) FEgy affin transzformdcio minden koordindtdzdsban az elébb defini-
alt alakba irhato.

(2) Minden affinitds kollinedcid, és minden kollinedcid affinitds.
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(3) Az affinitdsok tartjik az osztoviszonyt.

(4) Minden affinitds eqyértelmien megadhatd hdarom nem kollinedris pont nem kol-

linedris képével.

(5) Egy affinitds mdtrizdnak determindnsa nem figg attél, hogy a mdtrizot milyen
koordindtdzdsban irtuk fel. Igy beszélhetink eqy ¢ affinitds determindnsdrdl,

amit det p—vel jelolink.

(6) Az affinitdsok tartjdk a teriletardnyt, pontosabban egy T teriletd alakzat ¢ af-
finitds melletti képének terilete: T - | det ¢|.

2.9. Definici6 (Ekviaffinitas). Az olyan ¢ affinitdisokat, amelyekre |det ¢| = 1
ekviaffinitasoknak nevezziik. A fentiek szerint ez pontosan azt jelenti, hogy a ¢

terilettarto.



3. fejezet

Az affin ivhossz bevezetése

Vegyiik észre, hogy egy ¢ affinitas altalaban egy gorbe ivhosszat nem hagyja inva-
riansan. Ezt a problémat targyalja 3] konyv, és vezeti be az affin ivhossz (affin ke-
riilet) fogalmét, amely a teriilethez hasonléan ekviaffinitasokkal szemben invarians.
A moédszer az ivhossznal latottakhoz hasonléan torténik. A gérbét felosztjuk, dara-
bonként unitér—ellipszis megfelels iveivel helyettesitjiik, majd a beosztas finomsagat
0-hoz tartatjuk. A kovetkezs tétel biztositja, hogy létezik megfelels unitér—ellipszis
iv.

3.1. Tétel. Legyen G: [0,1] — R? gorbe kétszer differencidlhats, G hossza ¢, Vp €
G: k(p) > 0 és legyen ko = kK(po) valamilyen py € G belsd pontjiban. Létezik
U:[0,2r] — R? U(t) = (acos(t),bsin(t)), ahol ab = 1 egy unitér—ellipszis, €és
a < o1 < @y <21 valds szamok gy, hogy

1.: 3po: ¢1 < ¢o < G 2 k(U(do)) = ko,
2.: f(; U(r)dr =1,

8.0 d(U(1),U(¢2)) = d(G(0),G(1)).

Bizonyitas. A tétel bizonyitdsdhoz elGszor szamitsuk ki, hogy mekkora a gorbii-
lete U(t) = (acos(t),bsin(t)) unitér—ellipszisnek az (a,0) pontban, illetve az a — ¢
abszcisszaju pontjaban. Majd ezekben a pontokban nézziik meg milyen értéket vesz
fel a gorbiilet, ha a — oo.

Ehhez irjuk fel az unitér—ellipszis paraméteres egyenletét és szamoljuk ki a paramé-
teres gorbiiletét (2.2) formula szerint. Ehhez ki kell szamolnunk az U(t), U(t) els6

és masodik derivaltakat:
U(t) = (a cos(t), b sin(t)
U(t) = (—a sin(t), b cos(t)
U(t) = (—a cos(t), —b sin(t)).

)
)



Elvégezziik a keresztszorzast, kapjuk, hogy

L J k

Ut)xU(t) = |—asin(t) beos(t) 0=
—a cos(t) —bsin(t) 0
kab sin®(t) + kab cos®(t) =

kab (sin®(t) + cos*(t)) = k.

Tehat a |U(t) x U(t)] = 1. Kell még a

(1) = (\/(12 sin?(¢) + b2 coszu))s.

A szamolasokbol kovetkezik, hogy a gorbiilet

B 1
K= <\/a2 sin?(t) + b2 (:032(15))3 &y

kifejezéssel egyenld.
Tekintsiik az (a,0) pontot. Ez a pont paraméterezésben ¢t = 0 értékhez tartozik. A
(3.1) képletébe helyettesitve

1 1 3

k(0) = = =a

(,/az.o+g2.1>3 ( )

kapjuk. Jegyezziik meg, hogy lim, . k(0) = oc.

Most vizsgaljuk meg a masik pontot az unitér—ellipszisen. Legyen t, a vizsgalt

ponthoz tartozé paraméter. Ekkor a paraméterezés szerint
acos(ty) =a—¢,
cos(tp) =1 —¢/a.
Lgy
cos?(tg) = (1 —¢/a)?, sin(tg) =1 — (1 —¢/a)’.

Ezeket behelyettesitve (3.1) formulaba

1 1 2 2
Kk(to) = 3:<\/2a5—52+—2——§+8—4)>

a> a®  a
(\/a2 (1-(1-22)+L0- 3)2)

Nézziik meg mi torténik, ha a — oco. Ekkor

lim k(ty) = 0.

a— 00
A kovetkezd lépésben tekintsiik A(a,0), B(zo,yo) pontokat Osszekitd szakaszt.
Tegyiik fel, hogy a > d és |[AB| = d, igy x¢,%0 > 0.

9



3.2. Allitas (Segédtétel). Vo > 0, Jag = ao(d), a > ayp: AB < d+6
Bizonyitas. A feltételek szerint
(zo — a)’ +y5 = &
(a—x)? =d* —yo < &

a—1x9<d To > a—d.

Legyen B = U(ty). Ekkor

xo = acos(ty) > a —
oty
— 50 + 2—1 = cos(ty) >

1—
t2 2ty d
21-2L) =249 <=
0< 12) 2 724 g

Nyilvanvaléan ¢y — 0, ha a — oo, igy

t2 1
Y ) > ,
12) 1+ %

1

el =

ha a > a;. Tehat, ha a > a;

U(r)

- to to
AB =1 :/ dr = / \/a2 sin?(7) + b2 cos?(7)dr <
0 0

(1+32) %
/ \/a2 sin®(7) + b2 cos?(7)dr
0
Mivel /x +y < \/x + /y trividlisan igaz, igy

(52
/ \/a2 sin?(7) + b2 cos?(7)dr <
0
EE e T
/ ’ a? sin®(7) dr +/ ’ V0% cos?(T)dr =
0 0

2d

(1+33) % (1+33) %
/ a sin(7) dr + / b cos(T)dr =
0 0

6.)2d & \2d
= cosrly U 4 Dy ()2
5N\ 24\  siny/(1+g5) %
all—-cos 1+— ) — |+ =
2d ) a a

5\ 2d (1+5) 2d
a (1 — COS (1 + ﬁ) ;) + BT R < (3.2)




Felhasznélva, hogy

és

ha a > ay. Kapjuk

5\ d
2) < — | -+==
(32)_a(1+2d>a+ d+ 9,

ha a > max{ai, as}. O

Ezek utan a tételt a kovetkezSképpen latjuk be. "Toljuk kérbe" egy d hosszi
beirt szakaszt az ellipszisben. Amikor a d az z—tengellyel parhuzamos, akkor a
hozzatartozoé ivhossz tart d-hez, ha a — co. Hasonloan, ha b = 1/a < d/2, akkor
létezik olyan beirt allapot, amikor a szakasz tartalmazza a kozéppontot, és igy a
hozzé tartozé ivhossz legalabb 2a. Folytonossagi megfontolasok miatt, ha a > a3 (a3
konstans), akkor a 2. és 3. pont kielégithetd. A 3.2 segédtétel szerint, ha i = d+20, és
a > ag(0), akkor a megfelel§ beirt szakaszhoz tartozo iv sziikségképpen tartalmazza
(a,0) pontot, valamint, ha 1/a < d/100, akkor az a — ¢ abszcisszaju pontot is, ha
e = d/10. De ezekben a pontokban a gorbiilet tart rendre co—hez illetve 0-hoz, ezért
ha a elég nagy, akkor valahol koztiik kot is felveszi, s igy az 1. feltétel is teljesiil.
Ezzel a tételt belattuk. U

“, e,

ellipszis egy darabja. Ekkor U ekviaffinitassal egy korivbe transzformalhato. Az U
affin ivhosszan ezen koriv szokéasos ivhosszat értiik.
Analitikusan, ha U az (a cos(t), b sin(t)) (ab = 1) paraméterezésii unitér—ellipszis
®1 és @9 paraméterértékek kozé esG darabja, akkor a megfelels koriv (cos(t), sin(t))
kér ¢ és ¢o es6 iv, aminek ivhossza ¢ — ¢;. Ezt gy is mondhatjuk, hogy az
(a cos(t), b sin(t)) paraméterezés affin ivhossz szerinti.

Tekintsiink egy tetszéleges G gorbét, amelynek a gorbiilete sehol sem 0. Legyen
B, a G egy beosztasa, a megfelels iveket jellje k;, j = 1, ..., n. Ezeket helyettesitsiik
e; unitér—ellipszisekkel gy, hogy a megfelels ivhosszok megegyeznek ((k;) = ((e;), és
a gorbiiletek valamely pontban egyenléek. Ez a 3.1 tétel szerint lehetséges. Legyen
A(ej). Ezt szemlélteti

n

e; affin fvhossza A(e;) a fentiek szerint, és legyen A, = > 7,

a 3.1 abra.

3.3. Tétel. A limg, |0\, létezik és nem figg a B, beosztdssorozattol csak a G

gorbétol.

11



3.1. abra. Az affin ivhossz definicidja

Bizonyitas. A 3.1 tétel bizonyitasaban kiszamoltuk, hogy (a cos(t), b sin(t)) (ab =
1) unitér—ellipszis gorbiilete:
1
- 3
<\/a2 sin?(t) + b2 COSz(t)>
1

T3 = \/ sin?(t) + b? cos?(t)

Mésrészt
= ( / ¢<r‘-<f>,f<f>>df)
=/ (r \/a2 sin?(t) + b2 cos?(t).
Ebbdl
dS(t) 1
o = R
Igy

$2 t(ej) L £(k;j) )
A(ej) :/ dt:/ k(s)3ds :/ k(s)3ds,
1 0 0

ahol e; [¢y, ¢o] intervallumon paraméterezett. Igy
n n k)

=) =3 [

j=0 j=0 0

12



Mivel a kicseréléskor a gorbiiletek egy pontban megegyeztek, illetve ivhosszok nem

valtoztak, ezért a gorbiilet egyenletes folytonossaga miatt

0
Ap — / k(s)sds,
0

ha |B,| — 0. Ez mutatja a tételiink allitasat.
U

3.4. Tétel. A \(G) = foe(G) r(s)3ds mennyiség a G gérbe affin tvhosszdval egyenld,

a kapott képletet természetes egyenletének.
A tétel alapjan kiszamitjuk a standard parabola egy szakaszanak affin ivhosszat.

3.5. Példa. Tekintsiik az r: [0,1] — R2 t > (t,t*) dltal paraméterezett G gorbét.
Ekkor \(G) = 7/(3v/2).

Bizonyitas. G ivhosszat az egyszeriiség kedvéért jelolje . A 3.4 tétel alapjan a

kovetkez6 mennyiséget kell kiszamolnunk:

/Ogﬁ(s)_éds.

Az els6 és masodik derivaltakra kapjuk, hogy r'(t) = (1, 2t) valamint 7" (t) = (0, 2).
Innen a 2.5 definici6 és (2.2) alapjan nyerjiik, hogy ds = /1 + 4¢2dt és

2

K(t) = m

¢, VT + 42 t a1t 7
Kk 3(s)ds = — V1 +4t3dt = {——i— : } = .
/0 ) /0 V2 V2 3v2], 392

O

A kovetkez6 tételben Gsszefoglaljuk az analég modon definidlt affin keriilet alap-
vetd tulajdonsagait ([8]), ezek bizonyitasa lényegében trivialis, ezért ezektdl eltekin-
tiink. Ezekbdl az affin ivhosszra vonatkozé analog allitasok azonnal kovetkeznek (az

a), ¢) pontnak nincs kozvetlen atirasa).

3.6. Tétel (Az affin keriilet tulajdonsagai). Legyen a K? az euklideszi sikon
vett konvex, kompakt lemezek halmaza, tovdbbd legyen \: K?> — R leképezés, ek-

kor
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a) \ ekviaffin invaridns, vagyis VK € K? esetén

ahol a ¢ eqy ekviaffinitds.
b) X\ feliilrdl féligfolytonos, azaz

AMK) = limsup \(K,,)

n—oo

VK, konvex lemezek sorozata tart K—-hoz.

c) \ értékelés, azaz \: K? — R esetén
MEKUL)+AMKNL)=MNK)+ AL),
ahol a K, L, és KUL € K2

A fejezet zérasaképp egy ekvivalens geometriai definiciét adunk. A teljes bizo-
nyitast nem végezziik el, de a tulajdonsigot alatdémasztand6 a vonatkozd szédmo-
last megcsindljuk unitér ellipszisekre. Ehhez el6szor egy egységsugari koriv esetén
megmutatjuk, hogy ha az ivet egy minimaélis teriiletd, n darab haromszogbdl allo
haromszoglanccal szeretnénk lefedni, ekkor a lancot alkoté haromszogek szarai a
felezéspontjukban érintik a kort, tehdt minden héromszog egyenlszari. Hogy ezt
belassuk tegyiik fel, hogy az AOB haromszog nem egyenlészara. Rogzitsiik le az
a AB és AO oldalak altal meghatéarozott egyeneseket, a BO oldalt az érintési pont
pedig bontsa m,n szakaszokra, gy hogy m > n. Legyen As az a hossz a koriven,
amellyel az érintési pontot elmozgatjuk egy picit. Mozgassuk el a BO oldal érin-
tési pontjat As—sel az egységsugart koriven tgy, hogy az érintési pont a szakasz
kozéppontja felé mozogjon. A keletkezett B'O’ oldalt az uj érintési pont m’, n’ sza-
kaszokra bontja. Ha As elég kicsit, akkor m' > n'. A keletkezett OCO/5, BCB)
haromszogek teriiletét jeloljiik rendre T, To—vel és a két haromszdgben a C' csiicsnél
16v6 szoget p-vel. Igy Ty = %m m'sing és Ty = %n n' sin ¢, ebbdl kovetkezik, hogy
a Ty > Ty, vagyis az igy keletkezett j AO'B/\ teriilete kisebb, mint AOBA teriilete
a As mozgatas utdn. Ezt a gondolatmenetet atvive az AO oldalra is kapjuk, hogy
az AOBa haromszog két oldala felezGpontjaiban érinti a korivet.

Tekintsiink ezt az AOBa haromszoget és jeldljiik az a szoget a 3.2 abréan lathato

modon. Ekkor

. T(AOBp) 1
ilg% = =675 (3.3)
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K

3.2. 4bra. Koriv optimalis fedése haromszoggel

Ehhez legyen x = sin /2. Elemi geometriai szamitasok alapjan kapjuk,

juk a binomiélis sor sorfejtését
(1+ ) = i (k>:c3
=0 \J

Ekkor

8
/|\
|H
no
~~
VRS

—_

|
©o|§,
~
D=

I
L[]
VR
RO TP
~

|

—
=
~
w8

27 1—ix2—1x4 — 14 =2?+ 32" 3
13 g% 5
1 1
(1—5:1:2 3zt .—1—3—6332—5%4 ):

2

16 (T(AOBy))* = 27 (\/1—%2—W> <m+3 1_%

A kivant hatarérték igazoldsahoz fejtsiik Taylor-sorba az egyenlet tagjait. Hasznal-

hogy

> . (3.4)



Az x = sin(a/2) helyettesitéssel a

2
16 (T(AOB,)?) = % (sin %)6 +...

egyenletet kapjuk. Tudjuk, hogy ha o — 0, akkor sin @ = «, azaz hatarértékben

16 (T(AOBa))* = 12—672 (Siri%)ﬁ (%)6

(T(AOBA))Q 1611 ’

2

a3 ~ 9726
T(AOBA)\® 1
a3 4927

mindkét oldalbol gyokot vonva kapjuk a (3.3) hatarértéket.
Ez a szamolés igazolja a kovetkez6 tételt korokre, illetve azok ekviaffin képeire,

vagyis unitér—ellipszisekre is. A tételt teljes altalanossagban nem bizonyitjuk.

3.7. Tétel. Legyen D, eqy n darab minimdlis teriletd hdaromszogek sorozata, és D,

fedjen le teljesen eqy tetszdleges C* sima G gorbét. Ekkor a G gérbe affin ihosszira

AMG)? = 6v/3 lim n*T(D,,).

n—oo



4. fejezet

Az affin ivhossz alkalmazasai

Ebben a fejezetben bemutatjuk az affin ivhossz néhény felbukkanasat kutatasi prob-
lémékban, amelyek a téma fontossagat igazoljak. Ezeket az eredményeket csak ki-
mondjuk, a bizonyitasuk természetesen messze tilmutat ezen dolgozat keretein.
Az els§ példank egy elég 1j alkalmazasa az affin keriiletnek. A tétel, amelyet
kimondunk H. Hadwiger nevezetes tételére hasonlit, amelyet a 2] tanulmanyaban
publikalt. Ez kimondja, hogy az euklideszi sikban minden folytonos, mozgasinva-
rians értékelés felirhato, mint a konvex testekre vonatkozé teriilet, hosszisag és az

FEuler—karakterisztika linearis kombinécioja.

4.1. Tétel (M. Ludwig [8]). Legyen a K? az euklideszi sikon vett konvez, kompakt
lemezek halmaza, és legyen a v: K* — R leképezés feliilrdl (alulrol) félig folytonos

ekviaffin invaridns értékelés. Ekkor
V(K) = cox(K) + aT(K) + A (K),

ahol a K € K% a x figgvény az Euler karakterisztikdt, a N(K) a K lemez affin
iwhosszdt jeloli és co,ci1 €s co konstansok. Ha v felilrdl félig folytonos, akkor a

co > 0, ha alulrol félig folytonos, akkor a coy < 0.

Megjegyezziik, hogy mar ismert a 4.1 tétel kiterjesztése d-dimenzidban is, amelyet
M. Ludwig és M. Reitzner mutattak meg.

A kovetkez6 példankhoz tekintsiink két konvex, kompakt lemezt, jelolje ezeket K
és L, legyen az affin keriiletiik A(K') és A\(L). Rajzoljunk beléjiik egyenként N-szoget
és M-szoget, mégpedig ugy, w = N + M rogzitett, és a két sokszog teriiletosszege
maximalis. A kovetkezd tétel szerint ebben az esetben, ha az w-t elég nagyra va-
lasztjuk, a teriiletek Osszeg akkor lesz maximalis, ha a sokszégek cstucsszamanak

aranya megegyezik a megfelel§ lemezek affin ivhosszainak aranyaval.
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4.2. Tétel.

Vegyiik észre, hogy a M-t specidlisan az egységkorlapnak valasztva tjabb ekvi-
valens definiciot adtunk.

Kovetkezo allitasunkat Fejes Toth Laszlo [3] konyvében méar megfogalmazta, de
ennek részletes bizonyitasat csak D. McClure és R. Vitale [4] cikkében talalhatjuk.
Az egyszeriiség kedvéért K, L € K? lemezekre vezessiik be a §(K, L) =T(KUL) —
T(K N L) jelolést. Tekintsiink egy K € K? lemezt, és legyen P a sik poligonjainak
halmaza, és egy P € P poligonra vert (P) jeloli P csucsainak halmazat. Legyenek
P.={P e P|P CK, |vert (P)| <n} és PS={P e P|P DK, |vert (P)| < n} a K-
ba irt ill. K-t tartalmazo, legfeljebb n cstcst poligonok halmazai. Legyen tovabbé
P € P, (P € P,) az a poligon, amire a §(K, P) (§(K, P¢)) minimélis, vagyis
§(K,P!) = min{d(K, P)|P € P.} valamint §(K, P¢) = min{d(K, P)|P € P:}. A
Pi-t (P°-t) a K-ba beirt (K koré irt) legjobban kozelité poligonnak nevezziik.

4.3. Tétel (Fejes Toth L.[3], D. McClure és R. Vitale[4], M. Ludwig|8]).
A fenti jeldlésekkel

lim 12 - §(K, P') - n2 = MK)?,

n—oo

lim 24 - 6(K, PS) -n? = \(K)?.

n—o0

A tételt teljes altalanossagban M. Ludwig latta be felhasznalva 4.1 karakterizacios
tételét.

Az utolsé példankban megmutatjuk, hogy bizonyos értelemben a parabola af-
fin ivhossza extremélis. Ehhez el6szor egy tjabb ekvivalens atfogalmazasra van
sziikségiink. Legyen G egy konvex lemez hatargorbéje, P egy n oldala kortlirt po-
ligon, aminek minden oldala érinti G-t. A szomszédos érintési pontokat Osszekdtve
A1, ..., N\, haromszoglancot kapunk, ami lefedi G-t. Ha

lim max{T(A1),...,T(An)} =0,

n—oo

akkor
A= 27113{30; (T(A:)5 .
Ha a haromszogek végig azonos teriilettiek, akkor

2\ =8 lim n’r,, (4.1)

n—o0
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ahol 7,, az n hdromszog Osszteriiletét jeloli.

Most ratériink az emlitett parabolatulajdonsag igazolésara. Legyen ABO A adott,
és hatarozzuk meg egy AB kupszelet maximélis affin ivhosszat, ha az AO,BO sza-
kaszok a kupszelet érintéi. Jelolje S(AOBA) a kupszeletb6l az AB szakasz altal
kimetszett teriiletet. Képezziik a ¢ és a ®(q) hanyadosokat, az utobbi is figg a C

kupszelettdl:
~ S(AOB,)
1= TA0BA)
\3(AB , n?T(t,
¥(q) = AP 70 (4.2

T8T(AOBp)  noeo T(AOB,)

képlettel szamolhatd. Ahhoz, hogy a maximumot megtalaljuk, nyilvan elég ®(q)
maximumat megkeresni, majd a kovetkezs jol ismert allitds alapjan az extremalis

gbrbét beazonositani”.

4.4. Lemma. A C kiupszelet dltal fent definidlt ¢ hdnyados értékére igaz a kévet-
kezd. Ha q < 2/3, akkor C kiupszelet ellipszis, ha q > 2/3, akkor C hiperbola és
végil ha q = 2/3, akkor parabola.

Nézziik azt az esetet, mikor a ¢ < 2/3. Ekkor az ellipszist egy ¢ affinitassal r sugart
korbe képezziik.

0,

S(AOBA)

(8
D

K

Szamoljuk ki az S(AOBa)-t és az AOB, teriiletét T(AOBA). Az O cstcsnal

1év6 sz0g ™ — 2a, azaz a

k? sin(m — 2 k? sin(2
T(AOBp) = s1n(72r a) = SH;( a) = k?sin a cos a.
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Az r sugart kor esetén a k = rtga-—val, azaz a

102
9 SIM™ &

T(AOBA) =r*———sinacosa =
cos? «
-3
sin® «
2

cosa’
2

S(AOBA) :% (2a0 — sin 2a).
Ezek utdn mar kiszamolhato a q értéke, mely

2 .
% (200 — sin 2av)
q = 3 et
p2sin”a
cos «

(2cv — sin 2ar) cos «

2sin®
egyenlettel irhato le. Most szamoljuk ki a ®(¢)-t! Ehhez fedjiik le az AB kbrivet
n darab azonos teriiletdd haromszoggel, jeldljiik a haromszoglanc teriiletét 7,—nel.
Konnyt latni, hogy

2Sin3%
Tp = nro—t
cos &

n

képlettel meghatarozhato. Ezek ismeretében szamoljuk ki a ®(¢) hanyados értékeét.

n*T (1)
®(q) = lim
n—oo T(AOBA)
3«
1 . 9 oS L
— lim nnr =
281N & n—co CcOS =
Ccos & n
3 «
cosa . sin® &
—— lim n®*—2 = (4.3)
sin® qw n—oo  cos 2
Felhasznélva, hogy
Sin3% a3 3
lim 3 <—) = lim —
n—00 (Q) n n—oo N3
n
és
. 1
lim — =1
n—oo COS —
Kapjuk
COS (v o’ COS (v
(4.3) = — limn3—3: S ——
sin® qn—oo M sin” o

egyenlettel felithato.
A g és a ®(q) hanyadosokat tekinthetjiik az a fiiggvényeként, ahol 0 < o < 7/2

kozott értelmezett.
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4.1. abra. ¢ fligguény mazrimuma

A 4.1 abran lathato, hogy a [0, 7/2] intervallumon konkav a ® fiiggvény és ®(0) =
1-ben veszi fel a maximumat.

Hasonlo szamitéassal, hiberbolikus trigonometrikus fiiggvényeket hasznédlva ke-
zelhet§ a hiperbola esete is. A harom esetet végiil dsszevetve, 4.4 lemma alapjan

kapjuk, hogy a maximaélis affin ivhosszt C' kupszelet egy parabola.
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