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Tartalmi osszefoglald

Jelen dolgozatban L.Herrera és J.Ponce de Ledn altal irt Anisotropic spheres admitting a one-
parameter group of conformal motion cimi cikket dolgoztam fel [1], ami az Einstein egyenle-
tek megoldasaval foglalkozik anizotrop anyageloszlast és gombszimmetriat feltételezve. A meg-
oldasokat kiilsé Schwarzschild téridohoz illesztve, harom lényegesen kiilonb6z6 megoldast ka-
punk. Az els6é megoldas egy taguld csillagot eredményez, ami rendkiviil érdekesen viselkedik,
ugyanis tagulas soran atlépi az eseményhorizontot, és tovabb tagul. A masodik megoldés egy
0sszehuzodo csillagmegoldas, a harmadik pedig egy oszcillalo csillagot eredményez.
Bevezetoben az altalanos relativitaselmélethez sziikséges matematikai alapokat ismertetem,
amiben nagy segitségemre voltak a [2]-[4] konyvek.
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1. Bevezeto

Einstein altalanos relativitaselmélete egyben a gravitacio elmélete is, amely geometria jellegébdl
fakaddan a tér és az ido otvozetébol kialakult térido szerkezetét is meghatarozza. Napjainkban
az altalanos relativitaselmélet a legszélesebb korben elterjedt, mérésekkel az 6sszes tobbi fizi-
kai elméletnél nagyobb pontossaggal megerdsitett gravitacidelmélet, mely alkalmas nemcsak a
Foldiinkon, vagy a naprendszerben tapasztalt gravitacios jelenségek pontos megmagyarazasara,
de az univerzumunk torténetének leirasara, vagy mind a térben, mind pedig az idében nagyon
tavoli extrémen relativisztikus jellemzokkel biré rendszerekhez kapcsolédd gravitacios effektu-
sok magyarazatara is. Mara mar tudomanytorténeti tény, hogy az altalanos relativitdselméleti
kutatasokban a ’60-as évek kozepén intenziv megujulds kezdodott. Ennek elokészitésében fontos
szerepe volt annak, hogy az 6tvenes évek végén fedezték fel az elsé kvazarokat és pulzarokat,
valamint annak, hogy 1965-ben talaltak meg a mikrohullamu hattarsugarzast.



2. Matematikai hattér

Gravitaciés terek tanulmanyozasakor a jelenségeket tetszoleges vonatkoztatédsi rendszerekben
kell vizsgalnunk. Ezért a négydimenzids geometriat tetszéleges koordinatak esetén hasznalhato

alakban kell megfogalmaznunk. Vizsgéljuk az 2%, 2!, 22, 23 koordindta-rendszernek egy maésik

20, 2" 2", 2" rendszerbe torténd transzformaciojét:

i opi( 00 01 20 13
= a2 2" 2
ahol f? valamilyen fiiggvény. A transzformdcié sordn a koordinatdk differencidljai a

B ox’

ax/k

dx’ da'®

képlet szerint transzformalodnak.

Négy A’ mennyiség Osszességét kontravaridans négyesvektornak nevezziik, ha a koor-
dinatatranszformacio soran ugy transzformalédnak, mint a koordinatadifferencialok, azaz:

i
_ax e

A= o'k

(2.1)

¢

5. derivéltak koordinatatranszformdci6 alkalmédval az alabbi képlet szerint

Legyen ¢ skalar. A
transzformalodik:

dp  0¢ oz’

ozt Ox'* Ox
Ez kiilonbozik a (2.1) képlettél. Négy A; mennyiség Osszességét kovaridns négyesvektornak
nevezziik, ha a koordindtatranszformacié soran ugy transzformaldédnak, mint egy skalar de-
rivaltjai:

(2.2)

B ax/k ,
Otk
Teljesen analdég mddon definidlhatjuk a kiilonbozé rendli négyestenzorokat. fgy példaul
méasodrendli kontravarians négyestenzornak nevezzik a 16 Atk mennyiség 0sszességét, ha a

transzforméacié soran ugy transzformélédnak, mint a kontravarians négyesvektorok komponen-
seinek szorzatai:

A; (2.3)

i ok
02t 0%,

- ox't O™

Egy méasodrend kovaridans A;, tenzor pedig:

ax/l oHx'm ,

ozt Ozk M

szabaly szerint transzformalodik.Végiil a kevert négyestenzor transzformacios szabalyat az
_Ox' 9™,

A% = ozt Oxk ™

Aik

A =

formula hatérozza meg.
Az ivelemnégyzet gorbevonalii koordindtakban a da! differencidlok kvadratikus alakja adja
meg:
ds? = gipdxida®,
ahol g;; a koordinatak fiiggvénye, amely az i és k indexekben szimmetrikus:
Gik = Yki-

A g;. tenzort metrikus tenzornak nevezziik.



2.1. Kovarians differencialas

Altaldban mindig, amikor a g;, mennyiségek allanddk,akkor az A; vektor dA; differencislja vek-
torkomponenseinek a koordinatak szerint gf,j derivaltjai tenzorokat képeznek. Goérbevonalu ko-
ordinatakban ez a tulajdonsig nem marad meg; dA; nem Vektor,% pedig nem tenzor. Ugyanis
egy kovarians vektor az:

ax/k
Ai _ — !
ozt F
képlet szerint transzformalodik, ezért
ax/k 82 .Clj/k
dA; = ——dA} + A ———dx'
oxiF * korigr

Lathato, hogy dA; nem transzformalddik vektorként. Prébéaljunk most egy olyan tenzort de-
finidlni, amely gorbevonali koordinata-rendszerben ugyanolyan szerepet tolt be, mint a gf,;’
Galilei-féle koordinatakban. Pontosabban gf,;'—t transzformaljuk Galilei-féle koordinatédkbol
gorbevonaliba. Ahhoz, hogy gorbevonali koordinatakban vektor differencialja ismét vektor
legyen, az sziikséges, hogy a térnek ugyanabban a pontjaban adott vektorokat vonjunk ki
egymasbdl. Mas szoval, két infinitezimalisan kozeli vektor kozil az egyiket at kell vinntink
valamilyen modon abba a pontba, ahol a masik adott, majd ezutdn a tér egy és ugyanazon
pontjahoz tartozo két vektor kiilonbségét kell valahogyan meghataroznunk. Egy ilyen athelyezés
pedig nem lehet méas mint, a vektornak onmagaval parhuzamos eltolasa. Parhuzamos eltolas
soran a vektor komponensei Galilei-féle koordinatdkban nem valtoznak, de goérbevonaliban
altaldban megvaltoznak.Vizsgaljuk egy kontravaridns vektort: ha z' koordindtdji pontban az
értéke A?, akkor a szomszédos z° + dz’ koordinataji pontban A® 4 dA* lesz. Ha az A’ vektort
infinitezimélisan kicsi, az 2* + dx’-be vivé parhuzamos eltoldsnak vetjiik ald, értéke JA'*-vel

valtozik meg. fgy most mar egy pontban 1évé vektorok DA® kiilonbsége:

DA" = dA" — § A", (2.4)

A vektorkomponensek infinitezimdlis kis parhuzamos eltoldsakor fellépd dA! megvaltozdsai
fiiggenek maguknak a komponenseknek az értékeitél. A fliggvénykapcsolat nyilvanvaléan
linedris. §A* tehat a kovetkez6 alakban adhaté meg:

SA" = —T%, AFdat, (2.5)

ahol a T}, mennyiségek a koordindtdk valamilyen fiiggvényei,alakjuk természetesen fiigg a ko-
ordindta-rendszer megvdlasztasdtol. Konnyen beldthatd, hogy a T', mennyiségek nem alkotnak
tenzort. A T'%, mennyiségeket Christoffel-szimbdlumoknak nevezik. (2.4)-be és (2.5)-t és
dA' = %4 dx'-et helyettesftve, azt kapjuk, hogy

) OA? )
DA' = (W + F;lAk) da’ (2.6)
Hasonldéan adddik a kovarians vektorra:
0A; i

A (2.6)-(2.7)-ben zdréjelben allé mennyiségek tenzorok, minthogy ezek a da' vektorral szo-
rozva vektort adnak. Nyilvanvald, hogy éppen ezek azok a tenzorok, amelyek megvalositjak a
vektor derivaltja fogalménak gorbevonali koordinatakra valé keresett altaldnositéasat. Ezeket



a tenzorokat az A’ illetve az A; vektorok kovaridns derivaltjanak nevezzik (Jele:V). Igy
tehat: ‘ '
DA" =V, Aldx’  DA; = V,Ada’

és maguk a kovarians derivaltak:
OA

VlAi - w + leAk,
A .
lei = % - klAk

2.2. Lie-derivalas

El6z6 alfejezetben mutattunk ra, hogy hogyan lehet bevezetni gorbiilt téridébe a derivalas fo-

galmat,a szabaly annyi volt, hogy a a P vektort parhuzamosan eltoltuk infinitezimélisan egy

(@ pontba. Ez azzal jart, hogy a sokasagon be kellett vezetni egy 1j struktirat: a konnexiét.

Ebben a fejezetben bevezetiink egy 1j derivalasi fogalmat Lie-derivalast amihez nem kell
dx®

bevezetni egy 1j strukturat. Tekintstink egy v gorbét, egy érintévektora u® = - és v kornye-
zetében vegyiink egy A® vektormez&t(ldsd dbra).

4%(Q)

1. &bra.

Legyen a P pont koordindtaja = a () pont koordinataja pedig x® + dx®. Infinitezimélis
koordinatatranszformacié egy x’-rendszerbe:

2 = 2% + dx® = 2% + ud)\

Ugyanezen transzformécié alatt a A“ vektor transzformacidja:

A2y = 88:25 AP(x) = A%(z) + %Aﬁ(x)d)\
vagy pedig
A%(Q) = A°(P) + 22 48(Pax
0xP
Most szamoljuk ki A% vektor értékét a () pontban:
a()) _ A g OA%(P)
AY(Q) = A%(P)+u e

Altaldban, A™(Q) és A*(Q) nem egyenléek. A két vektor kiilonbségének a megvaltozésaval
definialjuk egy A“ vektormezo v gorbe menti Lie-derivaltjat.

£,A%(P) = lim A"Q) — A™Q)

A—0 A




2.3. Szimmetriak

Szemlélet alapjan az M sokasagnak azt a tulajdonsagat nevezziik szimmetridnak, ha M-et
onmagara leképezve valamely, a sokasdgot jellemz6 geometriai mennyiség nem valtozik. Foly-
tonos szimmetria esetében ez a kovetelmény matematikailag gy fogalmazhaté meg, hogy a
leképezést létrehozd egyparaméteres diffeomorfizmus-csoport ¢ generatorvektora mentén a jel-
lemz6 geometriai mennyiség Lie-derivaltja eltinik. Minél egyértelmiibben jellemzi a vélasztott
mennyiség a sokasag szerkezetét, annal erdsebb megkotést jelent a megfelelo szimmetria
feltételezése. Kovetkezékben bemutatunk néhany szimmetriat:

¢ Killing-mozgas
Legir = 0.
A folytonos szimmetridknak ez a leger6sebb tipusa igen fontos a gravitdacidéelméletben.

e Affin kollineacio:
L0 = 0.

A relativitaselméletben megorzik a Christoffel-szimbélumokat. Az affin kollineaciok
megorzik a geodetikus palyak alakjat.

¢ Konform mozgas:
££gik = Vi

Ezen leképezés hatasara a metrika Lie-derivaltja nem tiinik el, a leképezés hatasara azon-
ban a metrikus tenzor mindossze a i skalar fiiggvénnyel szorozodik.

2.4. A gorbiilet

Matematikai szempontbdl a térido egy négy-dimenzids sokasag. A sokasag belsé geometridjara
jellemzo gorbiiletet a gorbileti tenzor irja le. A téridé csakis belilrol vizsgalhato, ezért az
altalanos relativitaselméletben olyan gorbiileti fogalmat vezettek be amely a téridén beliil
elvégzett mérésekre van alapozddik, amit a vektorok parhuzamos eltolasaval sikeriilt bevezetni
a sokasagok elméletébe. Az X és Y vektormezok kommutaciés tulajdonsagat ugy vizsgaljuk
meg, hogy a p pontnak valamely kornyezetében fekvo pontba leképezziik a tetszéleges Z vek-
tort X vektor mentén torténé athelyezéssel, majd az Y vektor mentén torténd parhuzamos
athelyezéssel. Ha a két miivelet sorrendjét felcseréljiik, akkor ennek a sokasag gorbiiltségét jel-
lemz6 eredmény lesz. fgy ha a sokasag nem gorbiilt, akkor a parhuzamos eltolas fliggetlen az
uttol.

Ha a sokasidg nem gorbiilt, akkor létezik egy olyan X7 vektormezo, amely a sokasagon
mindentitt onmagaval parhuzamos, azaz kovarians konstans:

Vs X"=0
Most felhasznélva a kovarians derivalt tulajdonsagat, kapjuk, hogy
0. X" =T,/ X"
Mivel a vegyes parcialis derivaltak megegyeznek, vagyis fiiggetlenek a sorrendtol, igy:
0,0s X" = 0,0, X"
igy integralhatosagi feltételt kapunk X" vektormezot meghatarozé egyenlethez:
0y(F,d XP) — 05(1,; XP) =0
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amit kifejtve:

R, XP = (0,1, — 0.1,y + Lo Tl — I,/ T, X? = 0.

rgs 1q — ps (3

Az R, . mennyiség tenzor, és Riemann-tenzornak, vagy gorbiileti tenzornak nevezzik. A

Riemann-tenzor komponenseit leolvashatjuk az el6zé egyenletbol:

R, =0,0,0 — 0, + 00— I/ T,1

PGS 9~ ps s~ pq

A Riemann-tenzor tehat a sokasag gorbiileti viszonyait méri lokélisan.
A Riemann-tenzor illetve a beldle képzett R,,, = GruRh tenzor az indexek felcserélése szem-
pontjabol az alabbi szimmetriakkal rendelkezik:

L. Rrspg = Rpgrs
2. Rrgpg = —Rarpqg = —Rrsgp = Rargp
3. Ryspq + Rrpgs + Brgsp = 0

A Ricci-tenzor a Riemann-tenzorbdl kontrakciéval allithaté elé: R,, = RL,., és tovabbi kont-

rls’
rakcioval a gorbulet-skalar allithaté el6: R = R,

2.5. Az Einstein Egyenletek

Az altalanos relativitaselmélet felfogasa szerint a gravitacio geometriai természetii. A geometria
alapveté g metrikus tenzorjat az anyageloszlas hatarozza meg. A megfeleld egyenleteket az
alabbi megfontolasokkal nyerjiik:

1. A newtoni hatardtmenetben teljesiiljon a ¢ gravitacios potencidl egyenlete:
A¢ = AnGp
Ezért megkoveteljiik:
2. Az egyenlet masodrendii a g tenzorban, és

3. Az egyenlet linearis a T' energiaimpulzus-tenzorban.

fgy az egyenlet egyik oldaldn a T' tenzor szerepel:
G=kT

Itt G Einstein-tenzor a téridé gorbiltségét jellemzi és a k késébb meghatarozando
aranyossagi tényezo. Tovabbi elvarasaink:

4. Legyen G = 0, a térido sik.

5. G csak a Riemann-tenzorbdl és a g metrikus tenzorbdl épiil fel

&

— G legyen linedaris Rgp.q-ben.
— Mint az energiaimpulzus-tenzor, GG is kétindexes és szimmetrikus.

— Az anyagmegmaradast kifejezd divl’ = 0 feltételbdl kovetkezik az Einstein-tenzor
divergenciamentessége : divG = 0

Ilyen tenzor csak egy van :
1
Gab + Agab = Rab - §gabR + Agab

ahol A a kozmoldgiai allando.
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3. Einstein-egyenletek egzakt megoldasa

3.1. Anizotrop gombok

Ebben a fejezetben vizsgdljuk az Einstein egyenletek megolddsat, arra az esetre amikor a
téridonk gombszimmetrikus és az is igaz, hogy a metrikus tenzor Lie-derivaltja nem t{inik
el, hanem csak egy skalarfiiggvénnyel szorozodik.

3.1.1. Téregyenletek és konvenciok

Tekintsiik az ivelemnégyzetet a kovetkezd formaban:
ds? = e’ dt? — A ar? — et (dh2 + sin? fdp?)
alakban. Anizotrop anyageloszlas esetén az energiaimpulzus tenzor:
TV = (p+p)U"U, — pio, + (pr — pL) X" X,

forméban frhaté fel, ahol U* a négyes-sebesség,p az energiasliriiség, p, az X,-re sugdrirdnyu
nyomas, p; pedig X,-re merdleges nyomas. Tovdbba az is igaz, hogy

=2
2

[SIN

Ul=e"2, X'=e
A nemeltiiné komponensei az energiaimpulzus-tenzornak :
o =p, T\ =-p, T5=T=—ps
Most helyettesitsiink be az Einstein-egyenletbe:
1
R, — EQWR = 87T,

kapjuk, hogy :

3 '\ 1 - 12
srp = (0 Gt =5 ) 4 e ik ) e (3)
1 2 1 3
—8mp, = 56_)\ (% + ;/1/’) —e (ﬂ — E[W + Z[LQ) —e M (3.2)

1
—87TpJ_ — Zle—A <2V” + V/2 + Q,U// + N/Z . Iu/)\/ o V/X + ,ull//)"i‘
1 . . . .
Z—le”’()\v + 0 — A — 2\ — 207 — 2ji — 2/1%)

ahol a pont jeloli az id6, a vesszOs kifejezés pedig az r szerinti derivalast.
Most hasznaljuk fel a metrikdnak azt a szimmetria tulajdonsagét, hogy:

Lig;w = w(E T)guu = fu;u + fu;u (34)

ahol £?-r6l megkoveteljiik azt, hogy:

U, = 0. (3.5)
Ha a gdmbszimmetriat és a (3.5)-et felhasznélva, kapjuk, hogy:
Q- =g =0
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Ilyen feltételek mellett megoldva (3.4)-et, és a kapott megoldasokat beirva (3.1)-(3.3)-be:

: \ S )2
8mp = —[3h2(r) — 3h3(t)e! D] + 22 [1](r) + ho(t) f(t)e! D] + e A/ {@ + 1} (3.6)
—8mpy = [3h(r) — 3h3(t)e’ ] — 2e7F [R{(r) — ha(t)e! ] + f (t)e el (3.7)
Ny 9\ F(E) £0) Y, ROy F2(t)
—8mp, = [312(r) — 3h3(t)e’ O] + =2/ O 2hy(t) — ha(t) f(1)] + el O (1) - — 138
Az tvelemnégyzet pedig a kovetkezd alakot oOlti :
eff(t)
ds® = [dt? — efDdr? — (d6? + sin? 6¢?)].

[ (r) + ha(0)]?
Vezessiik be a kovetkezo jelolést:
e—f(1)/2

Rt = e v )

3.1.2. Az illesztés:

Tovébbiakban minket az érdekel, hogy milyennek vélasszuk meg hq, hs, és f(t)- t, hogy illesz-
kedjen a Schwarzschild metrikara. Azt mondjuk, hogy egy térido két kiilon allo része Osszeil-
leszthet6 egy hiperfeliileten(S) keresztiil, ha az elsé és mésodik alapmennyiségek folytonosan
atvihetoek egymasba S-en at.

Egy véges a sugaru statikus gombszimmetrikus csillag téridejét az r» > a kiilsé tar-
tomanyaban a Schwarzschild-téridé jellemzi. A csillag kiilsejében tekintsiik a kovetkezo alakban
felirt metrikat:

oM oM\
dS? (1 — ?) dT? — (1 - ?) dR? — R*(df* + sin® 0dp*) (3.9)

ahol M a teljes tomeg. Itt megkoveteljiik, hogy R legyen korldtos amit Ry(7')-vel fogunk jeldlni
tovabbiakban. Igy az indukalt metrika a korldtos feliileten (kiviilrél)

(dS?) = [(1 — %) — (1 — %) (i?) ]dTZ R} (d6? + sin® 0d¢?) (3.10)

és a megfelel ivelem a hataron(beliilrol)
e—f®
[711(ro) + ha(2)]?

itt felhasznéljuk, hogy a hatdron a koordinatdk (¢,r,0, ¢) alakiak, és, hogy r = ro=konstans.
Mivel az illesztéshez sziikséges az, hogy a hataron az elsé alapmennyiségek folytonosak legyenek,
vagyis

(dS?), = S[dt? — (d6* + sin® 06°))]. (3.11)

(A} = (ds);
kell, hogy fennalljon. Megoldva kapjuk, hogy
e—f(1)/2
[ (ro) + ha(t)]

12
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és
1

Kl - %) - (1 - %) R (%H AT = Ryt (3.13)

Most hasznaljuk fel azt a tulajdonsdgot is, hogy a masodik alapmennyiségeknek is folytonosnak
kell lennie a feliileten. Hosszadalmas szamolas utan azt kapjuk, hogy

m(ro,t) =M és — (T!), =0 (3.14)

ahol m(r,t) a tomegeloszlas fliggvény, ami a kovetkez6képpen van definidlva

(SIS

om(r,t) =e> |1+ e " (8,(e2))? — e (0, (e?))?

Szamoljuk ki (—(T)) és M értékét:

0=—(T}), = BhE(r) — 3@@)6]@@)] + [l (ro) + ha(t)]e" O [2h5(t) — ha(t) f(1)]+

(3.15)
+lha(ro) + ha(t)]e? D [f(t) — 1

_1]

e—f(1)/2 2h‘2(t) 2 — h’/l (TO)

2M = [h1(r0) + ha(t)] <1 t1 {f(t) I EeT B R hg(t)]2> (3.16)

Tehat a (3.12) a (3.15) és a (3.16)-as egyenletek eleget tesznek az illesztési feltételeknek. Most

irjuk fel Ry-t az utolsd két egyenlet segitségével:
2Ry Ry — Ry = 302(ro) R} — R? (3.17)
R} =2M Ry, — R} + W, (o) R} (3.18)
azonban a masodik egyenlet az elsé egyenletnek elsé integralja.Prébaljuk meghatarozni Ry-

t, de miel6tt neki allnank integralni, az altalanos megoldas viselkedése miatt bevezetiink egy
segédfliggvényt ami egyszeriisiti a megoldds menetét:

1 2M
V(Ry) = — — —
(Fs) R RS
igy a feliilet egyenlete: .
R? = R[hE(ro) — V(Ry)), (3.19)

itt nyilvan a megengedhet6 tartomany
R (ro) — V(Ry) > 0.

A (3.19)-es differencidlegyenlet megoldasahoz egy elliptikus fiiggvényt kellene integralni ami
kézzel kivitelezhetetlen. Viszont ha az egyenletben rogzitiink egy valtozét akkor lehetséges
egyszerlisitések miatt sokkal egyszeriibbé vélhat az egyenlet. Valasszuk elészor hi?(rq) fiiggvény
értékének a V' (Ry) fiiggvény maximumanak a helyét ami W helyen van,ugyanis ez a legkisebb
érték amit h2(rg) felvehet.
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3.1.3. A tagulas
A gy6kvonds utdn megoldva (3.19)-et,a pozitiv gyokhoz tartozé megoldés:

6M

- 3.20
3 coth” () — 1 (320

Ry

A fiiggvényrol leolvashatjuk, hogy a hatar feliilet tdgulni fog, ami aszimptotikusan tart egy
Ry, = 3M sugard gombhoz, ha t — oco. Ha t = ¢, -t valasztunk akkor az is lathatd, hogy a
gombiink egy pontra fog koncentralédni. Az is nyilvanvald, hogy ez a hatarfelillet athalad a
horizonton(R = 2M) is valamilyen idépillanatban. Ez ¢, = 2 coth_l(%) id6pontban torténik.

3.1.4. Az 0sszehuzddas

Most a (3.19)-es egyenlet mésik megoldését vizsgéljuk.

PO _ 6M

= 3.21
Y 7 (3:21)

A fenti egyenlet egy Osszehuzddast eredményez, ami szintén egy 3M sugartd gombhoz tart
ha ¢ — oo. Viszont a negativ értékeket ki kell hagynunk, amit gy tudunk megtenni, hogy

kezdetben to = —2tanh ™! () értéket vélasztjuk, ha t € (0,00). Tehdt R} (0) = oo

3.1.5. Az oszcillalas

A harmadik megoldéshoz h’2(ry)-nak mésik értéket valasztunk, mégpedig h/2(rq) = 0. Igy

t—1
R® = 2M cos® ( 5 0) (3.22)

Ez a megoldds egy oszcillalé gdémbot eredményez aminek a sugara [0,2M/] intervallumon
valtozik.

3.2. Megoldasok szerkezete

Eloz6 fejezetben harom kiilonbozd kifejezést kaptunk R, fliggvényre, most pedig alkalmas
fiiggvény megvalasztasaval probaljuk analitikusan megoldhato szerkezetiivé tenni Ry-t. Legyen

ha(t) = 0

Igy a (3.12), (3.18) és a (3.19) a kovetkezd alakban frhato:

10 1

e 2 ]’Ll(To) = Eb (323)
(2 2

s | o — 2@ | 2 3k () 3.24
‘ [f( ) 4 h(ro) ( )

. . 4 2
F2(t) = 8Mhy(ro)e™s + { h; (TO)] ef® _ 4, (3.25)

h(ro)

A fenti egyenleteket irjuk be (3.6), (3.7) és (3.8)-be:

87 P, = 3h2(r) — 3whi(r), (3.26)
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8TPy = 3h2(r) — 2hy (r)R] (r) + % {%} : (3.27)
2M

8mp = —3RE(r) + 2hy (r)h (1) + 2R (r) + R

(3.28)

ahol
R (ro) — W2
hi(ro) '
A fenti egyenletek még mindig tul bonyolultak de tovabbi egyszertisitsek utan elég egyszerii
alakban irhatdak. Olyan egyszertisitéseket szeretnénk végre hajtani, hogy ”fizikai” szempontbdl
értelmesek legyenek:

dp

B bl
1> 0, or

>0, p>0, < 0.

or
3.2.1. Els6 konstrukcio:

Elészor valasszuk ugy meg hy(r)-et, hogy az energiasiiriiség pozitiv legyen, ehhez az sziitkséges,

hogy
—3h2(r) 4 2h (r)R](r) =0

teljestiljon. Megoldva a differencialegyenletet, kapjuk:

1
h =—
1(7) (Cr+ B)?
ahol C' és B integracios konstansok.
Tegyiik fel a kovetkezo feltételt:
R(0,t) =0
igy azt kapjuk, hogy
B =0,

és 4
Cd2 =3
o
és a (3.26)-(3.28) egyenletek:
12 o\ 2
srP = —= (1) —1], 3.29
e -
f(®) 2 [ M s
8P, = SR = i 5026 ° — 2], (3.30)
4 M s
SWPZCT%{l—FTCQ@ 2 :|, (331)
ds? = e TOCHAat? — e/ Oar? — dQ?). (3.32)

15



3.2.2. Masodik konstrukcio:

Legyen hy(r) = DeiQ(%) ahol D konstans és w? = . Ekkor
0

R(r,t) = D’le’%g(%)

és igy az anyagi valtozok és az ivelem a kovetkezOoképpen alakul:

8P, =0 (3.33)
1 [4D?* 1.
P =—|—+=f(t 34
- R2[T§ +2f()} (3.34)
8 M (3.35)
= :
"~ RR,
ds® = e’f(t)D’QeA‘(%O) [dt? — e/ Oar? — dQ?). (3.36)

3.2.3. Harmadik konstrukcié:

Legyen
hi(r) = cosh(a(ro — 7)) (a>0).

Ezzel a fliggvénnyel konnyedén feltudjuk irni a fizikai valtozok és az ivelem viselkedését:

87 P, = 3a*sinh|a(rg — 7)] (3.37)
1f(t
8mp. = o?(cosh®[a(rg — 1)] — 3) + 5% (3.38)
2M
87p = a*(3 — cosh?[a(ro — r)]) + N (3.39)
2 e/ 2 1.2 (302 1 a2 2
ds [dt* — e’Pdr® — (df” + sin® 0d¢?)]

~ cosh®[a(rg — )]

4. ésszefoglalés

Ebben a dolgozatban tehat Einstein egyenletekkel foglalkoztunk, és annak analitikus meg-
oldasaival kiilonboz6 konstrukcidok mellett igy harom lényegében kiilonb6zo

e Tagulo
e Osszehtiz6dé
o Oszcilldld

csillagmegoldast targyaltunk. A legérdekesebb megoldas nyilvanvaléan a Tagulé megoldés, hi-
szen egy olyan csillagmegoldés jott ki, ami ¢ = O-ban R = 0 és egy bizonyos idopillanatban
eléri a horizontot, és tovabb tagul! Ennek a magyarazata csak az lehet, hogy valamilyen fizikai
paraméter sériil az illesztés kovetkeztében, vagy pedig az energia feltételek nem teljestilnek!
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