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Aranymetsz€s a geometridban

Eloszo

Ezt a szakdolgozatot Matematika BSc-s hallgatoként irtam. Az egyetemen tanari szak-
iranyra szakosodtam, mert mar régen eldontdttem, hogy tanitani, nevelni szeretnék.

Jelen dolgozat témdja az aranymetszés, amely téma az altalanos iskolatol kezdve a
kozépiskolan keresztiil az egyetemig megallja a helyét, annak fliggvényében milyen mélysé-
gekig meriiliink el a témaban.

Az ardnyok geometriajanak vilagaban az aranymetsz¢s a vizudlis érzet, és az esztétika
korében a szépet, a kellemest reprezentalja. Az arany fogalma nem csak a matematikaban
jelenik meg, az ,,aranyos” sz6 jelentése az aranytalannal szemben pozitiv, elfogadhato értéket
képvisel. A szépség elengedhetetlen kritériuma. Felmeriil a kérdés mit6l aranyos valami, mi-
tol nem? A kérdés a matematika vilagaba viszi a gondolkoddt, hogy vélaszként pontos krité-
riumot talaljon.

Az aranyaranyban és a kapcsolodd fogalmak mindegyikében benne van az ,,arany”
sz0, amely jelzi, hogy az ebbe a kategoriaba tartoz6 aranyossagok ,,aranyértékiiek”, amelyek
a természetben és a miivészetekben is megjelennek, természetes egyensulyt teremtve a szim-
metria és az asszimetria kozott.

A témaval mar sokan, sokféle néz6pontbol, szemszogbdl foglalkoztak. A festok, szob-
raszok, épitészek, zenészek, irok és koltdk mar régi idoktdl kezdve hasznaljak miiveikben
tudatosan az aranymetszést. A miivészeken kiviil az épitészektdl kezdve biologusok, tipogra-
fusok és torténészeken at teologusok is foglalkoznak a témaval. A , hétk6znapi ember” a ter-
mészetet €s az €lévilagot jobban szemiigyre véve szamos helyen talalkozhat példakkal.

A dolgozatom célja bemutatni az aranymetszésnek a matematikai hatterét, és a dolgo-
zattal segitséget nyljtani az aranymetszést oktatd tanaroknak. A megjelend témak feldolgoza-
sa soran szerettem volna a dolgozatot ugy megirni, hogy a késébbiekben fel lehessen hasz-
nalni, mint orai anyagrész, vagy mint szakkoron is eldadhato érdekes matematikai témat.

A szakdolgozat készitése kozben, mint esztétikai, mint szdmelméleti és mint geomet-
riai szemszOgbdl vizsgaltam az aranymetszést, a Fibonacci-sorozatot, és a szabalyos 6tszog
felepitését. A harom témat ugy probaltam megirni, hogy az olvasoval megszerettessem az

aranymetszésnek, mint matematikai aranynak, a matematikai tulajdonsagait.



Aranymetsz€s a geometridban

Az aranymetszés fogalma

Definicio. Aranymetszésnek nevezziik egy mennyiség (pl. egy szakasz hosszanak) két olyan
részre bontasat, melyek koziil a kisebbik rész ugy aranylik a nagyobbikhoz, mint a nagyobbik
az egészhez.

Legyen egy egységnyi hosszsagi AC szakasz, és legyen egy az aranymetszés szerinti

B osztdpont, legyen x a rovidebb szakasz, ahogyan az abran is lathato:

frjuk fel az aranyokat: lex = 1%" reciprokaik is megegyeznek, vagyis 1_Tx = ﬁ .
1-x +x
1-x

x-szel bovitve: 1;—x = , majd leosztva a kovetkezot kapjuk: 1% =1+-=.

1-x
Vezessiik be a kovetkezo jelolést: A = 1% Ekkor felirhatjuk: A =1 + % . Ekvivalens

atalakitdsokkal megkapjuk az aranymetszés egyenletét: A2 — A —1=0. A masodfoku

1+ 5, _1-5

egyenlet megoldéasa utdn, a kapott gyokok: A; =

Az kapott 1+T§ érték az aranymetszés ardnyszama. Ez az érték egy végtelen
tizedestort, amelyet altalaban a gérdg T (gorogiil a ,,vagni” sz6 elsd betiije) vagy ¢ jeloli. A ¢
jelolés a gordg szobrasz Pheidiasz nevének kezddbetiijére utal, aki miiveiben gyakran alkal-
mazta az aranymetsz¢s aranyat. A szakirodalomban t elterjedtebb, a dolgozatban is ezt a jel6-

1ést fogom hasznalni.



Aranymetsz€s a geometridban

A oyokok néhany elemi azonossaga

Ez a rovid fejezet szerepelhetne fiiggelékként is, mert az el6zdekben kapott két gyok
elemi tulajdonsagait mutatja be, mégis fontosnak tartom itt az elején ismertetni ezeket az 6Sz-
szefliggéseket.

Az aranymetszés egyenletébdl kapott gyokokre egész kis algebrat lehet épiteni. A ko-
vetkezd eredmények latvanyosak, egyszerii szamitasokkal megkaphatoak, a bevezetett jelolé-

sek a dolgozat tovabbi részeiben is hasznélatban lesznek.

x=""~1618 y=-"~-0,618
x2=35,2618 y2=3"5+0,382
1550618 =12~ 1618
x 2 y 2

x+y=1 x-y= 5 xy=-1

2 2 1,1 1
x“+y“ =3 =+-=-1 =S+==3
y x y x2 yZ
Vegyiik 1 els6 néhany hatvanyat:
Tl=1+1§ 2 _3415 3 _4+25 T4=7+3§ 5 _ 11455 1848 5
H

Ekkor tobb érdekes dologra felfigyelhetiink:
1. A tortben 5 el6tt a Fibonacci-sorozat (késébbiekben lesz rola szo) elemei jelen-
nek meg.
2. 2=1+1, ¥ =1t*+4+1, 1t=13+17
3. T Osszes hatvanya kifejezhetd a Fibonacci-sorozat elemei és 7 segitségével. Ha a
Fibonacci-sorozat elemeit f;-vel jel6ljiikk, akkor a hatvanyok a kovetkez6képpen
szdmolhatok:

' = fit+ fi_,,Vi=>2-re.
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Aranymetsz€s a geometridban

Az aranymetszés mértani megszerkesztése

Ebben a fejezetben az aranymetszés megszerkesztésérdl lesz szo, arrdl, hogyan lehet
egy szakaszt korz6 és vonalzo segitségével az aranymetszés aranyanak megfeleléen két rész-
re osztani. Tobb mddszer ismeretes, az alabbiakban az un. Piithagorasz-modszer keriil bemu-
tatasra.

A szerkesztés a kovetkez6 1épésekbdl all. Vonalzoval szerkessziink meg egy egyenest,
amelyen jeloljiik ki az AB szakaszt. Kovetkez6 1épésként huzzunk merélegest AB-re B-n ke-
resztiil, majd mérjiik rd az AB szakasz felét, ez lesz a C pont. Egyenessel kossiik 0ssze C-t A-

val, kapjuk a CA szakaszt.

/

Korzével a C-pontbdl vegyiik fel a CB tavolsagot. C-bdl rajzoljunk ivet a CA szakasz-

ra, majd jeloljiik a kapott metszéspontot X-el. Most szarjuk a korzot az A pontba és AX tavol-
sagot vigylik fel az AB szakaszra, legyen ez apont Y. Az Y pont az AB szakaszt az aranymet-
Szés aranyaban metszi, vagyis

AY _AB
YB AY’



Aranymetsz€s a geometridban

Aranymetszés a Fibonacci-sorozat vonatkozasaban

Definicio. A Fibonacci-sorozat olyan szamsorozat, amelynek els6é két tagja: f; = f, =1, a
tobbi tag pedig az f,, = f,_1 + fn—p rekurziv képlet segitségével definidlt szamsorozat meg-

felel6 eleme. Tehataz 1, 1, 2, 3, 5, 8, ...sorozat.

A kovetkezdkben bevezetiink egy fogalmat, és bizonyitas nélkiil megemlitiink egy té-

telt, amelyeket a késdbbiek soran hasznalni fogjuk.

Tétel. Két sokszog teriilete akkor és csak akkor egyezik meg, ha véges sok egyenessel egy-

masba atdarabolhatok.

Definicio. Azt mondjuk, hogy K;sokszog a K, sokszog atdaraboltja, ha véges sok egyenessel

a K; olyan konvex sokszogekre oszthatd, amelyeknek unidja a K, sokszog.

Tétel. Legyen f,, (n € N) a Fibonacci-sorozat n-edik eleme. Minden n > 2-re

ful = fasifa-r + (DL

A tételt ugy is megfogalmazhatnank, hogy a Fibonacci-sorozat barmelyik elemének a
négyzete, valamint az elemet megeldz6 és rakovetkezo elemnek a szorzatanak a kiilonbségé-

nek az abszolut értéke mindig 1, vagyis:

fnz — farifnr =1L

Ha geometriai szempontbol nézziik, fogalmazhatunk ugy is, hogy egy f,, oldalii négy-
zet és fn_1, fns+1 oldalu téglalap teriiletének a kiilonbsége mindig 1. A kdvetkezd furfangos

feladattal szemléltetjiik, hogyan lehet a teriiletek kiszamitasa utan ,,eltiintetni” az 1-et.



Aranymetsz€s a geometridban

Feladat. Egy 8 cm oldalu négyzetet daraboljunk fel a bal oldali abran lathaté modon, majd a

négyzet . I1. I11. IV. részeibdl allitsuk dssze a jobb oldali abran lathaté téglalapot.

5 3
V.
> \ ! G 5 H 8 c
5 0\ 5 w3 B
. 3 IV.
| — Dby
5 3 A 8 E 5 F

A négyzet teriilete: 82 = 64 cm?, a téglalap teriilete: 5+ 8 +5 = 65 cm?. Honnan

adodik a kiilonbség? A trikk az f,° — f,41fa—1 = 1 egyenletben van, mert tudjuk, hogy

atdaraboldssal a teriiletek megegyeznének. Ha pontosan jartunk volna el, a kdvetkezd abrat

kaptuk volna.

C
3
5 = 5
% B
3
A 8 E 5 F

A kozépen 1évé ABCD paralelogramma az egységnyi teriiletli tobblet. Ha ebben az el-
jarasban nagyobb Fibonacci-szamokat hasznalunk, akkor az AC 4tl6hoz jobban hozzasimulo

paralelogrammat fogunk kapni.

Ha az A, B és C pontok egy egyenesen, az 4tlon lennének, akkor az ABE ¢és a BCG harom-
szogek hasonlosaga miatt

BE CG

AE ~ BG
aranyt adhatnank meg.



Aranymetsz€s a geometridban

A valbsagban azonban BE _ 3¢ =2 teljesiil.
AE 8 BG 5
G 5 H 8 c
B 2 G
5. | 1 5
D 3 3
A 8 E 5 F

Az aranyok kiilonbségébdl nyilvanvalo, hogy az A, B és C pontok nem egy egyenesen
vannak, és az AB szakasz meredeksége nagyobb, mint BC szakaszé, ezért B pont az AC sza-

kasz felett van.

A Fibonacci-sorozat elemei természetes szamok, amelyeket 6sszeadassal kapunk meg.
Hogy jelenik meg t, egy irracionalis szam? Az el6z6 kis bevezetd utan vizsgaljuk meg a Fi-

bonacci-sorozat szomszédos elemei hanyadosanak a hatarértékét.

Tétel. A Fibonacci-sorozat egymast kovetd tagjainak hanyadosabol képzett sorozat hatarérté-

ke az aranymetszés aranya, .

Bizonyitas. Legyen a Fibonacci-sorozat szomszédos elemei hanyadosanak hatarértéke H.
lim 121 i J1__
now f n=o fr_q

Felirhatjuk:
lim f,,1 = lim f,, + lim f,,_4
n—ow n-w n-ow
Behelyettesitve:
fo + fam1 fn

lim ——— = lim =H
1+ lim fn-a = lim Jn

=H

1+1—H
=

H?—H-1=0

ami pedig az aranymetszés egyenlete, amelynek egyik gyoke t. ]



Aranymetsz€s a geometridban

Vizsgaljuk meg azt az iranyt, amikor 7-hoz rendeljiik a Fibonacci-sorozat elemeit.

Tétel. Barmely n természetes szam esetén a Fibonacci-sorozat n-edik eleme:
—_n —
1+ 5 1- 5

2 2

1
fnz_g

Bizonyitas. Meg kell konstrualni egy eljarast, amelyet felhasznalva megkapjuk a Fibonacci-
sorozat n-edik elemét. Tegyiik fel, hogy van olyan g™ g # 0 mértani sorozat, amelyre
teljesiil a rekurziés formula: g"*? = q™ + q™ 1. Ebbél kovetkezik > — g — 1 = 0.

Forditva, ha q a g2 — g — 1 = 0 egyenlet megoldasa, akkor a q™ sorozat kielégiti a rekur-

- - -n
s , . . 1+ 5 , 1- 5 , 1+ 5 ,
zios formulat. Az egyenlet gyokei g, = —— 6 @ =—5—, ezért az —— ¢s az
- n

1- 5 , . . SR TP .y , p c e g
——  mértani sorozat is kielégiti a rekurziés formulat, de még nem teljesiil rajuk az,

1+ 5

2

hogy a, = a, = 1. Kénnyen ellendrizhetd, hogy barmely c,d € R esetén az a,, = ¢

- n -n - n
. 1- 5 . 1+ 5 1- 5 . ke
¢saza, =d —— . sbtaza, =c +d —— mértani sorozatok kielégitik a re-

kurzids formulat, azonban olyan c és d értékeket kell keresniink, amelyekkel az

n

1+ 5" 1- 5
a, =c¢ > +d >

sorozatra teljesiiljon, hogy a; = a, = 1. Ez akkor teljesiil, ha

2 - 2

1+ 5 1- 5 1+ 5 1d =1,

+d — =1¢ésc

c

. 1, 1 1+ 5" -5 "
ez pedig, hac = —¢s d= - Azt kaptuk, hogy az a,, = ¢ > +d —,— sorozat

az, amire teljesiil, hogy a; = a, = 1¢és a,41 = a, + a,_,, amivel a tételt bebizonyitottuk.

10



Aranymetsz€s a geometridban

Az arany spiralis

Ebben az alfejezetben még egy szemléletes dolgot mutatunk be az aranymetszés €s az

Fibonacci-sorozat vonatkozasaban.

Ha Fibonacci-szamokat Ggy kezeljiik, mint négyzetek oldalainak hosszat, és azokat az

abran megfelel6 modon egymashoz illesztjiik az arany spiralist kapjuk.

Vizsgaljuk meg, mi van a konstrukcio mogott. Ne adott oldalhosszisagl négyzetek-
ben gondolkozzunk, hanem olyan téglalapokkal dolgozzunk, amelynek a hosszabbik oldaluk

ugy aranylik a rovidebbikhez, mint 7: 1. Az ilyen téglalapot, amely a kdvetkez6 abran is sze-

repel, nevezhetjiik ,,arany téglalapnak” is.

11



Aranymetsz€s a geometridban

Ha vesszikat =1+ % relaciot, és ha vesziink egy ABDF arany téglalapot, akkor ész-

revehetjiik, hogy a téglalapot fel lehet osztani egy ABCH négyzetre és egy kisebb CDFH
arany téglalapra. Vegyiik észre, hogy a kapott téglalapot ujra és ujra felbonthatjuk az eldbbi

modon, és ezt az eljarast a végtelenségig folytathatjuk.

Vegyiink két parhuzamos helyzetli és hasonlo téglalapot. Legyenek ezek példaul az
ABDF ¢és a HJEF. A hasonldsag miatt a J pont rajta van az ABDF téglalap BF atlojan. Az
AE ,BF,CG és DH egyenesek az Osszes téglalap 6sszes csliicsat tartalmazzak. Az ABDF tégla-
lapbol a CDFH téglalapot, a BF és DH egyenesek O pont koriili nyajtva forgatassal kapjuk.
Megfigyelhetjiik, hogy ez a hasonlosagi transzformacio6 az A4, C, E, G, I, ... pontokat a kovet-
kezdbe, és a B, D, F, H, ], ... pontok mindegyikét szintén a kovetkezdbe transzformalja. A
leképezés az O kozéppontl negativ iranyt negyedfordulatnak és az O(t~!) nytjtasnak a
szorzata. Ebbdl kovetkezik, hogy DH merdlegesBF-re. A transzformacionak az inverze min-
den téglalapot nagyobb téglalapba transzformal, az O pont koriili pozitiv negyedfordulatnak
¢s az 0 (1) nyujtasnak a szorzata. Az el6z6ekbol kovetkezik, hogy

0B BC
)

12



Aranymetsz€s a geometridban

Alakzatok, amelyek vonatkozasaban megjelenik az aranymetszés

Szabalyos 6tszig és az aranymetszés

Definici6. A szabalyos 6tszog olyan 6tszog, amelynek minden oldala egyenld hosszl és min-

den szdge ugyanolyan nagysagu.

Az Otszoggel kapcsolatban tobb nevezetes haromszoget figyelhetiink meg, amelyek
egyenldszart haromszogek.

A legszembetlindbbek azok a haromszogek, amelyekbdl ,,0sszerakhatd” az Gtszog.
Ezek az 6tszogek a kovetkezOképpen néznek ki. Az alapjaik az 6tszog oldalai, szaraik pedig
az OtszO0g koré irhatd kor sugarai. Az 0tszog oldalaihoz tartozd kozponti szogek nagysaga
360° : 5 = 72°, mig az alapon 1év0 szogek nagysdga 54°. Az aranymetszés szempontjabol
masik két fajta haromszogeknek van fontosabb jelentése.

Az egyik tipusban olyan haromszogek vannak, hogy alapjuk az 6tszog egyik oldala,
szaraik pedig az 6tszog két atloja. Ezeknek a haromszogeknek az alapon fekvé szogeik 72°, a
harmadik szogiik pedig 36°.

A masik fajta haromszogek tompaszogiliek, az el6z6 haromszogekbol ugy kaphatok
meg, hogy az alapon 1év6 szogeket megfelezziik. A keletkez6 haromszogeknek az alapja te-
hat szintén az Otszog oldala lesz, rajta a szogek 36 fokosak, a harmadik szogiik pedig 108°
lesz.

Vizsgaljuk az aranymetszést az 6tszog vonatkozasaban. Vegylink egy az elobb emli-
tett haromszoget az Otszogbdl, amelynek az alapja az 6tszog oldala, oldalanak végpontjait

kossiik Ossze a szemkozti csucesal, vagyis egy masodik tipusti haromszoggel dolgozzunk.

13



Aranymetsz€s a geometridban

Legyen ennek a haromszognek a két szara AB és AC. Ekkor ABC« = BCA<« = 72° ¢és
CAB<x = 36°.

A B cstcs koriil BC tavolsadggal huzzunk korivet, és a koriv az ABC haromszdgben
messe az AB oldalt a D pontban. Ekkor a BCD haromszog ugyancsak egyenld szara lesz, a
BD alapon fekv szogei ugyancsak 72°, mig a C csucsnal 1év6 szoge 36°. Ez azt jelenti, hogy
a BCD haromszog hasonlé az ABC haromszogh6z, meg még azt is, hogy a CD szakasz a BCA
haromszogben szogfelezd. Ezek szerint DCA<« = 36°, vagyis az ADC haromszog is egyenld
szara. Kaptuk: BC = DC = AD.

A szogfelezotétel szerint, vagyis a haromszog belsé szogfelezdje a szemkozti oldalt a

szomszédos oldalak aranyaban osztja, kapjuk:

BD CB
DA CA’
de DA = CB és CA = BA, amit behelyettesitve kapjuk:
BD (B
CB BA '’

ahonnan CB? = BD - BA, ami pedig azt jelenti, hogy a D pont az AB oldalt az aranymetszés
szerint osztja két részre.

A kapott eredményeket tétel formajaban is megfogalmazhatjuk.

Tétel. A szabalyos 0tszogben az atlo és az oldal hosszara az aranymetszés all fenn, azaz

atlé : oldal =t: 1.

14



Aranymetsz€s a geometridban

Ebbdl az eredménybdl kovetkezik az is, hogy egy korbe irt szabalyos tizszog oldalanak ¢és a

sugarnak az aranya szintén az aranymetszés.
Az atlok metszési aranya az 6tszogben
Tétel. Az atlok az aranymetszés ardnyaban metszik egymast.

Legyen az egységnyi oldalhosszusagut ABCDE 6tszog oldaldnak hossza g, az 4tld hossza pe-
dig p.

Vegyiik az EB ¢és AC atlok metszéspontjat, legyen ez a pont F. Vegyiik észre, hogy az
ECF és a BAF parhuzamos oldalu hasonlé haromszogek, valamint azt, hogy a DC ¢és az EF a

DEFC rombusz szemkozti oldalai.

A hasonlosagbdl a kovetkezd aranyokat irhatjuk fel

EF _EC __EB EB
FB _AB ' DC EF

15



Aranymetsz€s a geometridban

Otszogek az btszogben

Rajzoljuk fel ABCDE 6tsz6g minden atlojat. Mindegyik atldo masik két atlot fog met-
szeni. Legyenek a metszéspontok F, G, H, I és J.

Vizsgaljuk példaul az EC atlot. Ez az atlo F-ben és J-ben metszi az AD és BD atlokat.
Mivel a J pont az EC atlot az aranymetszés aranyaban osztja az EJD haromszog szintén
aranymetszési tulajdonsagi egyenldszari haromszog. Ebbdl az is kovetkezik, hogy F az az
EJ-t szintén az aranymetszésnek megfeleléen metszi. Mivel az E] szakasz hossza ugyanaz,
mit FC szakasz hossza, kovetkezik, hogy F] szakasz az EC atl6 kézepén van. Mivel EJ és FC
szakaszok hosszai megegyeznek az oldalak hosszaval, ezért FJ : ED = 1: 1.

Az atlokon a metszéspontok altal meghatarozott szakaszok szimmetria okok miatt
egyenlok:

F] =]l =1IH = HG = GF.
Az eredeti és az 0j 6tszogrdl az is elmondhatd, hogy a szogeik is megegyeznek, ezért

megfogalmazhato a kdvetkezo tétel:

Tétel. Otszdgben az 4tlok altal meghatarozott 6tszdg oldalai Gigy aranylanak az eredeti 6tszog

oldalaihoz, mint 1: (z — 1).
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Ha az eldbbi konstrukcional maradunk, vagyis ha az 6tszog atloit behuzzuk, azonban

az eredeti 6tszOg oldalait eltavolitjuk, akkor egy szabalyos 6tagu csillagot kapunk, amelyben
AH =HB =Bl =--=(GA

lesznek az oldalak. A csucsokban 1€év6 szogek 36°-sak lesznek. Az 6tszog tulajdonsagaibol és
az el6z0 szamitasokbol kovetkezik a kdvetkezo tétel.

Tétel. Az 6tszogbe irt csillagdtszog oldalai ugy aranylanak az eredeti 6tszog oldalaihoz, mint
T:1.

Megjegyzés. Az Otszogbe szerkesztett 6tszog és csillagotszog eljarasokat végtelen sokaig
folytathatjuk.

Az egységsugaru korbe irt 6tszog €s az aranymetszeEs

Legyen egy egységsugaru kor, amelybe az 6tszoget rajzoljuk. Legyen az 6tszog olda-

la: AB = q ¢és az atldja: BE = p. Els6 1épésként hatarozzuk meg a hosszukat. Egy oldal az

A

54°| 54°
B 36°
36

54°
36° E
N 1-9%/2
36° B 36
54°

P
q

Otszog kore irt kor kdzéppontjabol 72° alatt latszik. Az dbrén lathaté modon O kdzéppontbol
C ¢és D csucsba behuzhatjuk a sugarakat.

T D

Vegyiik észre, hogy CTO,~ASB,. Ekkor: @=q

q2
T =7 ¢ ekkor AS
2
|AO| = 1, a kor sugara, igy 0S = A0 — AS = l—q?.

Tikrozziik az O pontot S-re, igy kapjuk O;-et. Az 0,E szakasz az SEA haromszog

2
- q
szakasz értéke: 0,5 = 5

szogfelezdje, ezért az AS oldalt a szomszédos SE €s AE oldalak aranyaban osztja. Ezért 045
p

2 2 2 2
2 =-P1_pe0S|=1-L ezért:1-L =1 __
sta  2(2q+p) 2 2 2(2q+p)
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Rendezés utan kapjuk az elsé egyenletiinket:

_9@* -2
1—gq?
Masodik egyenletet ugy kapjuk, hogy az SE0O,; héaromszogre alkalmazzuk a
2 2 2
Pitagorasz-tételét: 1 — q? g = 1. A valtozokat szétvalasztva kapjuk:
p? = 4q? — g*
2 oy 2

Ha behelyettesitiink p?-be kapjuk, hogy q(lq__qzz) = 4% — q*. Rendezés utan egy

bikvadratikus egyenletet kapunk: g* — 5g% + 5 = 0.

Az egyenlet megoldéasa utan kapjuk, hogy g% = % Mivel g az egységsugara korbe

irt 6tszog oldalhosszisagat adja, a feladat szempontjabol a negativ eléjelnek van értelme (a

pozitiv eldjellel nagyobb szamot kapnank, mint 1).

A szabalyos 6tszdg oldala tehat: g2 = 5_2—5 ¢sq =1,176 ...

Az atl6 a p? = 4q? — q* egyenletet felhasznalva: p? = % ésp =1,902 ...

Emlékezziink vissza korabbi ismeretekre, amelyeket az dolgozat elején ismertettiink:
x2=x+1 é y? =y + 1. Ezek felhasznaldsabol kapjuk, hogy p? =x+2=x2+1 és
g?=y+2=y%+1.

Azoldal: g = y?+1,azatlo:p= x2+1.

.. . , D x%+1 x%+1 . . . , v
Az Osszefiiggés: - o I, Yoami azt jelenti, hogy a szabalyos 0tszog at-
y —t
X

16ja és oldala kozott az aranymetszés aranya all fenn.
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Ikozaéder és az aranymetszés

Definicio. Ikozaéderen olyan konvex poliédert értiink, amelyet 20 lap hatarol. Szabalyos iko-

zaédert 20 szabalyos haromszoglap alkot, a csicsokban 5-5 talalkozik.

Az ikozaéderben egy csucsra illeszkedd haromszogek olyan gulat alkotnak, amelynek
alapja szabalyos 6tszog. Az ikozaéder barmely két szemkdzti éle olyan téglalap oldalai, ame-
lyeknek hosszabbik oldalaik, a szabalyos 6tszogek atloi. A szabalyos 6tszog atlojanak hossza,
az oldala hosszanak a t-szorosa. Az arany téglalap oldalai hosszanak aranya éppen 7:1. Az
ikozaéder 12 csucsat harom paronként egymasra merdleges arany téglalap csucsai alkotjak.

Az origd kozépponti ikozaéder Descartes-féle koordinatai megadhatok tehat az alabbi
formaban:

0; £1; 1), (1, %7 0), (£7; 0; £1).
Ha egy négyzetbe beirunk egy arany téglalapot, mint ahogyan a kovetkezd abran lat-

szik, a téglalap a négyzet oldalait 7 : 1 ardnyban osztjak.




Aranymetsz€s a geometridban

Ha a négyzetet azonositjuk az oktaéder harom ,,egyenliti” négyzetének egyikével,

akkor azt kapjuk, hogy az oktaéderbe irt ikozaéder csucsai az oktaéder €éleit T : 1 ardnyban
osztjak.

Dodekaéder és az aranymetszés

Definici6. Dodekaéderen olyan konvex poliédert értiink, amelynek 12 lapja van. Altaldban a
szabalyos dodekaédert értjiik alatta, azt a szabalyos testet, amelyet 12 szabalyos 6tszog alkot,

melyek koziil minden csticsban 3-3 talalkozik. Dudlis poliédere az ikozaéder.

N~— >

A dodekaéder téglalapok némiképp eltérnek az ikozaéderhez sziikséges arany tégla-
lapoktol. Oldalhosszusagukhoz eztttal nem csupan 7 értékre lesz sziikségiink, hanem az
arany téglalapbol a négyzet levagasaval keletkezett 7— 1 értékre is.

Az origd kozépponti dodekaéder Descartes-féle koordinatai megadhatok az aldbbi

formaban:

#L £5 #1), (0 +5; £0), (G5 x50, 1 0 4o

A dodekaéder koré irhatd gomb sugara

Feladat. Szamitsuk ki az egységnyi oldalélii dodekaéder koré irhaté gomb sugarat. A gomb

illeszkedni fog a dodekaéder 20 csucsara.
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Vegyiink egy D csucsot a dodekaéderen €s vegyiik a hozza legkdzelebb allo 3 cstcsot,
A-t, B-t, és C-t.

=

a=1
Ez a harom cstics a D csuccsal egyiitt egy szabalyos haromszog alapt gulat alkot. Ek-

kor az ABC haromszog oldala éppen az egységnyi oldalhossza szabalyos 6tszog atloja, hosz-

szusaga s =X.

A gala magassagvonalanak talppontja az ABC haromszog kozéppontja. Ahhoz, hogy

meghatéarozzuk a csucsok tavolsagat a kozéppontdl, a gilaval kell szamolnunk.

D
a=1 y I3
X3 |\
r r-y/h3
K 0

Az x oldalhosszusagu egyenld szari haromszog stlyvonalanak a hossza: xT Az M

pont a harmadolopontban van: AM = % . Tekintsiik az AMD héaromszoget és az AOD harom-
szoget.

Pitagorasz-tételt alkalmazva az AMD haromszogre:

M= 1-7= —5—= 3

x2 3—x2_ x2+y2—x2_y
3

Az AOM haromszogre alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:

x 3

r=—.
2
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