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1. Bevezetés

A 19. szazad elején kezdtek a matematikusok mélyebben foglalkozni azzal a
kérdéssel, hogy vajon bizonyos kategoridba tartozé fliggvények, mint példaul
a monoton vagy a folytonos fiiggvények mindeniitt vagy esetleg véges sok
ponttol eltekintve differencialhatok-e.

A téma egyik els6 kutatoja Ampére volt. 1806-ban megjelent egy értekezése,
amiben ugy vélte, hogy ,tetszés szerinti” fiiggvény mindeniitt differencidlhato,
kivéve esetleg bizonyos ,kiilonleges és elszigetelt” pontokat. Ervelése azonban
nem 4allta meg a helyét a szigora kritikdkkal szemben.

A 19. szazadban sziiletett elsé eredmények negativak voltak ebben az
iranyban. Weierstrass véget vetett a folytonos fliggvények differencialhatosaga-
nak kimutatasara iranyuld ismételt eréfeszitéseknek. 1861-t6l kezdve el6ada-
saiban, majd egy 1872-ben megjelent cikkben példat kozolt egy olyan folytonos
fiiggvényre, amely sehol sem differencidlhato. (1830 koriil Bolzano méar talalt
példat ilyen fiiggvényekre, kutatésait azonban nem kozolhette, mert ebben az
idgszakban megfosztottak a tanitas és konyviras jogatol.) Késsbb egyre tobb
ilyen fliggvényt talaltak, a munkiban az analizis kutatas joforman minden
jelentGs személyisége részt vett.

Azonban nemcsak negativ eredmények sziilettek a témaban. Nagyon
fontos attorést jelentett Lebesgue tétele, amely kimondja, hogy egy inter-
vallumon folytonos monoton valos fiiggvény az intervallum majdnem minden
pontjaban differencialhaté. A majdnem minden pontot itt agy értjik, hogy
egy 0 Lebesgue-mértéki halmaztol eltekintve. A dolog szépsége részben ab-
ban is rejlik, hogy mind a O-mértéki halmaz definici6ja mind a Lebesgue-tétel
bizonyitasa elmondhatd a Lebesgue-mérték és integral részletes bevezetése
nélkiil.

Ebben a dolgozatban egy- és tébbvatozos konvex fiiggvények folytonossagat
és egyszeres differencialhatosdgat vizsgaljuk. ElGszor Lebesgue tételének
segitségével megmutatjuk, hogy egy intervallumon értelmezett egyvaltozos
valés konvex fiiggvény az intervallum majdnem minden pontjdban egyszer
differenciadlhato. Az egyvaltozos esetben ezutan megmutatjuk azt az erGsebb
allitast, hogy egy konvex fiiggvény az intervallum legfeljebb megszamlalhato
pontjanak kivételével mindenhol differencialhato. Ez utébbi azt is mutatja,
hogy a konvexitas erGsebb feltétel mint a monotonités, hiszen tudjuk, hogy
a Lebesgue-tételben a kivételes pontok nullamértékiiségénél tobbet Aallitani
nem lehet. Szeretnénk itt azt is megjegyezni, hogy a masodik derivalt al-
kalmas definicivja mellett azt is be lehet bizonyitani, hogy egy interval-
lumon értelmezett konvex valos fiiggvény az intervallum majdnem minden
pontjaban kétszer differencidlhato. Ez Alexandrov hires tétele, azonban en-
nek targyalasiatol ebben a dolgozatban eltekintiink. Végiil a dolgozat utolso



részében a tobbvaltozds konvex fiiggvények folytonossagi tulajdonsagait vizs-
galjuk.

Meg szeretnénk jegyezni, hogy a dolgozatunkban 1é6v6 eredmények ge-
ometria fontossaga abban a tényben rejlik, hogy egy n-dimenziés euklideszi
térbeli konvex test hatara lokalisan leirhaté egy konvex fiiggvény grafjanak
segitségével. Ezaltal fontos informaciot nyeriink konvex testek hatardnak
differenciadlhatoséagi tulajdonsagaira. A témat P. M. Gruber Convezr and Dis-
crete geometry [1] cimd nemrég megjelent konyvének idevagod része alapjan
targyaljuk.



2. Monoton fiiggvények differencidlhatésaga

Mint mar korabban emlitettiik, az els6 alapvet§ fontossagh, pozitiv ered-
mény a differencidlhatosag problémaéja terén Lebesgue tétele a monoton fiigg-
vényekrol:

2.1. Tétel. Minden folytonos monoton fiigguény majdnem mindenditt diffe-
rencidlhato, azaz a kivételes pontok legfeljebb nullamértékd halmazt alkotnak.

Lebesgue e tételét, amelyben egyébként a folytonossig feltétele elhagy-
hato, 1904-ben kozolte. Megjegyezziik, hogy a tételben 1év6 lényeges feltétel,
nevezetesen a monotonitas, lecserélhets pl. arra, hogy a fliggvény abszolut
folytonos. Ezzel kapcsolatos részletes informécio talalhato példaul a [2] konyv
17. és 18. szakaszaban.

A Lebesgue-tétel allitisaban érdekes moédon nem jatszik szerepet sem a
Lebesgue-integral fogalma, sem az altalanos mértékfogalom. A nullamérték
halmazok fogalma egyszeriien, néhany szoban megfogalmazhato. Igy a tétel
a Lebesgue-féle integralelmélettdl fiiggetleniil is bizonyithato.

1. Definici6. Akkor mondunk ponthalmazt Lebesgue szerint nullamértékinek,
ha lefedhetd intervallumoknak egy olyan véges vagy megszamldlhatoan végte-
len rendszerével, amelynek Osszhosszisdga tetszés szerinti kicsi eldre adott
pozitiv € szamnal kisebb.

A befed§ intervallumok tetszéleges tipustak lehetnek, azaz nem szamit,
hogy nyiltak, zartak vagy félig zartak. Ezért mindig szoritkozhatunk nyitott
intervallumokkal valé befedésekre.

A definiciobo6l azonnal kovetkezik, hogy nullamértékd halmaz minden
részhalmaza is nullamértékd, és hogy véges vagy megszamlalhatoan végtelen
sok nullamértékii halmaz egyesitése is nullamértékd. Mivel az egyetlen pont-
bol all6 halmaz nullamértéki, kévetkezik, hogy minden véges vagy megszam-
lalhato sok pontbdl all6 halmaz is nullamértékii.

A kovetkez§ alternativ definicit az elzével ekvivalens, és néha konnyebben
hasznalhato.

2. Definici6. Valos szamok eqy halmaza akkor nullamértékid, ha bezdrhato
véges 6sszhosszusagu intervallumrendszerbe ugy, hogy a halmaz minden egyes
pontja végtelen sok intervallum belsejébe essék.

A Lebesgue-tételben szereplé majdnem mindeniitt kifejezést abban az
értelemben hasznéljuk, hogy a széban forgo allitas mindeniitt érvényes, kivéve
legfeljebb egy nullamértékd halmaz pontjait.



Bizonyitasunkban fel fogjuk hasznalni az aldbbi monoton fliggvényekre
vonatkozo6 egyszert allitast. Egy intervallumon értelmezett valés monoton
fiiggvénynek véges vagy megszamlalhatoan végtelen sok szakadasi helye lehet.
Ezt a kovetkezSképpen lehet belatni. Rendeljiik hozza minden z( szakadasi
helyhez az y tengelyen a

f-(z0) <y < fi(xo)

intervallumot, ahol f_(xz¢) jeloli az f(x) fliggvény xq-beli baloldali hatarértékét
és fi(xo) jeloli a jobboldali hatarértéket. A fliggvény monotonitasa miatt
ezek a hatarértékek az intervallum minden pontjaban léteznek. Az igy ki-
jelolt intervallumok nem nytulhatnak egymésba, hiszen ha létezik az x( és az
xy szakadasi hely, ahol xg < xj, ekkor jeloljiink &-vel a két szakadasi hely
kozott egy tetszéleges pontot, nyilvan

f=(w0) < f(£) < fi(x0).

Az igy kapott intervallumoknak véges vagy megszamlalhatoan végtelen a
szama, illetve a szakadasi helyek, amelyekhez ezeket az intervallumokat ren-
deltiik, szdma is véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

3. Egyvaltozos konvex fliggvény folytonossaga
Mindenekel6tt bevezetjiik a valos fiiggvények konvexitdsdnak fogalmat.

3. Definicié. Az I C R intervallumon értelmezett f(z) : I — R figgvényt
konvexnek nevezzik I-n, ha tetszéleges x1,x9 € I, 11 < x5 és X € [0, 1] esetén

FOz1+ (1= A)za) < Af(z1) + (1= A) f(22).
Most bebizonyitunk egy technikai allitast, amit késébb felhasznalunk.

3.1. Lemma. Legyen az I C R intervallumon értelmezett f: I — R fiigg-
vény konvex. Ekkor

)~ 1) _ [ = 1) _ () - 1)

Yy—x B Z—x B zZ—1

minden x,y,z € I, © <y < z esetén.

Bizonyitas. Legyen x,y,z € I, v <y < z, és vegyiink egy olyan 0 < A < 1
konstanst, hogy y = (1 — ANz + A\z. Az f fliggvény konvexitasa adja a kivant
egyenlGtlenségeket:



fly) = flx) _ f(A =Nz +Az) - f(x) <

y—2x  (I1=Nz+lz—=x
< A=Nf@) +Mf(2) = fx) _ f(z) = f(2)
- (1-XNz+ X z—=x z—x

fG) = f) _ [ = f(A=Nz+Az)  f(z) = (1 =N f(x) = Af(2)

z2—y z—(1=XNz— Az - z—(1=XNz— Az

0J

Az alabbiakban kimondunk két definiciot, amire a késGbbiekben sziik-
ségiink lesz.

4. Definici6é. Az I C R intervallumon értelmezett f : I — R valds fligguény
Lipschitz tulajdonsdgi vagy Lipschitz-folytonos a J C I részintervallumon,
ha létezik olyan L > 0 konstans, hogy

[f(x) = f(y)] < L]z -yl

minden x,y € J-re.

5. Definici6é. Az I C R intervallumon értelmezett f : I — R filigguény
abszolut folytonos a J C I részintervallumon, ha minden € > 0-hoz létezik
olyan & > 0, hogy tetszdleges paronként nemdtfedd 6-ndl kisebb dsszhosszisdgi
[a;,b;) C J, i =1,...n intervallumok esetén

D 1f )~ f@)] <=

Azt konnyen belathatjuk, hogy minden Lipschitz tulajdonsaga vagy Lip-
schitz-folytonos fiiggvény abszolut folytonos is, hiszen ha egy tetszGleges € >
0-hoz a ¢-t gy vélasztjuk meg, hogy 6 = %, akkor automatikusan teljesiil
az abszolut folytonossag feltétele. Tovabba egy abszolut folytonos fiiggvény
nyilvan folytonos is.

3.1. Tétel. Legyen az I C R intervallumon értelmezett f . I — R fiigguény
konvez, és legyen J olyan kompakt részintervalluma I-nek, amely I belsejében
van. Ekkor f(z) Lipschitz tulajdonsdgi és abszolit folytonos J-n. Tovdbbd
f folytonos az I intervallum belsejében.



Bizonyitas. A tétel el6tti megjegyzések alapjan a bizonyitashoz nyilvan
elegend6 megmutatni, hogy az f fiiggvény Lipschitz tulajdonsaga a J-n. Ve-
gyiink tetszéleges u,v,w,z € I, u < v, w < z szdmokat gy, hogy u,v a
J-t6l balra helyezkedik el, w, z pedig a J-t6l jobbra. Legyen x,y € J, x < y.
Alkalmazva az el6z6 lemmat u, v, x-re és v, x, y-ra, kapjuk a kdvetkezs egyen-

16tlenséget:
f0) =) _ f0) = (@)

v—u y—2x

Hasonloképpen, alkalmazva a lemmét z, y, w—re és y, w, z-re kapjuk, hogy

f) = f@) _ ()= f(w)

y—x zZ—w

IN

Ezek az egyenl6tlenségek egyiitt adjak, hogy
)= 0] ¢ f[HO=S10) SO =S
- ’ Z—w '

|z =y v—u

OJ

4. Egyvaltozos konvex fiiggvények egyszeres dif-
ferencialhat6saga

A Lebesgue-tétel kimondja, hogy egy intervallumon értelmezett abszolut
folytonos valos fliggvény az intervallum majdnem minden pontjaban diffe-
rencidlhatd, lasd [2] 18. szakasz. Ezt kombinélva az el6z6 tétellel kapjuk,
hogy az I C R intervallumon értelmezett f : I — R konvex valos fiiggvény
majdnem mindenhol differencialhatd I-ben. Azonban az f fliggvény kon-
vexitasa egy ennél még erdsebb dolgot eredményez: f differencialhaté I-ben
mindenhol legfeljebb megszamlalhatoan sok pont kivételével.

A fenti allitds bizonyitasahoz sziikséges a bal- és a jobboldali derivalt
fogalma, ezért ezeket pontosan definialjuk.

6. Definicid. Legyen az f(x) valds fiigguény értelmezve az I intervallumon
és legyen xo € I. Ekkor az f(x) fiigguény xo-beli bal- illetve jobboldali f (),
fjr(:zro) derivdltjait a kovetkezdképpen értelmezziik:

f,_(xo)z lim M)

y—xo—0 Yy — Zo

ahol xq nem az I bal oldali végpontja.



filwo) = y—1>ixr(?+0W’

ahol xo nem az I jobb oldali végpontja.

4.1. Tétel. Legyen az I C R nyitott intervallum és f : I — R konver
figgvény. Ekkor az I minden pontjiban léteznek a nem csékkend (nem szik-
ségszerdien szigorian) f_(z) és f.(x) féloldali derivdltak, és f_(x) < f. ()
minden © € I. Az f(x) fiigguény pontosan azokban az x € I pontokban
differencidlhatd, ahol f (x) folytonos. Ezért f'(x) létezik I-ben mindenhol
legfeljebb megszamldlhatoan sok pont kivételével.

Bizonyitas. A bizonyitast a kovetkezd egyszert ténnyel kezdjiik.

Tekintsiik az I nyilt intervallumon monoton névé folytonos f,(z) valos
fiiggvények monoton névé sorozatat, amely konvergal a g(z) fiiggvényhez az
I intervallumon. Ekkor azt allitjuk, hogy g(x) balrol folytonos minden x € I-
re. Az f,(x) fiiggvények monotonitasabol kovetkezik, hogy ¢(z) is monoton
nové. Legyen az xg € [ és legyen x; — xg — 0 egy olyan sorozat, hogy z; € I
minden i-re és x; balr6l tart xo-hoz. Mivel az f, fiiggvények folytonosak I-n,
igy minden n-re igaz, hogy f.(z;) — fu(zo), ha i — oo. Tovabba f,(z¢) —
g(xo) ha n — oco. Az f,(z) fiiggvények monoton névé tulajdonsidga miatt és
amiatt, hogy monoton n6vé médon konvergalnak g(x)-hez az I intervallum
minden pontjaban kovetkezik, hogy minden € > 0 szdmhoz létezik olyan N(¢)
kiiszObszam, hogy ha m > N, akkor | f,,(z.,) — g(z0)| < . Ekkor tetszéleges
m > N esetén igaz, hogy

19(zm) = g(zo)| < [fm(zm) — g(x0)| <&

A tétel igazolasahoz elgszor megmutatjuk, hogy f (z), f;(x) létezik az [
intervallumon és

(@) < filz) < fL(y) < £ )
minden x,y € I, x < y szamra.
Legyen z,y € I, x <y. A 3.1 lemméabol kovetkezik, hogy

Fw) ~ f(x) _ f() = F@) _ flw)— f(@)

w—x B Z—x o Yy—x

minden w,z € I, w < x < z < y szamra, és az els§ két kifejezés nem
csOkkend w-ben illetve z-ben. Igy ezek hatarértékei léteznek, ha w — = — 0
és z — = + 0, és igy azt kapjuk, hogy f (z), f; (x) léteznek és

Fw < i@ < W20,



Hasonlo érveléssel megmutathato, hogy f_(y), fi(y) létezik I-n, és

fly) — f(z)

— fly) < fiy).

Masodszor, megmutatjuk, hogy f_ folytonos balrol és fjr pedig jobbrol.
Ehhez elgszor definidljuk a g, (z) (n = 1,2, .. .) fliggvénysorozatot a kivet-
kez6képpen.

) = LG =D 1)

minden olyan x € I-re, amelyre x — % el

A g,(x) fliggvények folytonosak és nemcsokkenéek a 3.1 lemma miatt,
és megintcsak a 3.1 lemmabol kovetkezik, hogy a g¢,(x) fiiggvények olyan
nemcsOkkend sorozatot alkotnak, amely f/_(x)—hez konvergal minden z €
I-re. Igy a bizonyitas elején mondottakboél kovetkezik, hogy f (z) balrél
folytonos. Az f’+ jobboldali folytonossaga hasonléan mutathato meg.

Harmadszor, megmutatjuk, hogy f’(z) létezik pontosan az olyan x € [
pontokban, ahol f~ folytonos.

Legyen = € I és tegyiik fel, elgszor, hogy f_ folytonos z-ben. Ekkor
kovetkezik, hogy

folz) < (o) < fL(y)
minden y € [-re, ahol x < y. Tartson az y az x-hez az [-ben jobbrol. Az
f. a-beli (baloldali) folytonossagabol kévetkezik, hogy f_(z) = f. (z) amely
pedig f'(z) létezését igazolja. Masrészt tegyiik fel, hogy f_ mnem folytonos
x-ben. Ekkor viszont

’

fo(@)< lim f(y) < lm f,(y) = f,(2)

y—z+0" — y—z+0

Ennélfogva f'(r) nem létezik. Ezzel az f’-r6l megmutattuk, hogy pontosan
azokban az x € I pontokban létezik, ahol f” folytonos.

A tétel maga végiil abbol kovetkezik, hogy egy nem csékkend fiiggvénynek
I-n legfeljebb megszamlalhatéan sok szakadésa lehet. 0

5. Egyvaltozos konvex fliggvények kétszeres dif-
ferencialhat6saga

Egy egyvaltozos valos fliggvény majdnem mindenhol valo kétszeres differen-
cialhatosagat egy [ intervallumban a kovetkezSképpen definidljuk: az I C R
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intervallumon értelmezett f : I — R fiiggvény majdnem mindenhol kétszer
differencialhato I-n, ha létezik olyan M, N C I 0-mértékt halmaz, hogy az

i fW) = F@

y—z Y —2x

f'(x) =
hatérérték minden x € I\ M-re létezik, és a

lim f'ly) — (@)
yZI\M y—r

hatarérték is létezik minden « € I\ (M U N)-re.

Az utoébbi hatarérték definialja f(x) fiiggvény masodik derivaltjat x € I-
ben, amelyet f”(x)-szel jeloliink.

Az olvasé kényelme miatt definialjuk az o(-) és O(-) Bachmann-Landau
szimbolumokat:

Legyen g, h : I — R fiiggvény és = € I egy tetszbleges pont. Ekkor azt
mondjuk, hogy

9(y) = o(h(y)), y— =z, yel,
ha —ngzg\ — 0 tetszéleges y — z, y € I, y # x esetén.

Tovabba azt mondjuk, hogy

9(y) =O0(h(y)), y— =z, y€el,

ha |g(y)| = K |h(y)|, minden y € I-re, amely elegendGen kozel van a-hez.
Itt K egy megfelel6 konstans.

cs s

csit gyengébb. Azonban jol megtestesiti az altalanos kétszeres differencial-
hatosag alapgondolatat és megvan az az el6nye, hogy konvex fiiggvényekre
igaz a kovetkezd tétel.

5.1. Tétel. Legyen I C R nyitott intervallum és f : I — R konvex fiigguény.
Ekkor f kétszeresen differencidlhaté majdnem mindenhol I-n. Azonkiviil,
majdnem minden x € I-re,

F) = £@) + F' @)y~ 7) + 3 @)y — 0+ olly — o)
ahol y — x, y € 1.

A tétel bizonyitasatol itt most eltekintiink.

11



6. Tobbvaltozés konvex fiiggvények folytonossaga
El6szor megadjuk a konvexitas definiciojat R%-beli halmazokra.

7. Definicié. A C' C RY halmazt konveznek nevezziik, ha tetszéleges x,y € C
pontok esetén az dkel dsszekotd [x,y| szakasz is benne van C-ben. Mdsképpen
fogalmazva, C konvez, ha

1=Nz+MyeC
minden x,y € C, 0 < A < 1.

A fenti definici6 segitségével most mar definialhatjuk, hogy egy tobbval-
tozos fliggvényt mikor neveziink konvexnek.

8. Definicié. Az f : C' — R walds fiigguényt konvernek nevezzik, ha a C
halmaz konvez és

J(1 =Nz +Ay) < (1= N)f(z) + Af(y)
minden x,y € C, 0 < A < 1.

Tekintsiink egy C' C R-en értelmezett f : C — R valos fiiggvényt. Az
f fiiggvényt Lipschitz tulajdonsagunak nevezziik a D C C' részhalmazon, ha
létezik egy olyan L > 0 konstans, egy Lipschitz konstans, ugy, hogy

|f(x) = f(y)| < Lz —yl|

tetsz6leges x,y € D, ahol || - | jeloli a szokdsos euklideszi normat R-n.
Tovabbé az f fliggvényt lokalisan Lipschitznek nevezziik az x € C' pontban,
ha z-nek létezik olyan N kornyezete, hogy f Lipschitz tulajdonsagi C'NN-en.
A megfelel6 Lipschitz konstans az x-t61 és az N-t6l fiigg.

6.1. Tétel. Legyen C C R? és f : C — R konvez fiigguény. Ekkor az f fiigg-
vény Lipschitz tulajdonsdgi a C' belsejének minden kompakt részhalmazan.
Tehdt specidlisan az f fiigguény folytonos a C' belsejében.

Bizonyitas. Jel6lje int C' a C' halmaz belsé pontjainak halmazat.

Mivel definici6 szerint egy kompakt halmaz tetszéleges nyilt halmazokkal
val6 fedésébdl mindig kivalaszthatd véges fedés, igy elegendd a kovetkezdket
megmutatni:

(1) Legyen x € int C. Ekkor f lokdlisan Lipschitz x-ben.
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Ha az (1) allitas igaz, akkor tetszéleges D C int C' kompakt halmaz e-
setén minden x € D pontnak van olyan nyilt gdmbkornyezete, amelyben az
f Lipschitz és ezen géombkornyezetek unidja lefedi D-t. Ekkor D kompakt-
sdga miatt a fenti gombkornyezetekbdl kivalaszthatéo véges sok, ami még
mindig lefedi D-t. Ebbgl konnyen kovetkezik, hogy az f fliggvény Lipschitz
tulajdonsagi D-n.

El6szor, megmutatjuk, hogy

(2) létezik olyan a,e > 0, hogy N(2e) C int C és a az [ felsd korldtja
N(2¢)-n.

A (2) allitas bizonyitasdhoz elegends megmutatni, hogy az f feliilrsl
korlatos egy olyan C-beli szimplexen, ami belsejében tartalmazza N (2¢)-
t. Legyen S olyan szimplex a C-ben, amelynek csicsai x1, o, ..., Tq11, €S
amelyre x € int S. Ha y € S, akkor y = Axy + ... + Agr17441, ahol
Ayee oy Agrr 2> 0, Ar+ ...+ Mgy = 1. Ekkor a Jensen-egyenl6tlenségbdl
kovetkezik, hogy

f) = frr+ .o+ Aapaagrr) < A f(on) + o004 Aa f(Tag1)
<|flx)] 4.+ [ f(2ag)] = o

Masodszor, megmutatjuk, hogy
(3) létezik olyan v > 0, hogy v az |f| egy felsd korldatja N(2¢)-ban.
Legyen y € N(2¢). Ekkor
2t —y=x—(y—x) € N(2¢) C C
és igy teljesiil, hogy

1

r0) =1 (520 -) < 30+ -y

az f konvexitasa miatt. Ez a (2) allitassal egyiitt adja, hogy

a> fy) =2f(z) = f2x —y) =2 2f(z) —

Ennélfogva

[f(y)] < max{a,|2f(z) —al} =~
Harmadszor, megmutatjuk, hogy

(4) f Lipschitz tulajdonsdgi az L = 2?7 Lipschitz konstanssal az N(g)-n.
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Legyen y,z € N(e), y # z tetsz6leges. Valasszunk olyan w € N(2¢)-t,
amelyre igaz, hogy z € [y,w] és |[w — z|| = e. Mivel az f megszoritasa az
[y, w] szakaszra konvex, az 3.1-es lemmabol és a (3) allitasbol kovetkezik:

f2) = fly) _ flw) = f(z) _ 2y

S_
Iz =yl lw = 2| 2

<

Y

azaz

1) = 1w < L=yl

Nyilvan ugyanez igaz, ha y-t és z-t felcseréljiik. Igy tehat

1f(z) = fW)| < Lz —yll,

ahol L = 2X. Ezzel befejeztiik (4) bizonyitésat, és fgy az (1) allitdsét is,
amibdl pedig a tételt mar kovetkezik. 0
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