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A politép f-vektora (f_1,fy, fi,...,fq) felsorolja a kiilonbdz8 dimenzidja
lapjainak a szamat. J
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A politép f-vektora (f_1,fy, fi,...,fq) felsorolja a kiilonbdz8 dimenzidja
lapjainak a szamat.

Példaul a kocka

f-vektora

(1,8,12,6,1)
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Kombinatorikus ekvivalencia

Tartalmazast meg6rzé bijekcié a lapok halmazai kozt. ]
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Kozos f-vektor

Nem ekvivalens politépoknak lehet azonos az f-vektora: ]

Major Laszl6 (Tampere) Az f-vektorok kombinatorikaj November 22, 2012 4 /30



Nem ekvivalens politépoknak lehet azonos az f-vektora: J

(1,6,12,8,1)
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Az f-vektorok karakterizacidja

3 dimenziéban:
Ernst Steinitz: Uber die Eulerschen Polyederrelationen. Archiv fiir
Mathematik und Physik 11 (1906), 86-88.
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Az f-vektorok karakterizacidja

3 dimenziéban:

Ernst Steinitz: Uber die Eulerschen Polyederrelationen. Archiv fiir
Mathematik und Physik 11 (1906), 86-88.

Mar 4 dimenziéban sem teljes a karakterizacié:
Branko Griinbaum: Convex polytopes. Vol. 221 of Graduate Texts in
Mathematics, Springer, 2003. (Original ed.: Interscience, 1967.)
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Az f-vektorok karakterizacidja

3 dimenziéban:
Ernst Steinitz: Uber die Eulerschen Polyederrelationen. Archiv fiir
Mathematik und Physik 11 (1906), 86-88.

Mar 4 dimenziéban sem teljes a karakterizacié:
Branko Griinbaum: Convex polytopes. Vol. 221 of Graduate Texts in
Mathematics, Springer, 2003. (Original ed.: Interscience, 1967.)

Magasabb dimeziéban szimpliciélis politépokra tisztazott a kérdés a
nevezetes g-tétel altal:

L.J. Billera, CW. Lee, A proof of the sufficiency of McMullen’s conditions
for f -vectors of simplicial convex polytopes, J. Combin. Theory Ser. A 31
(3) (1981) 237-255.

R.P. Stanley, The number of faces of a simplicial convex polytope, Adv.
Math. 35 (3) (1980) 236-238.
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Az f-vektorok alakja

(k)
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Nyitott kérdések

Mi az a legnagyobb n(d) egész, amire barmely d-politép esetén J

fo<f <. < foa
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Nyitott kérdések

Mi az a legnagyobb n(d) egész, amire barmely d-politép esetén J

fo<f <. < foa
d+2
)
Szimplicidlis politépokra érvényes, hogy n(d) = LgJ
A. Bjorner, Partial unimodality for f-vectors of simplicial polytopes and
spheres, in Jerusalem Combinatorics 93, 1994, 45-54.

Bjérner sejtése: n(d) = |
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Nyitott kérdések

f(k)
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Nyitott kérdések

fk)
k
Mi a fennsikok maximalis hossza h(d) J
fk = fer1 = = fign(d)-1
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Nyitott kérdések

fk)
k
Mi a fennsikok maximalis hossza h(d) J
fk = fer1 = = fign(d)-1

Eckhoff sejtése: barmilyen hosszi fennsik is lehetséges, ha a dimenzié nagy.
f = (6370,25679,41924,41924,41924, 41924, 25679, 6370)

J. Eckhoff: Combinatorial properties of f-vectors of convex polytopes,
Normat 54, no. 4 (2006), 146-159.
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Barany-sejtés

fk)
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Barany-sejtés

AN

Létezik-e olyan b(d) valds konstans, hogy barmely k-ra )

fx > b(d)min(fy, f3_1)
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Barany-sejtés

AN

Létezik-e olyan b(d) valds konstans, hogy barmely k-ra )

fx > b(d)min(fy, f3_1)

Barany sejtése: b(d) = 1 esetén altalaban érvényes a fenti 9sszefiiggés.

Major Laszl6 (Tampere) Az f-vektorok kombinatorikaja November 22, 2012 9 /30



Unimodalitasi sejtés

.10,45,120, 205,222,140, 40,

fi<fh<...<fh=>...21f1>1.
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Unimodalitasi sejtés

.10,45,120, 205,222,140, 40,

fi<fh<...<fh=>...21f1>1.

Motzkin valamikor az dtvenes években;
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fi<fh<...<fh=>...21f1>1.

Motzkin valamikor az dtvenes években;
Welsh, 1972;
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Unimodalitasi sejtés

.10,45,120, 205,222,140, 40,

fi<fh<...<fh=>...21f1>1.

Motzkin valamikor az dtvenes években;
Welsh, 1972;
Bjorner valamikor sejtette;
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Unimodalitasi sejtés

145,120,205, 222,140, 40,

fi<fh<...<fh=>...21f1>1.

Motzkin valamikor az dtvenes években;
Welsh, 1972;

Bjorner valamikor sejtette;

Danzer cafolta, 1964, Graz;
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Danzer mddszere

f(k)
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Egyszer(i és szimplicialis politépok ragasztasa
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Egyszer(i és szimplicialis politépok ragasztasa
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Euler-Poincaré-formula

Ludwig Schlafli

tetsz6leges politépra
a paros és a paratlan dimenzi¢ji lapok szama megegyezik

11 dimenziéban:

(1, fo. i o B, fas B, £, 17, f5, o, fro, F11)

Major Laszl6 (Tampere) Az f-vektorok kombinatorikaja November 22, 2012 15 / 30



Euler-Poincaré-formula

tetszéleges politépra

a paros és a paratlan dimenziéja lapok szama egyenld

11 dimenziéban:

fb; f21 ﬂh fﬁ) f-87 ﬂO
(f—lu 7(17 f37 f:r” f77 67 fll)
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Euler-Poincaré-formula

tetszéleges politépra

a paros és a paratlan dimenziéja lapok szama egyenld

11 dimenziéban:

fb; f21 ﬂh fﬁ) f-87 ﬂO
(f—lu 7(17 f37 f:r” f77 67 fll)

A két Gsszeg megegyezik:

fi+h+b+hb+h+h+fi=fh+h+h+fs+i+fo
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Euler-Poincaré-formula

tetszéleges politépra

a paros és a paratlan dimenziéja lapok szama egyenld

11 dimenziéban:
0
(f—lu 7(17 f37 f:r” f77 67 fll)

A két Gsszeg megegyezik:

fi+h+b+hb+h+h+fi=fh+h+h+fs+i+fo

> f_Zf_ Zf

i paratlan i paros

altalanosan:
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Az Euler-formula aszimptotikus analégja

Legyen m > 2. Példaul m = 3 esetén tekintsiik a 11 dimenziés f-vektort:

(1, fo. i o B, fas B, B, 17, fs, o, fro, F11)
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Az Euler-formula aszimptotikus analégja

Legyen m > 2. Példaul m = 3 esetén tekintsiik a 11 dimenziés f-vektort:

fo, f3, e, fo,
(ffla flv f27 ﬁhf57 f77 f87 ﬂOa fll)
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Az Euler-formula aszimptotikus analégja

Legyen m > 2. Példaul m = 3 esetén tekintsiik a 11 dimenziés f-vektort:

fo, f3, e, fo,
(ffla flv f27 ﬁhf57 f77 f87 ﬁOa fll)

Mi allithat6 a kdvetkez§ Gsszegrdl:

fot+f+fo+fo=2
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Az Euler-formula aszimptotikus analégja

Legyen m > 2. Példaul m = 3 esetén tekintsiik a 11 dimenziés f-vektort:

fo, f3, e, fo,
(ffla flv f27 ﬁhf57 f77 f87 ﬁOa fll)

Mi allithat6 a kdvetkez§ Gsszegrdl:
fotfitfotfo=7

Gyanithatd, hogy
1
brhthiheg 2
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Az Euler-formula aszimptotikus analégja

Legyen m > 2. Példaul m = 3 esetén tekintsiik a 11 dimenziés f-vektort:
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Az Euler-képlet masképp

Tetsz6leges P politdpra

> fi(P) ——Zf P)=0, for 1<r<?2

i=r mod 2
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Az Euler-képlet masképp

Tetsz6leges P politdpra

> f(P——Zf P)=0, for 1<r<?2

i=r mod 2

Aszimptotikus megfelelgje a fentinek:

> fP)——Zf(P )~0, for 1<r<m

i=r mod m
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Az Euler-képlet masképp

Tetsz6leges P politdpra

> fi(P) ——Zf P)=0, for 1<r<?2

i=r mod 2

Aszimptotikus megfelelgje a fentinek:

> A P)——Zf(P )~0, for 1<r<m
i=r mod m
Azt sejtjiik, hogy altalaban igaz az, hogy akdrmilyen P politép esetén

Ve > 0,3K - d>K—>' 3 f-(P)—ranf,-(P)’<s

i=r mod m
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Modularis f-vektor

m-modularis f-vektor : f™(P) = (f7,f",...,fn,), ahol

P = > H(P)

i=r mod m
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Modularis f-vektor

m-modularis f-vektor : f™(P) = (f7,f",...,fn,), ahol

P = > H(P)

i=r mod m

Példaul a 9 dimenziés szimplex 4-modularis f-vektora:

f(So) = 45, 120, 210, 120, 1)
45, 120,
210, 120,
. 1,
f4(S) = 256, 240)
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Modularis f-vektor

m-modularis f-vektor : f™(P) = (f7,f",...,fn,), ahol

P = > H(P)

i=r mod m

Példaul a 9 dimenziés szimplex 4-modularis f-vektora:

f(So) = 45, 120,‘ 210, 120,‘ 1)
45, 120,
210, 120,
Tr 1,
f4(S) = 256, 240)
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Sztochasztikus matrixok hatvanyai

oo e
0 1 0

A=In+Q= : + ;
i 0 0 0 1
00 1 1 0 0 |
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Sztochasztikus matrixok hatvanyai

oo e
01 0

A=lm+Q=1. | +
' 000 1
0 0 I |

Perron—Frobenius-tétel,
L. Major: On the distribution of coefficients of powers of positive
polynomials, Aust. J. Comb, Volume 49 (2011), Pages 239-243.
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Sztochasztikus matrixok hatvanyai

o [
0 1 0
: 0 0 O 1
00 I P |

Perron—Frobenius-tétel,
L. Major: On the distribution of coefficients of powers of positive
polynomials, Aust. J. Comb, Volume 49 (2011), Pages 239-243. Példaul

1100 256 272 256 240
A 011 0| 10 _ 240 256 272 256
001 1)’ 256 240 256 272
1 001 272 256 240 256
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Szimplicialis politépok, aszimptotikus Euler-relacié

A g-tétel feltétele: f = gMy
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Szimplicialis politépok, aszimptotikus Euler-relacié

A g-tétel feltétele: f = gMy

Modularis M-matrix

Tetszéleges m és d egészekre konstrualjuk az m-modular My matrixot,
amelynek sorai az M, megfelel6 sorainak az m-modularis vektorai.
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Szimplicialis politépok, aszimptotikus Euler-relacié

A g-tétel feltétele: f = gMy

Modularis M-matrix

Tetszéleges m és d egészekre konstrualjuk az m-modular My matrixot,
amelynek sorai az M, megfelel6 sorainak az m-modularis vektorai.

| A\

M, és 3-modularis M,

1 5 10 10 5 11 10 10
My=|01 4 6 3|, Mj=(6 4 4
001 21 2 1 1
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f-vektor és h-vektor

A Cy(n) ciklikus politép egy szimplicialis szomszédsagi politdp, ezért

Cq(n) f-vektoranak elsé fele
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f-vektor és h-vektor

A Cy(n) ciklikus politép egy szimplicialis szomszédsagi politdp, ezért

Cq(n) f-vektoranak elsé fele

£ (Ca(n)) = (kll), for —1<k< [gJ

Definicié szerint egy szimplicialis politop h-vektora:

k .
he =Y (~1)F (j:;) fiq, for 0<k<d.
i=0

Major Laszl6 (Tampere) Az f-vektorok kombinatorikaja November 22, 2012 23 / 30



f-vektor és h-vektor

A Cy(n) ciklikus politép egy szimplicialis szomszédsagi politdp, ezért

Cq(n) f-vektoranak elsé fele

£ (Ca(n)) = (kil>, for —1<k< SJ

Definicié szerint egy szimplicialis politop h-vektora:

k .
he = Z(—l)“(jji) fiq, for 0<k<d.
i=0

Ezt kénnyii atforditani a kévetkezé formara:

Az f-vektor komponensei:

d .
d—i
— : —1< < — 1.
i E <d—k—1>h" for 1<k<d-1

i=0

Major Laszl6 (Tampere) Az f-vektorok kombinatorikaja November 22, 2012



Pascal tipusi haromszog a fenti Osszefiiggés kifejezésére

R. Stanley: The number of faces of simplicial polytopes and spheres,
Discrete Geometry and Convexity, 1985, 212-223.

C. W. Lee: Some recent results on convex polytopes, Contemporary
Mathematics 114 (1990), 3-19.
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Dehn-Sommerville-egyenletek

A h-vektor szimmetrikus. Ismerve az f-vektor elsé felét, a masodik felét
kiszamithatjuk

f elsg fele — h elsg fele (Stanley médszere)
h els6 fele — a teljes h-vektor (Dehn-Sommerville-egyenletek)
a teljes h-vektor — a teljes f-vektor (Stanley-Lee-mddszer)
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Dehn-Sommerville-egyenletek

A h-vektor szimmetrikus. Ismerve az f-vektor elsé felét, a masodik felét
kiszamithatjuk

f elsg fele — h elsg fele (Stanley médszere)
h els6 fele — a teljes h-vektor (Dehn-Sommerville-egyenletek)
a teljes h-vektor — a teljes f-vektor (Stanley-Lee-mddszer)

Ezek szerint

Cy(n) h-vektoranak elsé fele
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Az f-vektor beadgyazasa a Pascal haromszogbe
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Indukcié az atalakitott Pascal hdromszog sorai szerint

~-vector
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A (7(10) politdp esete

1 5 10 10
1 6 15 20 10
1 7 21 3530 6
1 8 28 56 65 36 3
1 9 36 84 12110139 1
f(C7(10)) = (1, 10, 45, 120,205, 222,140,40,1)
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paratlan dimenziés példa

1 5 10 10
1 6 15 20 6
1 7 2135 26 3
1 8 28 56 61 29 1
f(Ge(9)) =(1, 9, 36, 84, 117,90, 30, 1)
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VEGE
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