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A gorbe menti parhuzamos eltolas
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Finsler sokasag, parhuzamos eltolas, holonomia

e Finsler fliggvény: F = F(z,y)
LOPF?(z,y + su+ tv)

gy: (w,v) = gi(z, y)u'r’ =3 Os Ot t=s=0
o Geodetikusok: &'+ 2G*(x,2) = 0,
i L7 99j1 99jk ok
G'(z,y) = 19 (x,y)( k(T Y) — (fv,y))y”y :
e A c(t) gorbe mentén az X (t) egy parhuzamos vektormezd, ha
dX(t) . y 9, . OG"
C-Xt:( I (e(t), X (¢ Jt)—.:o, ri = &7
VeX(t) = (g T X)) 7 =0, T =5

e Padrhuzamos eltolds a c: |0, 1] — M gorbe mentén:

Te - Tc(o)M — Tc(l)M7 Xy = X(t) = X1:=7Xp9= X(l)
e Holondmia elem: zart hurok menti parhuzamos eltolas

e Holondmia csoport: holonémia elemek altal generalt csoport.
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Parhuzamos eltolas: geometriai konstrukcio

TM
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Parhuzamos eltolas: geometriai konstrukcio

e R=0
() =ve
L— —
e RZ0
T@) ®
T~ —
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A Diff>(Z,.M) egy H részcsoportjat érinto Lie algebra:

Def: o Az X vektormezd érinti H-t, ha van olyan C'-osztalyli 1-paraméteres
{¢:} gorbe H-ban, hogy
do = Id 991
° ’ ot lt=0

o Az X*°(Z)-nek egy b Lie részalgebraja érinti a H-t, ha h minden
eleme érinti H-t.

= X.

A b érinti H-t = informacié H-ra

Allitas: Ha b érinti a H C Diff°(Z)-beli zart csoportot, akkor exp(h) C H.

Biz: e X &b, az 1-paraméteres diffeomorfizmuscsaladra {¢(t) € H };cr:

{(¢ (%))n < H}teR —  {exptX

o H zirt = {exptX}, rCH.
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Definicié: Az X € X°°(Z) vektormez6 erdsen érinti a H-t, ha van olyan a
k € N és hozza H-ban diffeomorfizmusoknak olyan k-paraméteres csalddja

{&(t1,....t,) }» amire
1. ¢(t1a---,tk) = Id, ha t; = 0 valamilyen 1 < j < k-ra

8k¢(t17---7tk’) p— X

2.
Oty -0t (t1,...,t,)=(0,...,0)

Megjegyzés: ha X € X°°(Z) erGsen érinti H-t, akkor érinti is H-t.
Allitas: A H-t erbsen érint§ vektormezdk Sltal generalt Lie algebra érinti H-t.

X1 €X>(I) erbsen érintd = {¢(,, , }
.

1 2
X2€X>®(Z) erbsen érinté = {qb%tl,...,%)} = [¢(t1,...,tk1)’¢(t1,...,tk2)]

1 1
[gb%tl,...,tkl)aQb%tl,...,t,@)] — <¢%t1,...,tk1)) O(¢%t1,...,tk2)) O(Qb%tl,...,tkl))O(Qb%tl,...,t,@))

|:¢:([t1,...,tk1)7¢%t1,...,tk2)] = [X:[)XQ]
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Az infinitézimalis holondmia algebra

hol"(M): a gorbiileti vektormezék altal generdlt legsziikebb Lie algebra, ami
invariéns a horizontalis Berwald-féle kovarians derivaldsra nézve

holy (M) :={& ; € € hol"(M) }

Allitas: hol* (M) érinti a Hol,(M)-t.

1. & = R (XM YM),  ahol X, )Y, eT,M (X(z)=X,,Y(z)=Y,)

o {¢:}, {1s} az X" és Y"-hoz tartozé folyam,
o Oro=[br, 0] =y o Todrots: LI,

82
s :Id7 0 :Id7
0o,s() t0(z) 0t0s 1t=0,5=0

et,s(aj) — ga:

2. Ha & er6sen érinti Hol(M )-et, akkor V& is erésen érinti Hol( M )-et.
o ¢ erBsen érinti Hol(M)-t az U-n = { P, 1) t.c(—ce)
e Legyen 7 az X folyama menti parhuzamos eltolds
- fty) © Ttyy,  C DIff*(ZM)

—1
@) @)

o [é(tl ..... tk)77-tk:+1} = q)(

o ! [(I)(tl---tk)7 T(tk+1)] ’
oty ... 8tk_|_1 (0...0)

= [Xh,s} = v[X", €] = Vx¢
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Finsler feliiletek (dim M = 2)
Megjegyzés: o 7, ~ S1,
o dimR, (M) <1,

e hol (M) lehet magasabb (akar végtelen) dimenzids.

Allitas: Ha hol* (M) tartalmaz 4, egyszerre el nem tiin8 R-linedrisan fiiggetlen
vektormezét, akkor Hol(M') nem lehet véges dimenzids Lie csoport.
(S. Lie: Ha egy véges dimenzids Lie csoport fixpont nélkul hat egy 1-dimenzids
sokasagon, akkor annak dimenziéja maximalisan 3.)

Eredmények

1. Nemzérus konstans zaszlégorbiileti Finsler tér esetén hol™(z) = R, akkor és
oo S e e g . 983Gt
csak akkor teljesil, ha a Berwald-féle kozépgorbiilet zérus. (B;; = ayjaykayl)

2. Konstans zaszl6gorbiiletii Randers felilletek (F=a+ (), ahol hol™(z) = R,.

3. Konstans zaszl6gorbiiletii Randers feliiletek, ahol dim(hol*(z)) =00 :

o Myl = (=Plyl® - 28 70 N % ) N (Y )

1 — |x|? C1—z]2 1—{a,2)
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Konstans gorbuletii lokalisan sikprojektiv Finsler feluletek

Tulajdonsag: a geodetikusok egyenesek, G'(z,y) = P(x,y)y’

Eredmények: végtelen dimenzidés holondmia csoporttal rendelkezd Finsler
feluletekre példak.

Tétel. Ha van olyan xg € M, amire F(xg,y) = ||y|| és P(xo,y) = c-||y||, akkor

Hol,, (M) = Diff(S).
- T (M) = S1,

- holy (M) DF(SH)= {cosnté’t,smntat} = F(S1)=X(S") chol(M)CX(S")

neN

- exp(X(S)) = exp (hol5(M)) C exp(holi(M)) C DiffS°(S?)

- {exp(X(Sh))) C (exp(hol5(M)) ) C Holo(M) C Diff(SH)

- {exp(X(Sh))) konj. inv. = normalis részcsoport Diff<°(S')-ben

- Diff°(S') egyszerli = (exp(X(S'))) =Diff(S) = Holy(M)=Diff(S*')

Kovetkezmény: A Funk metrika (konstans negativ gorbilet) illetve Shen és
Bryant metrika (konstans pozitiv gorbiilet) esetén: Hol(A) = Diff3(St).
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Tétel: Egy 2-dimenzids, konstans )\ gorblletii sikprojektiv tér holondmia

csoportja pontosan akkor véges dimenzids, ha

1. A=0,

2. X F# 0 és a tér Berwald tipusu, azaz a kanonikus konnexid linearis.
Teguk fel, hogy A #£ 0.
e Ha V linedris = Hol(M) linedris = véges dimenzids.

e Ha V nem linedris, Hol(M) véges dimenzids:

ZE()EM, €:RxO(X, Y)

+ P(xg,y) nem linedris az y-ban = {&, V1&, Vo&} linedrisan fliggetlen,

- {&, Vi€, Vot, V.V £} linedrisan fiiggd,

| {@0:1, D1=0F, =95 ¢, = 20207 )\gz]} linedrisan figgd

a a1
= 3 A,;;, B;; konstansok, melyekkel \g;; = A;; + 2P;P; + B Pm

- gij = 0yii B = 0igjr — Orgij = 0 = PDE P-re
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2P1Pag — 2P3 P12 — b3P11 + (b — ¢3) P12 + caPaz = 0.

/

{ 2P P11 — 2P1P12 + baP11 + (c2 — b1) P12 — ¢1Pa2 = 0,

2 b c11°
£ (424 (b —e2) 5+ 220 =0,
Yo Y2 Ys Yo

P(zo,y) =12 f(&> = 4
Y2

\ y2 Y2 Ys Ya
2f + bg + (bl — Cg>t + Clt2 = O,
2tf — bg -+ (63 — bg)t + 62t2 = 0.

b3 + (2b2 — C3)t — (262 — bl)tQ + Cltg = 0,

b3:0, 2[)2—6320, 202—b120, 0120.

~h

/N
N

N——
I

_b2 - CZta 7)(3307 y) — _y2b2 — C2Y1

= P linedaris = V linearis = Berwald tér.
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