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Linedris algebrai el6ismeretek Vektorok, matrixok, determinans
Linedris egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Vektorok, vektorterek

@ Skalar = valdés szam
@ Vektor = vektortér eleme

@ Vektorok 0sszege, skalarszorosa

Alappéldak

@ Szam n-esek: V = {(x1,x2)}, {(x1,x2,x3)},....
Miveletek komponensenként.

@ Vektorértékl leképezések: V = {f : X — R"}.
F+ex) = fx)+gx),

Miveletek pontonként: { c)x) = cf).
!

Végtelen dimenzi0s, ha [X| =
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Linedris algebrai el6ismeretek Vektorok, matrixok, determinans
Linedris egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Linearis fiiggetlenség, bazis, dimenzio

@ Linearis kombinacio: cyvy + - -+ + ¢,v,
@ Linearis altér: zart a linearis kombinicidra
@ Linearis fiiggdség:
e Egyik kikombinalhaté a tobbibdl.
e A nullvektor nem-trividlisan kikombinalhato.

Definicio: Bazis

A maximalis linedrisan fliggetlen vektorrendszert bazisnak nevezziik.

Kicserélési tétel Definici6: Dimenzio
A V vektortér minden bazisa A V vektortér dimenzidjaa V
egyforma szamossagu. bazisanak szamossaga.
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Linedris algebrai el6ismeretek Vektorok, matrixok, determinans
Linedris egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Linearis leképezések

Definici6: Linearis leképezés

Az f : V — W vektorterek kozti leképezés linearis, ha
@ Additiv: f(vy +vp) =f(v1) +f(vp), és

@ Homogén: f(cv) = cf(»v).

Specialis eset: V =R", W = R™, f : R" — R" linearis. Ekkor
valamely A = (a;;) n X m-es matrixra

(x1Y (v ) (aun a2 -+ a \( x1)
X2 Y2 a; dzp -+ Ay X2

\an \ Ym / \ Aml AaAm2 ~°°° Amn J\ Xp )
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Linedris algebrai el6ismeretek Vektorok, matrixok, determinans
Linedris egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Matrixszorzas

Definici6: Matrixok szorzata

Az A = (a;j) m X n-es €s a B = (b;;) n X k-s matrixok szorzata a
C = (C,'j) m X k-s matrix, ahol Cjj = ailblj + a,-zsz + .-+ ainbnj.

( b1 j )
by,
\ bnj / nxk
( ) ( )
aijl dp o dip SR o
\ : / mxn \ : / mxk
Megj. A definicio természetesen adodik linearis leképezések
sz0orzasabol.
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Linedris algebrai el6ismeretek Vektorok, matrixok, determinans
Linedris egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

A determinans definicioja

Definicid: Determinans

Az A = (a;j) n X n-es matrix determinansa

det(A) = )’ sign(0) @ig(1) -+ Gnom) € R,

oes,

ahol S,, az {1, ..., n} halmaz permuticidinak halmaza, €s sign(o) = +1
attol fliggden, hogy a o paros vagy paratlan.

Példa: Az n = 3 eset.

il di2 di3
det| ax1 ax a3 = aj1adasz —ap1az3dasp + ajpas3asy
a3l dszz dsjz

—daj)2da21433 + A13dzaszy — aj3dasy.
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Linedris algebrai el6ismeretek Vektorok, matrixok, determinans
Linedris egyenletrendszerek

Vektorok szorzatai

A determinans alaptulajdonsagai

A determinans kiszamitasa sor vagy oszlop szerinti kifejtéssel
torténik.

Allitds: A determindns alaptulajdonsdgai

Az alabbiak ekvivalensek:

det(A) # 0.

Az A matrix sorai linearisan fiiggetlenek.
Az A matrix oszlopai linedrisan fiiggetlenek.

Az A altal meghatarozott linearis transzformacio bijektiv.

Az A métrix invertdlhatd, azaz 1étezik olyan A~! matrix, melyre
AAT =ATTA=1

Tétel: A determinansok szorzastétele

det(AB) = det(A) det(B).

8/98



Linearis algebrai elGismeretek Vektorok, matrixok, determindns
Linearis egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Linearis egyenletrendszer megoldasa

Definici0: Linearis egyenletrendszer

Az n 1smeretlenes, m egyenletbdl allo, inhomogén linearis
egyenletrendszer:
— )
ajnxy +apx +...ai,Xy = b1
ar1 Xy +a»xy +...ayuXxX, = b2
> (1)
Am1X1 + QX2 + ... QX = by

Az egyetletrendszer megoldasa Gauss-eliminacioval torténik. Ha
n < m, akkor “varhatoan” nincs megoldas, ha n = m akkor
“varhatoan” egy megoldas van, ha n > m, akkor végtelen sok
megoldas van.

Megjegyzes. A fenti egyenletrendszer matrixalakja Ax = b.
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Linearis algebrai elGismeretek Vektorok, matrixok, determindns
Linearis egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Cramer-szabaly

Tétel: Cramer-szabaly

Az n ismeretlenes, m egyenletbdl allo

Ax =D

linearis egyenletrendszernek akkor és csak akkor van egyértelmu
megoldasa, ha n = m €s az egyiitthatokbol alkotott A = (a;;) matrix
determindnsa nem nulla.

Bizonyitas. Ha det(A) # 0, akkor a megoldéas x = A~'b. Ha

det(A) = 0, akkor A sorai linearisan fliggok, azaz az egyik egyenlet
0 = b} alakra hozhato. Ha b’ # 0, akkor nincs megoldas. Ha b = 0,
akkor pedig csokkentettiik az egyenletek szamat, azaz végtelen sok
megoldast kapunk.
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Linearis algebrai elGismeretek Vektorok, matrixok, determindns
Linearis egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Homogén linearis egyenletrendszer

Definici6: Homogén linearis egyenletrendszer

ajiX) +apx +...a1,X, = 0 )
aAr1 X1 +a»xy +...auX, = 0
> (2)
Am1X1 + X2 + .. QX = 0

n ismeretlenes, m egyenletbdl 4ll6, homogén linearis
egyenletrendszer. Matrix alakja Ax = 0.

Figyelem! Az egyenletrendszer homogentitdsa azt jelenti, hogy a
konstans tagok mind nullak.
@ A nullvektor a trivialis megoldas.

@ Megoldas skalarszorosa és megoldasok 0sszege szintén
megoldas. (A megoldasok vektorteret alkotnak.)

@ Akkor és csak akkor van nem-trivialis megoldas, ha det(A) = 0.
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Linearis algebrai elGismeretek Vektorok, métrixok, determinans
Linedris egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Vektorok skalarszorzata (belsd szorzata)

Két vektorbol szamot: ab

Geometrial definicid: Skalarszorzat

ab = |a||b| cosy

Analitikus definic10: Skalarszorzat

(a1,a2,a3)(b1,b2,b3) = a1by + axbsy + az bz

Alaptulajdonsagok

Bilinearis, szimmetrikus, pozitiv definit. O ha merdlegesek.
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Linearis algebrai elGismeretek Vektorok, matrixok, determindns
Linedris egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Vektorok vektorialis szorzata

Két vektorbol vektort (3-dimenzidban): a X b

Geometriail definici6: Vektorialis szorzat
Hossza: |a X b| = |a||b| sin y, irdnya merdleges a, b-re és jobb sodrasu
rendszert alkotnak.

Analitikus definici0: Vektorialis szorzat

axb=det| ai a a3
by by bj

Alaptulajdonsagok

Bilinearis, antiszimmetrikus, L a t€ényezokre. 0 ha parhuzamosak.
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Linearis algebrai elGismeretek Vektorok, matrixok, determindns
Linedris egyenletrendszerek
Vektorok szorzatai

Vegyes szorzat

Definici6: Vegyes szorzat

abc = a(b X c¢) = (a X b)c (3 db 3-dimenzids vektorbdl szamot)

Analitikus jelentés (kiszamitas)

Geometriai jelentés
a ay a ) ) e
abe — det bl b2 b3 A harom vektor altal kifeszitett
- bome paralelepipedon térfogata.
Ci1 C2 C3

Alaptulajdonsagok

TényezOk felcserélésekor eldjelet valt (alternal). Minden
tényez0jében linearis (trilinedris). 0 ha a tényezok linearisan fiiggok.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas

Kollineaciok

© A projektiv sik
@ Végtelen tavoli elemek
@ Homogén koordinatazas
@ Kollineaciok
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollinedciok

Illeszkedés a kozonséges sikon

Definici6: Kollinearis pontok

A Pq,---, P, pontokat kollinearisak, ha kozos egyenesre
illeszkednek. Egy sikbeli ponthalmaz dltalanos helyzett, ha
semmelyik harom pontja nem kollinedris.

Allitds: A kozonséges sik illeszkedési tulajdonsdgai

Q Két kiillonboz0 pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.
© Két kiillonboz0 egyenesnek legteljebb egy kozos pontja van.

© Adott P ponthoz és e egyeneshez pontosan egy f egyenes létezik,
mely illeszkedik P-re €s parhuzamos e-vel.

© Létezik harom 4ltalanos helyzeti pont.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas

Kollineaciok

Végtelen tavoli pontok és egyenes

Két egyenes parhuzamos, ha nincs kozos pontjuk vagy egybeesnek. A
parhuzamossag ekvivalenciarelacio, az osztalyokat parhuzamossagi
osztalyoknak nevezziik.

Definic10: Végtelen tavoli pontok

A kozonséges sik parhuzamossagi osztalyait végtelen tavoli
pontoknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az egyenes illeszkedik a
végtelen tavoli pontra, ha benne van a parhuzamossagi osztalyban.

Definici6: Végtelen tavoli egyenes

A végtelen tavoli pontok Osszességét végtelen tavoli egyenesnek
nevezziik. Azt 1s mondjuk, hogy a végtelen tavoli pontok illeszkednek
a végtelen tavoli egyenesre. Kozonséges pont nem illeszkedik a
végtelen tavoli egyenesre.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas

Kollineaciok

A projektiv sik 1lleszkedési tulajdonsagai

Definici0: Projektiv sik

A kozonséges €s a végtelen tavoli pontok €s egyenesek 0sszess€gét
végtelen tavoli elemekkel kibovitett siknak, vagy projektiv siknak
nevezzik.

Tétel: A projektiv sik 1lleszkedési tulajdonsagai

A projektiv sik pontjai €s elemei kozott imént definialt 1lleszkedési
fogalomra teljesiilnek az alabbiak.

Q Két kiillonb6z0 pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.

©Q Két kiillonbozo egyenesnek pontosan egy k6zos pontja van.

© Létezik négy altalanos helyzetl pont.

Biz. Két nehéz eset: a) P kozonséges, Q végtelen tavoli; ekkor PQ a
P-n atmend, Q parh. osztalyba eso egyenes. b) e k6zonséges, f

végtelen tavoli; ekkor e N f az e parh. osztalya.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollinedciok

A projektiv sik €s a vetitések

Allitas: Kozéppontos vetités a projektiv sikon

Tekintsiik az e, f egyeneseket €s a P pontot ugy, hogy P ne
illeszkedj€k sem e-re, sem f-re. Definialjuk az 7. s p : € — f vetitést:
a Q € e pontra legyen n, r p(Q) = f N PQ. Ekkor 7, s p bijekciot
hataroz meg e €s f ponthalmazai kozott.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas
Kollineaciok

Ferdeszogl koordinatarendszer a kozonséges sikon

A koordinatarendszerek arra valok, hogy a geometriat atforditsak a
szamok nyelvére. A kozonséges sik ferdeszogl
koordinatarendszerében:

Pontok = szamparok (x,y)
Egyenesek = 2-ismeretlenes, linearis egyenletek
aX+bY +c=0
Illeszkedés = behelyettesités

Az e : aX + bY + ¢ = 0 egyenes egyenlete akkor értelmes, ha

(a,b) # (0,0). Az egyenes normalvektora (a, b). Az egyenlet

Y = mX + d illetve X = d alakra hozhatd, attdl fiiggden, hogy b # 0
vagy b = 0.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas
Kollineaciok

Homogén szamharmasok

Definici6: Homogén szamharmasok

Definialjuk szamharmasokra az alabbi ekvivalenciarelaciot:

(X1, x2,x3) ~ (V1,¥2,¥3) &= A £ 0: (y1,¥2,y3) = A(x1,X2,X3).

Az R3 \ 0 halmaz ekvivalenciaosztdlyait homogén szamharmasoknak
nevezzik.

Mas szoval, a homogén szamharmas nem lehet csupa nulla, €s két
homogén szamharmast nem tekintiink kiilonb6zonek, ha egymas
skalarszorosai.

Példaul az aX + bY + ¢Z = 0 harom 1smeretlenes homogén linearis
egyenletek egylitthatdi homogén szamharmast alkotnak, hiszen nem
lehet mind nulla, és két egyenletet nem tekintiink kiilonb6zonek, ha
csak skalarszorzoban kiilonboznek.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas
Kollineaciok

Homogén koordinatarendszer

Definic16: Homogén koordinatarendszer

Pontok = homogén szamharmasok (x,y, z)
Egyenesek = 3-ismeretlenes, homogén linearis egyenletek
aX+bY +cZ=0
Illeszkedés = behelyettesités

Vegyiik €szre, hogy homogén szamharmasokat homogén linearis
egyenletbe behelyettesiteni értelmes, mig inhomogénba nem az.

Allitds: A homogén koordindtarendszer illeszkedési tulajdondsai

A most definialt “pontokra” €s “egyenesekre” teljesiilnek a projektiv
sik 1lleszkedési tulajdonsagai.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas
Kollineaciok

A projektiv sik homogén koordinatazasa

Definici0: Projektiv elemek homogén koordinatas alakja

Projektiv sikbeli elemek Homogén koordinata
P(x,y) kozonséges pont (x,y,1)
aX + bY + ¢ = 0 kozonséges egyenes aX+bY +cZ=0
aX + bY + ¢ = 0 egyenes v.t. pontja (b, —a,0)
végtelen tavoli egyenes Z=0

Tétel: A projektiv sik homogén koordinatazasa

A fenti megfeleltetés illeszkedéstarto bijekcio a végtelen tavoli
elemekkel kibovitett koznséges sik €s a homogén koordinatarendszer
elemei kozott.

Biz. Invertdlhat6: Ha z # 0, akkor a P(x,y,z) = P(z, %, 1) homogén
koordindtds pontnak a P(%, %) felel meg. Stb.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas
Kollineaciok

Projektiv pontok kollinearitasa

Lemma: Projektiv pontok kollinearitasa

Legyenek P(x1,x2,x3), Q(y1,¥2,¥3), R(z1, 22, z3) kiilonbozd projektiv
pontok. Az alabbiak ekvivalensek:

Q P, O, R kollinearisak.

© A harom pont homogén koordinataibol alkotott matrix
determinansa nulla:

X0 X1 X2
detf yo y1 y2 [=0.
0 <1 <2

© z = Ax + uy valamely A, u # 0 skalarokra.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas
Kollineaciok

Projektiv pontok kollinearitasa: Bizonyitas

Bizonyitas. Az alt. egyenes egyenlete u1 Xy + up Xo + uz X3 = 0.

16 :P,O,Relt &

=

g ¢ ¢

X1Uup + xXouy + xX3uUz = 0
Ay, uz,uz) # 01§ yiur + youz +y3uz =0
ziuy + 2oup + z3uz =0
az egyenletrendszernek van nem-tivialis megoldasa

X0 X1 X2
det| yo y1 y2 |=0
0 <1 Vé)

egylitthatOmatrix sorai linearisan figgok
ax +By+vyz=0
Z=Ax +uy

Az utolso 1€pésben felhasznaltuk, hogy P # Q, igy vy # 0.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas
Kollineaciok

Dualitasi elv

Eszrevétel: A projektiv sikon a pontok és az egyenesek hasonléan
viselkednek: hasonlo illeszkedési tulajdonsagok, homogén
koordinatazas.

Két projektiv sikkal kapcsolatos fogalmat, allitast vagy bizonyitast
dualisnak neveziink, ha az egyik a masikbol megkaphat6 a pontok €s
egyenesek szerepének felcserélésével. A dualitasi elv az, hogy egy
allitas dualisanak a bizonyitasa az allitas bizonyitasanak
dualizalasaval megkaphato.

Figyelem! Kovetkezetesség a pontok €s egyenesek szerepének
felcserélésében.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas
Kollineaciok

Desargues-tétel

Definici6: Perspektiv haromszogek

Azt mondjuk, hogy az A{AA3 €s B1ByB3 haromszogek pontra nézve
perspektivek, ha az A1B1, Ay B>, A3B3 egyenesek kdzos ponton
mennek at. Duadlisan, a két haromszog egyenesre nézve perspektiv, ha
az A1A>, N BBy, A{Az N B1B3, AyA3 N B> B3 pontok kollinearisak.

Tétel: Desargues-tétel

A projektiv sikon két haromszog akkor €s csak akkor perspektiv
pontra nézve, ha egyenesre nézve is az.

Vegyiik €szre, hogy elegendo az egyik iranyt megmutatni, mert a
megforditasa a dudlisa.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas

Kollineaciok

Desargues-tétel szemléltetése
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinatazas
Kollineaciok

Desargues-tétel bizonyitasa

Jelolés: P(p), Ai(ay),.... Tth. a két haromszog pontra nézve
perspektiv. Ekkor p = «,a; + b;. Legyen

q, = @ar— azaz = F3b3 — Frby,
q, = asza3;—aa; = p1by — Bsbs,
q; = a@iad; —a@d) = Bobr — B1b.

A Q1(q,) projektiv pont illeszkedik az A,A3, By B3 egyenesekre, azaz
0, = A»A; N B,B3. Hasonl6an, O, = AjAs N B1B3, AjA> N B B».
Masrészt

q, +q-, +q; = ara; — azaz + azaz — a1a) + aja; — aza =0,

tehat a ¢, q,, g5 vektorok lin. fiiggok, igy 01, 0>, O3 kollinearisak.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Egyenestarto leképezések

Definici6: Egyenestarto leképezés

Két ponthalmaz kozotti leképezéseket egyenestartoknak vagy
illeszkedéstartoknak nevezziik, ha kollinearis pontharmasokat
kollinearis pontharmasokba visznek.

Megjegyzés. A szOhasznalat kiss€ megtévesztd, mert nem biztos,
hogy egyenestarto leképezésnél egyenes képe egyenes, mert lehet
egyetlen pont is, pl. a sikra vett merdleges vetitésnél. Ilyen probléma
nem I€p fel, ha a leképez€s injektiv.

Definici0: Fixpont, fixegyenes

A P pontot az a kollineaci6 fixpontjanak nevezziik, ha a(P) = P. Az e
egyenes fixegyenes, ha képe sajat maga. Amennyiben e minden
pontja fix, akkor e-t pontonként fix egyenesnek nevezziik.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Kollineaciok

Definici6: Kollineacié

A sik onmagara vett bijektiv egyenestarto leképezéseit
kollineacioknak nevezziik.

Allitds: Alaptulajdonsdgok

Q@ Egy kolline4dcidé mindig meghatarozza az egyenesek halmazanak
egy bijekcigjat.

Q A e = PQ egyenes képe a P és Q képeit 0sszekotd egyenes:
e’ = P’Q’. Hasonldéan, ha P = eN f, akkor P’ = ¢’ N f".

© Két fixpontot 6sszekotd egyenes fixegyenes. Két fixegyenes
metszéspontja fixpont.

© Adott sik kolline4dcidinak halmaza csoportot alkot.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Példak kollineaciokra

Kollineacidk az euklideszi sikon

@ Minden egybevagodsag: tengelyes tiikrozések, eltolasok,
forgatasok, csusztatva tiikrozések.

@ Minden hasonlOsagi transzformacio, pl. kozéppontos nyujtas.

@ Egyéb, pl. merdleges nyujtas, nyiras.

Allitds
A kozonséges sik kollineacioi parhuzamossag-tartok, igy megorzik a
parhuzamossagi osztalyokat. Kovetkezésképpen minden ilyen

meghatarozza a projektiv sik olyan kollineaciojat, mely fixen hagyja a
végtelen tavoli egyenest.

Biz. A bijektivitds miatt hae N f = (), akkor ¢’ N f" = 0.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Kollineaci6 négy fixponttal

Lemma: A valds szamtest automorfizmusarol

Legyen f : R — R olyan leképezés, amely minden x, y € R esetén
teljesiti a

fx+y)=fx)+fQ) é flxy) =f)f )

azonossagokat. Ekkor f vagy az azonosan 0 leképezés vagy az
identitas R-en.

Lemma: Kollineacio négy fixponttal

Ha a ¢ kollineacio fixen hagyja a homogén koordinatarendszer
Eo(1,1,1), E1(1,0,0), E»(0,1,0), E5(0,0, 1) alappontjait, akkor ¢ az
1dentitas.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

A lemma bizonyitasa: 1. 1€pés

Ez mind fixpont €s fixegyenes:

E,(001

1, -1,0) E, (010

100 /E,,(110)
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

A lemma bizonyitasa: II. 1€pés

Legyen P(x,0, 1) képe P’'(f(x),0, 1). Megmutatjuk, hogy ekkor
P(x,y, 1) = P'(f(x),f(y), D).

x 0 1 fx) 0 1

0O x 1 - 0 x" 1 = X' +f(x)=0
1 -1 0 1 -1 0

' x oy 1| Xy 1

x 0 1 > fx) 0 1 =x -f(x)=0
0 1 0| 0 1 0

x oy 1 - fo) Yy 1

0Oy 1| & 0 fO» 1 =y -f»=0
1 0 0 1 0O O
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

A lemma bizonyitasa: III. 1€pés

Nyilvan f(0) = 0 és f(1) = 1. Megmutatjuk, hogy
JO+y) =1(x) +f(y) és flxy) = fF(Of ().

X y 1] - f f) 1]
x+y 0 1 > | fx+y) 0 1
1 -1 0| ] -1 0
= fO+f)-flx+y)=0
1y 1 1 fO» 1
x o xy L = | f) flxy) 1
0 0 1 0o 0 1

= f(y) —fEf() =0

Ekkor f(x) = x €s minden k6zonséges pont fixpont. Ekkor minden
egyenes fixegyenes, azaz ¢ az identitas.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Projektiv linearis transzformaciok

Definici0: Projektiv linearis transzformaciok

Legyen A = (a;;) olyan 3 X 3-as matrix, melynek determinansa
det(A) # 0. Tekintsiik a 4 : P(xy,x2,x3) > P'(x], x5, x7) lek€pezést,
ahol

X] = anx) +apx; +apsx;,

X, = azx1+anx; + a3x;,

xg = daz1X] + dzpxXxp + d33zxs.
Ekkor ¢p4-t az A matrix altal megadott projektiv linearis leképezésnek
nevezzik.

Matrix jeloléssel a pontokat oszlopvektorként tekintve:

ea(P(x)) = P'(x"), x' =Ax.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Projektiv linearis transzformaciok alaptulajdonsagai

Allitas: Projektiv linedris transzformacidk alaptulajdonsdgai

Q A projektiv linearis transzformaciok a projektiv pontok
halmazanak onmagara vett j0l definialt leképezése.

Q w4 opp =ape€s 9021 = Pa-1-
© A projektiv linearis leképezések csoportot alkotnak.

©Q ¢4 = pp akkor €s csak akkor, ha A = AB valamely A # O skalarra.

© A projektiv linearis leképezések a projektiv sik kollineacioi.

Biz. (1) Meg kell gondolni, hogy P képe fliggetlen a homogén
szamharmast meghatarozo vektor valasztasatol. A (2) és (3) trivialis.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Bizonyitas: ¢4 = op & A = AB

Megmutatjuk, hogy ¢4 = ¢p & A = AB. Az < 1rany trivialis. Tth.
@4 = 1d. Ekkor x” = Ax = A,x valamely A, skalarra.

Arsy(x +y) =A(x +y) = Ax + Ay = Axx + Ayy
miatt
(Axy = )X + (Ay1y — Ay)y = 0= Ax+y = Ax = Ay,

ha x,y linearisan fliggetlenek. Ha x, y linearis fliggd, azaz y = cx,
akkor
Ayy = Ay = cAX = cAxyx = Ay = Ay = Ay.

Tehat a A, = A skalar fliggetlen x-tol.
Ha most ¢, = ¢p, akkor ¢ p-1 = id és AB™! = Al

39/98



Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Bizonyitas: A projektiv linearis transzformaciok
kollineaciok

Z VN

Az eloz6 allitasbol kovetkezik, hogy ¢4 invertalhato, tehat bijektiv.
Legyenek P(x), O(y), R(z) kiilonbozo kollinearis pontok. Ekkor

Z=Ax +uy
valamely A, u # 0 skalarokra. A pontok képeire:
7 = Az = A(Ax + uy) = AAx + uAy = Ax’ + uy’,

tehat P'(x"), Q' (y"), R'(z) is kollinearis és ¢, egyenestarto.
Megmutatjuk, hogy az e : u’X = 0 egyenes @4 melletti képe
¢ (W)X =0,aholu =A'u’:

Px)ee & 0=u'x

o 0=AUu)x=w)Ax
& 0=w)x
& P)eed.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Lemma projektiv linearis transzformaciokrol

Lemma projektiv linearis transzformaciokrol

Legyen Po(xg), Pi(x1), P>(x2), P3(x3) négy altalanos helyzetl pont a
projektiv sikon. Ekkor 1étezik ¢4 projektiv linearis transzformacio,
mely az Ey, E1, E>, E5 alappontokat a megfeleld pontba viszi:

wa(E;) = P;. )
Bizonyitas.
1 ai
QOA(El) =P & dci1 #0:c1x1=A| 0 |=| ar |,
0 asi

azaz az A matrix 1. oszlopa cx; alaku. Hasonld6an, az A 2. ill. 3.
oszlopa c>x» illetve c3x3 valamely c;, c3 # 0 skalarokra.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Lemma bizonyitasanak folytatasa

A pa(Eo) = Py feltétel szerint valamely cg # 0 skalarra

1 ail +app +ags
cCoXo = Al 1 = ar1 + dy + an3 = C1X1 + C2X> + C3X3.
1 azl + azy + ass

Mivel a P;-k altalanos helyzetlek, ezért x1, x,, x3 bazist alkotnak €s
tetszOleges cg # 0 esetén cy, ¢2, c3 egyértelmiien meghatarozott
skalarok.

Meg kell még gondolni, hogy ¢, ¢», ¢3 # 0. Ha azonban pl. ¢; = 0,
akkor a Py, P, P3 pontok kollinearisak, ami nem lehetsé€ges. Ezzel a
keresett A matrixot megkonstrualtuk.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

A projektiv geometria alaptétele

Tétel: A projektiv geometria alaptétele

TetszoOleges projektiv kollineacié egyértelmien eldallithat6é projektiv
linearis transzformacioként.

Biz. Legyen a kollineicio €s jelolje P; az E; alappont a melleti képét.
Legyen ¢4 olyan projektiv linearis transzformacio, melyre

oA(E;) = P; és tekintsiik a 8 = a~! o ¢4 kollinedciét. Megmutatjuk,
hogy B fixen hagyja az alappontokat:

BE) = a (pa(E)) = a” ' (P)) = E,.

A korabbi lemma szerint ekkor f = 1d és o = ¢4. Az egyértelmlség
trivialis.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Az alaptétel kovetkezményel

Kovetkezmény

Q Legyen Py, Py, P>, P3, illetve Qp, O1, O», O3 a projektiv sik két
altalanos helyzetl pontnégyese. Ekkor 1€tezik pontosan egy ¢
kollineacid, melyre pa(P;) = Q;,i =0,1,2, 3.

© Legyenek A,A», Az az e, valamint By, By, B3 az f egyenes
kiilonb6zo pontjai. Ekkor 1étezik ¢ kollinedcio amelyre
©(A;) =B, i=1,2,3.

© Ha a ¢ kollineacionak van harom egy egyenesen fekvo fixpontja,
akkor az egyenes minden pontja fixpont. Dudlisan, ha harom egy
pontra illeszkedo egyenes fix, akkor a pontra illeszked6 6sszes
egyenes ¢ fixegyenese.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Kollineaciok fixpontja

Definici6: Sajatérték, sajatvektor

Legyen A n X n-en matrix. Azt mondjuk, hogy az x vektor az A
sajatvektora, a A valos szam pedig pedig A sajatért€ke, ha teljesiil
Ax = Ax.

Lemma: A sajatértékek kiszamitasa

Az A matrix sajatért€kei az (1) = det(A — Al) polinom gyokei.

Allitas: Kollineacié fixpontjainak kiszamitasa

A @4 projektiv linedris transzformacio akkor €s csak akkor hagyja
fixen a P(x) pontot, ha x az A sajatvektora.

45/98



Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

A homogén koordinatarendszer megvaltoztatasa

A projektiv linearis leképezést felfoghatjuk elsofoku
behelyettesit€sként, valamint a homogén koordinatarendszer
megvaltoztatasaként is.

Legyenek Fo(fy), ..., F3(f3) altalanos helyzetl pontok. Ekkor

Jfo=cif +cfr+cafs,

attérve az f; vektorrdl c¢;f ;-re, kapjuk, hogy

Jo=f1+f2+]5

és f1.f>.f skalarszorzo erejéig egyértelmuek.

Definicié: Altaldnos alappontokhoz tartozé homog. koordinatak

A P(x) pont Fy, ..., I3 alappontokhoz tartozé homogén koordinatai
(1,¥2,y3), ahol

x =yif1 +yaf » +yafs.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas

Kollineaciok

A homogeén koordinatarendszer megvaltoztatasa (folyt.)

Allitas
Legyen ¢4 az a kollineacio, melyre w4 (F;) = E;, azaz Af; = e;.
Legyen a P pont homogén koordinataja x illetve y az Ey, . .. illetve az
Fo, ... koordinatarendszerekben. Ekkor az x — y hozzarendelést a

y = A'x Osszefiiggés hatarozza meg.

Biz.

™
I

X1€1 + Xo€> + X3€3
X]Afl + XZAfz + X3Af3
= yf1 +yof 2 +yafs3,

azaz (x1,x2,x3)A = (y1,y2, y3). Métrix jeloléssel x’A = y’, ami a
kivant Osszefiiggés transzponaltja.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Kollineaci6 centruma €s tengelye

Definici0: Kollineacio centruma €s tengelye

A e egyenest a kollineacio tengelyének nevezziik, ha minden pontja
fix. Az P pont a kollineacio centruma, ha minden P-re illeszkedo
egyenes fixegyenes.

Vegyiik €szre, hogy a tengely €s centrum dualis fogalmak.

Példak

@ A tengelyes tiikrozés tengelye tengely. Van-e centruma?

@ A kozéppontos nyujtias kdzéppontja centrum, a végtelen tavoli
egyenes pedig tengely.

@ Ha a # 180°, akkor az a szogll forgatasnak nincs se centruma, se
pedig tengelye.

@ Az eltolasnak a végtelen tavoli egyenes tengelye, az eltolas
iranya altal meghat. v.t. pont pedig centruma.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Centralis-axialis kollineaciok

Egy (projektiv) kollineacionak akkor €s csak akkor van tengelye, ha
van centruma.

Biz. A dualitas miatt elég az egyik
iranyt belatni. Tth. 7 tengely. Ha van
t-re nem illeszkedo fixpont, akkor az
centrum.

Tth. minden P ¢ ¢, P’ # P. Az abra
szerint PP’ fixegyenes. Vegylik f-et
T-n at és legyen R € f. RR’ fixegyenes,
PP'NRR" €t,azazf = RR’
fixegyenes.

Tehat T’ centrum.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Centralis-axialis kollineaciok koordinatas alakja

Definici6: Centralis-axialis kollineacio

Azokat a kollineaciokat, melyeknek van centrumuk €s tengelyiik,
centralis-axialis kollineacioknak nevezziik.

Allitas: Sok centrilis-axialis kolline4cié van

Legyen ¢ a projektiv sik tetszdleges egyenese és P, Q és Q" harom
tetszdleges projektiv pont ugy, hogy O, Q' ¢ t, P, Q, Q' kollineédrisok
és O, Q" # P. Ekkor pontosan egy olyan ¢ centrdlis-axialis kolline4cio
l1étezik, amelynek 7 tengelye, P centruma és Q képe Q.

y

Biz. Feltehetjiik, hogy ¢ a v.t. egyenes. Ha P € t, akkor ¢ az az eltolas,
amely O-t Q’-be viszi. Ha P koz. pont, akkor ¢ az a P k6zéppontu

nyujtas, melyre ¢(Q) = Q’.
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Végtelen tavoli elemek
A projektiv sik Homogén koordinétazas
Kollineaciok

Centralis-axialis kollineaciok koordinatas alakja

Lemma: Linearis leképezések egy osztalya

Legyenek u,y # 0 vektorok és a skalar, €s legyen
Lyyo:x—x =x+a'x)y.

Ekkor Ly, : R? — R linedris leképezés, melyre:

o Lyyo = id €s Luya © Luyp = Luyatgraputy)-
@ Haoa(u'y) # -1, akkor L, = Lyyp, ahol f = ——=

uy,a l+a(u'y)®

@ Hau'x = 0 valamely x-ra, akkor L,y ,(x) = x.

Q Hav'y =v'x = 0, akkor x’ = L, o(x)-re teljesiil v'x" = 0.

Allitds: Centrélis-axidlis kolline4ciék koordindtds alakja

Ha a(u'y) # —1, akkor L, , centrdlis-axialis kollineaciét hatdroz
meg, melynek tengelye ¢ : u’X = 0 és centruma C(y).
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Misodrendi projektiv gorbék
Konjugilt pont, polaritasok

Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

e Masodrendt gorbék, projektiv kupszeletek
@ Masodrendi projektiv gorbék
@ Konjugalt pont, polaritdsok
@ Pascal, Brianchon és Papposz tételei
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Misodrend projektiv gorbék
Konjugilt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Kupszeletek a kozonséges sikon

A kozonséges sikon kupszeleteknek nevezziik a ellipszist, parabolat
€s hiperbolat. Ezek geometriai definicigja (fokuszpontokkal és
vezéregyenessel) koordindtamentes, csak a tavolsag fogalmat

hasznalja. A kupszeletek egyenlete a koordinatarendszer megfeleld
megvalasztasaval kanonikus alakra hozhato:

Parabola: X? =2pY,

X* v

EuipSZiS: ; + ﬁ = 1,
x> Y

Hiperbola: g — ﬁ = 1,

ahol az a, b, p konstansoknak szemléletes geometriai jelentés
tulajdonithato.
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Misodrend projektiv gorbék
Konjugélt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Gorbék a kozonséges sikon

Legyen f(x, y) kétvaltozos folytonosan differencialhato fliggvény €s
jelolje a parcialis derivaltakat 01 (x, y), 0»f (x, v).

Definici6: Sikgorbék

A kozoséges sik azon pontjainak halmazat, melyek koordinataai f
z€rohelyel, f gorbéjének nevezziik:

I'p =16 [ f(x, y) = 0},

Amennyiben f n-edfoku polinom, I'r-et n-edrendi gorbének mondjuk.

y

Példak: Gorbék a kozonséges sikon

Az egyenesek els6foku gorbék. Az f(x,y) = x> + y*> — 1 fiiggvény
gorbéje az origd kozéppontu egységkor. Masodrendl gorbék.

54/98



Misodrend projektiv gorbék
Konjugélt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Gorbe €érintdje

Definici6: Gorbe érintdje

ATy gorbe P pontbeli €rintoje a P-beli szelok
hatarhelyzete. Azaz ha Q # P szintén a gorbe
egy pontja, és Q — P a gorbén, akkor a
P-beli €érintd a PO egyenes hatarhelyzete.

Allitds: Az érintS egyenlete

Az f(x,y) = 0 gorbe P(a, b) pontjahoz a. cs.
a. tudunk egyértelmi €rintdt huzni, ha
(01f(a,b), 0rf(a, b)) # (0,0). Ekkor az érintd
egyenlete

81f(a, b)(X — a) + 8xf(a, b)(Y — b) = 0.
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Misodrend projektiv gorbék
Konjugilt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Gorbe €rint0jének egyenlete

A 0if(a,b)(X —a) + 0rf(a,b)(Y — b) = 0 egyenes atmegy a P(a, b)
ponton €s a meredeksége mp = — ggg%g. Megmutatjuk, hogy ez a PQ
szelok meredekségének hatarértéke. A differencialhatésag miatt a

_f(aay) _f(xay) _f(xab) _f(x’y)
- ’ g(x’y)_
a—x b—y

h(x,y)

fliggvények folytonosak, €s teljesiil /i(a, b) = 0,f(a, b),
g(a,b) = 0»f(a,b). Az egyenleteket atirva kapjuk, hogy

Jx,y) =f(a,y)+h(x,y)a—x) = f(a,b) + h(x,y)(a—x)+ gla,y)(b—y).

Legyen f(a, b) = f(x,y) = 0, ekkor h(x, y)(a - x) + g(a, y)(b - y) = 0 és
a PQ szeld meredeksége

b-y __hxy) 01f(a,b)

PO T T Ty T T af(ab)
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Misodrend projektiv gorbék
Konjugilt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Homogén polinomok

Az altalanos n-valtozos d-edfoku polinom:

i1+-+i,<d

_ i1 yi2 i

fXuoX) = ) @ X{ X2 XD
15...,0,>0

Az a;,..;, X} --- X, tag a polinom monémja, iy + - - - + i, a moném

totalis foka.

Definici6: Homogén polinom

Az n-valtozos f(Xq, ..., X,) polinomot d-edfoku homogén
polinomnak nevezziik, ha minden mondmjanak a totalis foka d.

Lemma: Polinomok homogenitasanak jellemzése

Az f(X1,...,X,) polinom akkor €s csak akkor d-edfoku homogén
polinom, ha minden ¢ esetén teljesiil

f(Xy, ..., 1X,) = °f (X1, ..., X))
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Misodrend projektiv gorbék
Konjugélt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Homogén polinomok alaptulajdonsagai

Allitds: A homogén polinomok alaptulajdonsdgai

Q@ Haaz (xq,...,x,) szdm n-es zérohelye az f (X1, ..., X,) homogén
polinomnak, akkor minden A skalar esetén (Axq,..., Ax;) 1s
z€rohelye neki.

© Homogén polinomok szorzatai €s 0szto1 is homogének.

© A d-edfoku homogén polinomok Osszegei €s skalarszorosai is
d-edfoku homogén polinomok. (Vektorteret alkotnak.)

Q Azf(Xi,...,X,) d-edfoki homogén polinomra teljesiil

X1y s X)X+ + 0 X1y, X)X, = dF (X1, ..., X))

o

Biz. (1), (2) és (3) kozvetlen kovetkezik a lemmabdl, valamint ¢
szerintl derivalassal €s ¢ = 1 helyettesitéssel (4) 1s.
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Misodrend projektiv gorbék
Konjugélt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Gorbék a projektiv sikon

Definici0: Projektiv gorbe

Legyen F(X, Y, Z) n-edfoki homogén polinom. A
1_‘F o= {P(xayaz) | F(xay’z) — O}

ponthalmazt az F altal meghatarozott n-edfoku projektiv gorbének
nevezzik.

y

Példak projektiv gorbékre

@ Az egyenesek elsofoku projektiv gorbék.

@ Legyen F(X,Y,Z) = XY ekkor egyrészt I r masodfoku gorbe.
Masrészrol I'r az X = 0 €s az Y = 0 egyenesek uniodja.

Q Altaléban, ha FF = GH, akkorI'r =T UTy.

o Legyen F(X,Y,Z) = X? — YZ. Ekkor F masodrendii gorbe, mely
nem all el két egyenes unidjaként.
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Misodrend projektiv gorbék
Konjugélt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Homogén €s inhomogén polinomok kapcsolata

Allitds: Homogén és inhomogén polinomok kapcsolata

Tetszoleges n-edfoku 2-valtozos f(X, Y) polinomhoz rendeljiik hozza
az

FX,Y,Z2)=Z7"f 2
b ’ - Z b Z
3-valtozos polinomot. Ekkor F' n-edfoku homogén polinom, melyre
F(X,Y,1) = f(X,Y) teljesiil. I'r kozOnséges pontjai pontosan I’y
elemei.

Biz. Haf(X,Y) = Y, a; X'V, i +j < n akkor
F(X,Y,Z) = Z a; X'Y 7"

n-edfoki homogén polinom. A P(x,y) kozonséges pont homogén
koordinatai (x,y, 1) és F(x,y,1) = f(x,y), azaz
P(x,y,1) e I'r &< P(x,y) € I's-re.
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Sikgorbe projektiv lezartja

Definici6: Gorbe projektiv lezartja

Legyen f(X, Y) kétvaltozos polinom €s az iménti moédon definidljuk a
hozza tartozo F(X, Y, Z) haromvaltozos homogén polinomot. A I'r
gorbét a I'r gorbe projektiv lezartjanak nevezziik.

Példak gorbék projektiv lezartjara

@ Az aX + bY + ¢ = 0 kozOnséges egyenes projektiv lezartja az
aX + bY + cZ = 0 projektiv egyenes.

o Az origé kozépponti egységkor egyenlete X? + Y2 = 1, vagyis
ezaz f(X,Y) = X? + Y? — 1 polinom zérushelye. Ennek projektiv
lezartjaa F(X,Y,Z) = X* + Y? — Z? polinom 4ltal meghatarozott
masodfoku gorbe.

@ Az Y = X? parabola polinomja f(X, Y) = X* — Y, ennek projektiv
lezartja F(X,Y,Z) = X*> — YZ. Mutassuk meg, hogy I'r-nek
pontosan egy végtelen tavoli pontja van.
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Projektiv gorbe €rintdje

Allitas: Projektiv gorbe érintéje
ATr: F(X,Y,Z) =0 projektiv gorbe P(a, b, c) pontjaban az €rintd
homogén koordinatas egyenlete

0=0:F(a,b,c)X + 0>F(a,b,c)Y + 03F(a,b, c)”Z.

Definici6: Sima pont, szingularis pont

Azt mondjuk, hogy a P(a,b,c) pontI'r : F(X,Y,Z) = 0 projektiv
gorbe szingularis pontja, ha P-ben az F' mindharom parcialis
derivaltja 0. Ellenkez0 esetben P-t a gorbe sima pontjanak nevezziik.

v

Megjegyzés. Lathato, hogy a gorbe sima pontjal pontosan azok,
amelyekbe egyértelm €rintot tudunk huzni. Példaul az

F(X,Y,7Z) = X? — YZ minden pontja sima, mig P(0, 0, 1) szingularis
pontja F (X, Y,7Z) = XY-nak.
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Alakzatok projektiv ekvivalencigja

Definici6: Projektiv ekvivalencia

Azt mondjuk, hogy a projektiv sik két alakzata projektivan ekvivalens,
ha létezik az egyiket a masikba vivo projektiv linedris transzformacio.

@ Mivel a projektiv lineéris transzformaciok csoportot alkotnak, a
projektiv ekvivalencia ekvivalenciarelacio.

@ Ekvivalens alakzatok csak a homogén koordinatarendszer
megvalasztasaban kiilonboznek egymastol.

@ Két projektivan ekvivalens gorbe esetén a koordinatarendszer
megfeleld valasztasaval az egyik a masik alakjara hozhato.
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Az altalanos masodrenda polinomok

Az altalanos kétismeretlenes masodfoku polinom:
FX,Y) = anX? +2a12XY + an¥? + 2a13X + 2a»3Y + az,
altalanos haromismeretlenes masodfoka homogén polinom:
F(X,Y,Z) = ay 1 X* + 2a12XY + an¥? + 2a13XZ + 2a:3YZ + a3z 7.

Tekintsiik az
aj; dip dps
A=| app axy axy

aiz a3z dasj
3 x 3-as szimmetrikus matrixot, F' az kovetkezo alakban irhato fel:

aip diz2 a3 X1 3
F(x1,x2,x3) = (X1,X2,X3)| a1z ax a3 (| x2 |= Z AjjXiX;
aiz dz3 asj X3 1y=1
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Masodrendt projektiv gorbék

Definici6: Masodrendi projektiv gorbék
Legyen A = (a;;) 3 X 3-as szimmetrikus matrix. Azon k6zonséges
pontok halmazat, melyek koordinatai kielégitik az

6111X2 + 26112XY + a22Y2 + 2a13X + 26123Y + a3z = 0

masodfoku polinomot, kozonséges masodrendl gorbének nevezziik.
Ezen gorbe projektiv lezartjanak egyenlete

a11X% + a22X§ + a33X§ + 26112X1X2 + 26113X1X3 + 26123X2X3 = 0.

A projektiv egyenletet roviden x’Ax = 0 alakban irjuk.
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Linearis transzformaciok hatasa masodrenda gorbéken

Allitas: Linedris transzformaciok hatidsa masodrendl gorbéken

Az x'Ax = 0 masodrendii gorbét a ¢, projektiv linearis
transzformdcio a x'Bx = 0 masodrendi gorbébe viszi, ahol
B=M'AM"

Bizonyitds. Legyen a P(x) pont képe P’'(y),y = Mx.
x'Ax =0 o M 'yYAWM y) © yM'AM ™'y & y'By,

tehat P(x) akkor és csak akkor illeszkedik az x’Ax = 0 gorbére, ha
P’(y) képe illeszkedik az x'Bx = 0 gorbére.

Példa: Kupszeletek ekvivalenciaja

Mutassuk meg, hogy az ellipszis, a parabola, és a hiperbola
projektivan ekvivalensek.
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Elfajul6 masodrendi gorbék

Definici0: Elfajuld masodrend gorbék

Azt mondjuk, hogy a I" : x’Ax = 0 egyenletii projektiv masodrendi
gorbe elfajulo, ha det(A) = 0.

Tétel: Elfajulé masodrendti gorbék osztalyozasa

Legyen A = (a;;) a nullmatrixtol kiilonb6z0 3 X 3-as szimmetrikus
matrix, melyre det(A) = 0 és jelolje I az x’Ax = 0 egyenletii
masodrendl gorbét. Ekkor I' projektivan ekvivalens az alabbiak
egyikével:

Q XX, =0, azaz I' két egyenes uniodja.

@ X; =0, azaz T egyetlen egyenes.

© Xf + X% = 0, azaz I' egyetlen pontbdl all.
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Elfajulé masodrendi gorbék osztalyozasa

Mivel det(A) = 0, a Cramer-szabaly szerint da # 0, melyre Aa = 0.
Ekkor P(a) € I'. Feltehetjiik, hogy a = (0,0, 1), ekkor

I: a11X% + 26l12X1X2 + Cl22X2 = 0.

Jelolje A = 4((1%2 — dj1a»») a diszkriminanst.

1. eset: A > 0. Ekkor az a1 X? + 2a12X + a» = 0 egyenletnek két
kiilonbozo a, B gyOke van, azaz ap X?+2apX+a»n = c(X - a)(X - B)
alakban szorzatta alakithato. Ez azt jelenti, hogy I' egyenlete 1s

anXi +2a12X1Xa + anX; = c(X; - aXo)(X; - fX2)

alakba irhato, és I' két kiilonb6z6 egyenes uniodja.
2. eset: A = 0. Ekkor az elobbi mddszerrel

a11X% + 2Cl12X1X2 + Cl22X§ = C(X1 — C},’Xz)z

ésl"aze: X| —aX, =0 egyenes.
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Elfajulé masodrendi gorbék osztalyozasa (folyt.)

3. eset: A < 0. Ekkor ay; # 0 és leosztva vele a;; = 1 feltehetd.
Tekintsiik az

X% + 2(112X1X2 + (122X§ = (X1 + (112X2)2 + (a22 — Cl%z)Xg
= (X1 + a12X2)2 — AX%

atalakitast. Lathato, hogy az
Xi = X1 +a;pXa, Xé = V—AX2

linearis helyettesités I' egyenletét a kivant (X 1)2 +- (Xé)2 = ( alakra
hozza.

Kovetkezmény

Az elfajulo masodrendt gorbéknek mindig van szingularis pontjuk.

69/98



Misodrend projektiv gorbék
Konjugilt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Masodrendt gorbék €s egyenesek metszete

Allitds: Masodrendi gorbék és egyenesek metszete

Legyen I' masodrendt gorbe, e egyenes. Ekkor |[I' N e| < 2 vagy pedig
e C I'. Az utobbi esetben I elfajulo.

Bizonyitas. Az egyenes egyenlete elsofoku, I'-€ masodfoku, a
metszéspontokat behelyettesitéssel keressiik meg. Masodfokuba
elsofokut helyettesitve masodfoku egyenletet kapunk, ami vagy
azonosan nulla, vagy pedig < 2 gyoke van. Az elso esetbene C T
Tegyiik most fel, hogy I' : x’Ax = 0 tartalmaz egyenest, projektiv
ekvivalencia miatt feltehetd, hogy az egyenes egyenlete Z = 0. Ekkor
a3 = axz = azy = 0, azaz det(A) = 0.
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Masodrendl gorbe 0t ponton at

Tétel: Masodrendt gorbe 6t ponton at

A projektiv sikon 5 dltalanos helyzetl ponthoz pontosan egy rajtuk
atmend nem-elfajulé masodrendi gorbe 1€tezik.

Biz. Tekintsiik a P; pont (x;, y;, z;) homogén koordinatait i = 1,...,5)
€s keressiik a kérdéses kupszeletet

ClllX% + Clsz% + a33X§ + 2a12X1X2 + 26113X1X3 + 2a23X2X3 =0

alakban. Az X1, X5, X3 helyébe x;, y;, z;-t helyettesitve egy hat
1smeretlenes, az

2 2 2 .
anx; +axny; +azz; +2a12xy; +2a13x;zi +2ax3y;z; =0,  i=1,...,5

egyenletekbol all6 homogén linearis egyenletrendszert kapunk az a;;
ismeretlenekkel. Ennek biztos l€tezik A = (a;;) nem-trivialis

megoldasa, legyen I az x’Ax = 0 masodrendd gorbe.
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Masodrendt gorbe Ot ponton at (folyt.)

Megmutatjuk, hogy I' nem-elfajul6. Ellenkezd esetben I' egy pont
vagy legfeljebb két egyenes unidja volna, azaz az 6t pont koziil
legalabb harom kollinearis lenne.

Meg kell még mutatunk, hogy I egyértelmi. Ez azzal ekvivalens,
hogy az 6t egyenlet linearisan fiiggetlen. Ellenkezo esetben
feltehetnénk, hogy I' illeszkedik egy tetszoleges Pg(xg, V6, Z6) pontra.
Valoban egy hatodik pont hozzavétele egy tovabbi egyenletet
jelentene az egyiitthatokra, €s tovabbra 1s 1€tezne nem-trivialis
megoldas.

Valasszuk Pg-ot a P1 P, egyenesrOl, ekkor |P1 P>, N 1| > 3, azaz
PPy C T és1 elfajulo. Mint mar lattuk, ez ellentmond az 6t pont
altalanos helyzetének.
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Konjugalt pontparok

Rogzitsiik a
I: 6111X% + a22X§ + (133X§ + 26112X1X2 + 26113X1X3 + 26123X2X3 =0

nem-elfajulo projekitv masodrendu gorbét €s jelolje A = (a;;) az
egylitthatokbol all6 3 X 3-as szimmetrikus matrixot.

Definici6: Kupszeletre nézve konjugalt pontpar

Azt mondjuk, hogy a P(x1, x2,x3) €s OQ(v1, y2, y3) pontok konjugaltak
a I’ masodrendt gorbére nézve, ha teljesiil

3
x'Ay = Z a;ix;y; = 0.
ij=1

Jelolés: P L Q. A P pont konjugdlt pontjainak halmazat P+ jeloli.
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A konjugaltsagi relacio alaptulajdonsagai 1.

Definicié: Onkonjugélt pont

A P ponton onkonjugaltnak nevezziik, ha P L P.

Tétel: A konjugaltsagi relacio alaptulajdonsagai I.

A masodrendi gorbére vett konjugaltsagi relacié szimmetrikus. Az
onmagukkal konjugalt pontok pontosan a masodrendl gérbe pontjai.
Egy egyenesen legfeljebb 2 dnkonjugalt pont van.

Biz. Mivel A szimmetrikus matrix, ezért
x'Ay = (x'Ay)’ = y'A’x = y'Ax,

igy P(x) L Q(y) akkor és csak akkor, ha Q(y) L P(x). A tobbi trivialis.
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A konjugaltsagi relacio alaptulajdonsagai II.

Tétel: A konjugaltsagi relacio alaptulajdonsagai II.
Legyen u = Ax, ahol x # 0. Ekkor u # 0 és a P(x) pont konjugalt
pontjainak P+ halmaza a u’X = 0 egyenletii egyenes pontjai.

Biz. Legyen e az u'X = 0 egyenletii egyenes. Mivel u’ = x’A" = x'A,
ezeért

QepP- P(x) L O()
x'Ay =0
u'y =0

Q€ e,

(I

azaz P+ = e.
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A konjugaltsagi relacio alaptulajdonsagai II1.

Tétel: A konjugaltsagi relacio alaptulajdonsagai III.

A P — P+ leképezés illeszkedéstarto bijekcid a projektiv pontok és
egyenesek halmazai kozott. Specidlisan,

(PO =P~ NQ~, (enf)r =ef"

teljesiil minden P, Q pontra €s e, f egyenesre.

Biz. Vizsgaljuk az x — u = Ax leképezést. Ez det(A) # 0 miatt
bijektiv transzformacid, mely linearisan fiiggd vektorokat linedrisan
fligg6kbe visz. Geometriailag ez azt jelenti, hogy a P > P leképezés
bijektiv, €s kollinearis pontok képei k6z0s ponton atmend egyenesek.
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Pont polarisa, egyenes polusa masodrendt gorbére

Kovetkezmény

Az e egyenesre illeszkedd P pontok P+ képei sugarsort alkotnak.
Ezen sugarsor Q tartéjara teljesiil Q-+ = e.

Definici6: Polus, polaris

Az e = P+ egyenest a P pont I' masodrendii gorbe szerinti
polarisanak, mig P-t az e polusanak nevezziik és a P = e~ jelGlést
hasznaljuk.

Példak: Szamoljuk ki!

@ A K kor O origéjanak K-ra vett polarisa a végtelen tavoli
egyenes.

@ A P parabola szimmetriatengelyének polusa a ra meroleges
egyenesek kozos végtelen tavoli pontja.
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ErintSk és polarisok

Allitds: Erint6k és poldrisok kapcsolata

Legyen P aT : x'Ax = 0 masodrendi gorbe tetsz6leges pontja. Ekkor
P+ aT P-beli érintdje.

Bizonyitas. A P(x)-beli érintd egylitthatoi a I' homogén egyenletének
parcidlis derivaltjai az x = (x1, x2, x3) helyettesités mellett:

u = 26111)61 + 26112)62 + 2a13X3,
U, = 26121)61 + 26122)62 + 26123)63,
uiy = 26131)61 + 26132)62 + 26133)63,

azaz konstans szorzotol eltekintve valéban u = Ax az érinto
egyiitthatéira, azaz az érinté P+,

78/98



Misodrendi projektiv gorbék
Konjugilt pont, polaritdsok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

1-szelOk €s polarisok

Allitds: 1-szelSk és poldrisok kapcsolata

Legyen I' nem-efajulé masodrendi gorbe, P € I'. Ekkor {P} = y N P+
€s az Osszes tobbi P-n atmend egyenes két pontban metszi I'-t.

Bizonyitas. Legyen P(x) € I', O(y) ¢ I' €s tekintsiik a PO egyenes
P-t0l kiilonbozo altalanos R(z) pontjat, z = Ax + y.

Rell & 0=7Az=(Ux+y)A(lx +y)
& 0= x'Ax + 2x'Ay + y'Ay
& 0=21x"Ay +y'Ay

y'Ay

2x'Ay

Azaz, PQO-nak akkor és csak akkor van P-tdl kiilonb6z6

metszéspontja, ha x’Ay # 0, azaz ha Q ¢ P+.

& A=-
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Erinték és 1-szeldk

Kovetkezmény: ErintSk és 1-szelSk kapcsolata

Nem-elfajulo projektiv masodrenda gorbe esetén az egy pontban
metsz0 egyenesek pontosan az €rintok.

e d

Az eloz0 két allitasbol kovetkezik, hogy mind az 1-szeldk, mind
pedig az €érintdk a gorbe pontjainak polarisai.

Szemléletes bizonyitas. Mivel az érintd a szeld hatarhelyzete, elég
megmutatni, hogy e-t “kicsit megvaltoztatva” 2 metszéspontot
kapunk. Az e egyetlen metszéspontjanak oka, hogy az egyenletét I'
egyenletébe helyettesitve a kapott masodrendil egyenlet
diszkriminansa A = 0. Ha azonban e-t kissé megforgatom P-n at,
egylitthatoi kicsit megvaltoznak, €s A 1s kicsit megvaltozik, azaz

A # 0 lesz. De A < 0 nem lehet, mert akkor e nem metszené I'-t, azaz
A > 0 és e két pontban metszi I'-t.
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Kiilso €s belsd pontok, egyenesek

Allitds: Erint6k adott ponton it

Adott I' nem-elfajulé6 masodrendi gorbéhez barmely P pontbol
legfeljebb két €rintd huzhatd. Ha P-n egyetlen érintd megy at, akkor
P €T és az érint6 P+.

Biz. Legyen ey, e érintd P-n keresztiil Q1, Q5 érintési ponttal. Ekkor
Pt =(e1Ney) =erey =010

Mivel [T’ N P1| < 2, ezért nincs tobb érintd P-n At.

Definicio: Kiilso és belsd pontok, egyenesek

Legyen I' nem-elfajulé masodrenda gorbe. Azt mondjuk, hogy a P
pont a I kiilsO pontja, ha beldle pontosan két €rintd huzhat6 I'-hoz. P
belsd pont, ha nem huzhat6 beldle érintd. Az e egyenes kiilsO, ha nem
metszi I'-t, €s belso, ha két pontban metszi.
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Polus, polaris szerkesztése 1.

Allitds: P6lus, polaris szerkesztése 1.

@ Kiilso pont polarisa belsd egyenes,
belsod ponté pedig kiilsd egyenes.

@ Legyen P a I Kkiilso pontja, jelolje e, e
a P-bol I'-hoz huzott két érintdt. Ekkor
P+ =f = 010, ahol Q; = e; az érintési
pontok.

@ Legyen e belso egyenes, jeldlje O, 0> a
['-val vett metszéspontjait, valamint
e1, e> az ezekbe huzott érintoket. Ekkor
f pOlusa P = e; N ex.
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Polus, polaris szerkesztése 11.

Allitds: P6lus, polaris szerkesztése II.

@ Legyen e kiilso egyenes. Valasszunk
e-n két kiils6 pontot, P, Q. Szerkessziik
meg P+, O+-et, ezek R metszéspontja e
pOlusa.

@ Legyen R a I belsod pontja. Valasszunk
két belso egyenest R-en at. Az ezek
pOlusait 6sszekoto e egyenes R polarisa.

Megj. Annak a szemléletes ténynek,
miszerint kiilsd egyenes minden pontja
kiilsd, és hogy belsd pontra csupa belsd
egyenes illeszkedik, a bizonyitasa messze
nem trivialis.
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Onkonjugélt haromszogek

Definicié: Onkonjugalt hdromszog
Azt mondjuk, hogy az P;, P,, P3 pontok onkonjugalt haromszoget

alkotnak a I' masodrendii gorbére nézve, ha a csucsok polarisai a
szemkozti oldalegyenesek: P = P,P3, Py = P P3, P3L = P P,.

Onkonjugalt hdromszdgek konstrukciéja:

@ Tudjuk, hogy minden egyenesen
legfeljebb két onkonjugalt pont van,
tehat 1étezik P nem Onkonjugalt pont.
Legyen e; = Pf‘, P ¢ e;.

@ Legyen P, € ¢e; tetszOleges nem
onkonjugdlt pont, e, = Py

@ Legyen P3 = e N ey,

—_ . - 1L 1 __
e3 —P3 = e, e, = P{P>.
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Nem-elfajul6 masodrendt gorbék osztalyozasa — lemma

Lemma: Masodrend gorbe egyenlete onkonjugalt alappontokkal

Legyen I' nem-elfajulé masodrendi gorbe €s tegyiik fel, hogy a
homogén koordinatarendszer E1, E», E3 alappontjai onkonjugalt
haromszoget alkotnak I'-ra nézve. Ekkor I" egyenlete

Cl11X% + a22X§ + a33X2 = 0.

Biz. Legyen A = (a;;) aI egyenletének matrixa. Az E(1,0,0)
alappont polarisa az

anXi +apXs +aizXz =0

egyenes. A tétel szerint £~ = E>E3, mely utébbi egyenlete X; = 0. Ez
azt jelenti, hogy aj» = a3 = 0. Ey = EEj3 felhaszndldsdval
hasonléan adodik a»3 = 0.
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Nem-elfajul6 masodrendt gorbék osztalyozasa

Tétel: Nem-elfajul6 masodrendil gorbék osztalyozasa

Tetszoleges nem-elfajulé masodrendil gorbe projektivan ekvivalens az
alabbbi két gorbe egyikével.

QI: Xf + X% + X% = 0, ha csupa képzetes pontja van.
@ I': X7 +X; — X5 =0, ha van legaldbb egy valds pontja.

Biz. A lemma szerint a koordinatarendszer megvalaszthato ugy, hogy
I egyenlete a1 X} + anX5 + a3z X5 = 0. Legyen a;; = +b?, és
tekintsiik a

@ : (x1,x2,x3) = (b1x1, b2x2, b3X3)

projektiv linearis transzforméciot. Ez I'-t a iX% + X% + X% =0
egyenletl kupszeletbe viszi. A valtozok esetleges cseré€jével, €s —1-el
valo szorzassal tehat I' egyenlete a kivant alaku lesz.
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Masodrendu gorbék €s a kupszeletek

Kovetkezmény: Mdasodrend gorbék €s a kupszeletek

A valos ponttal rendelkezo projektiv nem-elfajulé masodrenda gorbék
mind projektiv ekvivalensek €s végtelen sok valos pontjuk van.
Specialisan, a kupszeletek €s a valos ponttal rendelkezd nem-elfajulo
masodrendu gorbék ugyanazok. A projektiv masodrendl gorbe
kozonséges része ellipszis, parabola vagy hiperbola attol fiiggden,
hogy 0, 1 vagy 2 végtelen tavoli pontja van.

Megjegyzés. Az Xf + X% — X% = 0 egyenletet a projektiv kupszeletek
kanonikus alakjanak is nevezziik, mivel a homogén
koordinatarendszer megfelel6 megvalasztasaval barmely
projektiv kiipszelet ilyen alakra hozhaté.
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Kupszelet megadasa ot adattal

Tétel: Kupszelet megadasa 6t adattal

Az alabbi 6t adat egyértelmiien meghataroz egy nem-elfajulo
kupszeletet, azaz pontosan egy nem-elfajuld kupszelet van, mely
atmegy az adott pontokon €s €rinti az adott egyeneseket.

Q Négy altalanos helyzetl pont, és egy egyenes, mely ezek
egyikére illeszkedik.

© Harom altalanos helyzetl pont €s két egyenes, melyek ezek
koziil egyre-egyre illeszkednek.

© Harom alt. helyzeti egyenes €és koziiliik kettd egy-egy pontja.
© Négy alt. helyzetl egyenes €s az egyikiikre illeszkedo pont.

@ Ot altalanos helyzetii egyenes.

A bizonyitas hasonld, mint az 6t pontra illeszkedo kupszeletrdl szo16

tételben.
88/98



Misodrendi projektiv gorbék
Konjugélt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Menelaosz-tétel

Lemma: Menelaosz-tétel

Tekintsiik az ABCA-t €s az oldalegyeneseknek a csucsoktol
kiilonbozo A1, By, Ci pontjait. Ezek akkor €s csak akkor kollinedrisak,
ha az eldjeles tavolsagokra teljesiil

ACY| |BAY| |CBy| _

: = —1. (3)
C1Bl ACl |BiA )
Biz. Tth. A1,B1,C; € e, legyen D € BC 2
ugy, hogy AD || e. A parhuzamos szelok
tétele miatt:
B,
AC1|  |DAy| |ABi|  |DAq]
= , = = (3). A%
|CiB|  |A1B| |B1C| |AC] | AN
B C \
Masik irany a szokdsos modon.
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Szel0d szakaszok tétele

Lemma: Szel0 szakaszok tétele

Legyen k kor, P ¢ k, e,f egyenesek P-n at. Jelolje A1, A, 1lletve By, B
az e, f egyenesek k-val vett metszéspontjait. Ekkor teljesiil

|PA1||PAz| = |PB1||PBa].

Biz. A keriileti szogek tétele miatt
B1A1B>< = B1A>B»<, tehat
PA{B>A ~ PB1A>A. A megfelelc’i
oldalak aranyaira:

|PA| _ |PB;|
IPBy|  |PA;|’

amibdl adddik a kivant eredmény.

90/98



Misodrendi projektiv gorbék
Konjugélt pont, polaritasok
Masodrendl gorbék, projektiv kupszeletek Pascal, Brianchon és Papposz tételei

Pascal-tétel

Tétel: Pascal-tétel

Tekintsiik a kupszelet
A1,A2,A3 €8 B1,B,,B3
pontjait. Ekkor a

Q1 = A2B3 NA3B»,
(0> = A1B3 NA3By,
03 = A1B> N AyB;
pontok kollinearisak.

Bizonyitas. Feltehetjiik,
hogy I' kor €s a pontok
kozonségesek.
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Pascal-tétel (folyt.)

Haromszor Menelaosz-tétel
a D1D>D3A-re:

A1O»B3 =

DiAy] | ID2Bs| | ID3Os _ 4
|A1D2|  |B3D3|  |Qa2Dy]
A203B1 =

D1Qs| | I1D24s| | ID3Bi| _ 4
|03D>|  |A2D3|  |B1D1|
A3Q1By =

|D1Ba|  |D20i| | |D3A3] _ 1

1BoD|  |01D;3]  1AsDy| T
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Pascal-tétel (folyt.)

A harom egyenlOséget Osszeszorozva €s atrendezve:

D3 0> |D1 Q3] 1D201]

|Q>D1||Q3D;| |Q1D5

(ID1A1| D1le) (|D2A2||D233|) (|D3A3||D3B1|)
\D1A3||D1B1| ) \|D2A11|D2B3| ]\ |D3A2||D3B3|

A zargjeles tényezOk a szeld szakaszok tétele miatt mind 1-ek. Tehat

D30l ID1Q3] 1D201|
|Q2D1 Q3D [Q1D3] ’

azaz a Menelaosz-tétel ismételt alkalmazasaval latjuk, hogy a
01, 0>, O3 pontok kollinearisak.
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Brianchon-tétel

A Pascal-tétel dualisa:

Tétel: Brianchon-tétel

Tekintsiik a kupszelet
ai,a»,as, by,br,bs érintoit.
Ekkor azf1 = P23P32,

fo = P13P3; és

f3 = P12P>1 egyenesek
egy ponton mennek at.
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Papposz-tétel

Tétel: Papposz-tétel

Tekintsiik az e, f egyenesek
Al,Az,A3 c e, Bl,Bz,Bg Ef
pontjait. Ekkor a

01 = A2B3 NA3B,

0> = A1B3 N A3Byq,

03 = A1B> N Ay B pontok
kollinearisak.

Szemléletes bizonyitas: Tekintsik al” = e U f : x’Ax = 0 kipszeletet,
det(A) = 0. Modositsuk “kicsit” A-t, ekkor I' nem-elfajulo lesz,

Pascal-tétel miatt Q, O, O3 kollinearis. Ez csak ugy lehetséges, ha
eredetileg is kollinearisak voltak.
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Kupszelet altalanos pontjanak szerkesztése

Kupszelet altalanos pontjanak szerkeszté€se

A kupszelet dltalanos pontja a Pascal-tétel segitségével csak
vonalzoval megszerkesztheto.
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Kupszelet érint0jének szerkesztése

Kupszelet érintdjének szerkesztése

A kupszelet €érintOje a Pascal-tétel segitségével csak vonalzoval
megszerkesztheto.
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Az eldoadasban hivatkozott matematikusok

e Euklidesz, gorog matematikus, Kr.e. 325-265

@ Alexandriai Menelaosz, gor6g metamatikus és csillagasz, Kr.u.
70-140

@ Alexandriai Papposz, gorog metamatikus, Kr.u. 290-350
@ Gérard Desargues, francia mérnok €és matematikus, 1591-1661

@ Blaise Pascal, francia matematikus, fizikus €s teologus,
1623-1662

@ Gabriel Cramer, svdjci matematikus, 1704—1752

@ Charles Julien Brianchon, francia vegyész €s matematikus,
1783-1864
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