1. Szallitasi probléma
Legyen C' = (c¢;5) m x n-es métrix, a;,b; > 0, 1 <i <m, 1 <j <n olyan szdmok,

melyekre 31" a; = 377 by, és tekintsitk a kovetkez$ linedris programozdsi feladatot,
melyet szallitasi feladatnak neveziink:

n m
D wik=ai, 1<i<m, > agj=b;, 1<j<n,

k=1 k=1
(%) zij 20, 1 <i<m, 1<j<n,
m n
Z Z Crllkl — min.
k=11=1

A szallitasi feladatra vezetoé gyakorlati problémat most nem ismertetjiik. Azt sem
targyaljuk itt, hogy azt az dltaldnosabb esetet, amikor Y 1", a; # Z?Zl b;, hogyan lehet
visszavezetni a (x) feladatra.

Célunk megoldast adni a (%) feladatra a szimplex médszer segitségével. Az algorit-
mus ismertetése elott szdmos megfontoldsra van sziikségiink. Vezessiik be a kovetkezo

jeloléseket.
T
b :(alv"'7am7bl7"'7bn>7
T
C :(6117"'761717'"7Cm17~"7cmn>
és
T
z :(mlla---ax1n7-~-7xm17---7xmn>-

Legyen tovabba A a kovetkezd (m + n) X mn-es matrix

1 0 0
0 1 0
A=
0 0 ... 1
melyre 1 = (1,...,1), illetve 0 = (0,...,0) az 1, illetve a 0 szdmbdl felépiil6 n komponensii
sorvektor, és E pedig az n x n-es egységmatrix. Tehat A fenti blokkositott alakja (m +

1) x m-es.
A most bevezetett jelolésekkel a szallitasi feladat a kévetkezo jol ismert alaki linearis
programozasi feladat:
Az =0b, >0, ¢c'z — min.

Az A maétrix oszlopvektorait jelélje rendre
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Az A matrixbdl azonnal leolvashatd, hogy

ahol e; a j-edik (m 4 n)-dimenzids egységvektort jeloli. Ezen jelolések bevezetésével az
Az = b egyenletrendszer (métrix egyenlet) a kovetkez6 vektoregyenlettel ekvivalens:

n
;1 Tik = b.
1

m
i=1 k=

A feladat egy lehetséges megoldédsa

mert az egyenletrendszer (x) szerinti alakjat és a > ;" a; = D07, b; egyenlSséget felhasz-
néalva kapjuk, hogy

n n
aibk

Zx’CZE: b =a;, 1<i<m

k=1 Z k=1 Z;ZI ap Z[ 1alZ v

és

ixkj:i aflbj b Zak—b 1<j<n
k=1 1 21:1 ai Zl 100y

Az is konnyen igazolhatd, hogy a célfiiggvény korlatos a lehetséges megolddsok halmazan.
Tehat a szallitasi feladatnak mindig van optimuma.

2. A szallitasi feladat matrixanak
és bazis megoldasainak tulajdonsagai

Ebben és néhany tovabbi fejezetben is megtartjuk az el6zo fejezetben bevezetett jelo-
léseket.

1. Allitds. Az A métrix rangjam +n — 1

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az A matrix els6 m soranak 6sszege és az utolsé n soranak
Osszege is az a vektor, melynek mindegyik komponense 1. FEzért A sorvektorrendszere
linedrisan fiiggd, és ezért A rangja kisebb mint m + n (a sorok szdma).

Legyen M azon (m +n — 1) x (m + n — 1)-es matrix, melynek oszlopai rendre az A
matrix utolsé soranak elhagyasaval kapott matrix 1,2,...,n,2n,..., mn oszlopai. Ekkor
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0 O 0 0 1 0
0 O 0 0 0 1
M = 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
o0 ...1T.00 ... 0

Felcserélve M elsé m soréat és utolsé n — 1 sorat (mint két blokkot) az

10 ... 000 ... 0
o1 ... 000 ... 0
~ 0 O 1 0 0 0
M = 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0
o0 ... 000 ... 1

matrixot kapjuk. M determindnsa 1, mert foatlojaban minden elem 1, és foatldja folott
pedig minden elem 0. Kovetkezésképpen az M métrix determindnsa 1 vagy —1. Mivel | M|
az A matrix m + n — l-edrendii nemeltiiné aldeterminansa, ezért A rangjam+n—1. =

2. Allitds. Az A métrix minden aldetermindnsa 0, 1 vagy —1. A mindegyik regulé-
ris almétrixa sorainak és oszlopainak alkalmas felcserélésével felsé triangularis matrixsza
alakithato.

Bizonyitas. A bizonyitast az aldeterminans rendje szerinti teljes indukciéval végezziik.
Az 1 rendu determinansokra nyilvanvaléan teljesiil az allitas. Tegyiik fel, hogy k > 2, és a
(k — 1)-edrendti aldetermindnsokra igaz az allitas.

Legyen D az A matrix egy k-adrendd aldetermindnsa. Ha D-nek van olyan oszlopa,
melynek minden eleme 0, akkor D = 0. Ha D-nek van olyan oszlopa, melynek vala-
melyik eleme 1 és a tobbi eleme 0, akkor D egy ilyen oszlopa szerinti kifejtése egyetlen
tagra redukalodik, vagyis D eldjeltol eltekintve megegyezik egyik elemének komplemen-
ter aldetermindnsaval, ami A-nak (k — 1)-edrenddi aldetermindnsa. Az indukcids feltevést
alkalmava kapjuk, hogy D 0, 1 vagy —1.

Ha megfigyeljiik az A matrix felépitését, akkor mindenki szaméra vilagos, hogy a ma-
radék esetben D minden oszlopaban két 1-es van, és az oszlop t6bbi eleme 0 (hiszen ugyanez
érvényes A oszlopaira is). Tegyiik fel, végiil, hogy D ezzel a tulajdonsdggal rendelkezik.
Azt mondjuk, hogy a D determindnsban szereplé valamely 1-es felsé (alsé) 1-es, ha az
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oszlopaban 1évé két 1-es koziil 6 a felsé (alsd). Nevezziik a D determinédns egy sorat felsé
(als6) sornak, ha van a sorban fels6 (alsé) 1-es. Az A matrix felépitését ijra megfigyelve
vilagos, hogy D egyik sora sem lehet egyszerre felso és alsé sor is. Ezért, ha D fels6 sorai
0sszegébol levonjuk alsd sorainak Osszegét, akkor a nullvektort kapjuk. Tehat D sorainak
rendszere linedrisan fiiggo, s ezért D = 0.

Legyen M az A matrix egy [ X l-es regularis almatrixa. Az M matrix alakjara vonat-
kozé allitast [ szerinti teljes indukcidval igazoljuk. Ha [ = 1, akkor az allitas trivialisan
teljesiil. Tegyiik fel, hogy | > 2, és az (I —1) x (I — 1)-es reguldris almétrixokra érvényes az
allitds. Az aldetermindnsok értékére vonatkozo allitas biznyitasara vonatkozd megfontola-
saink szerint van M-nek olyan oszlopa, melynek valamelyik eleme 1-es és a tobbi eleme O.
Ezért M-bél sor- és oszlopcserével olyan M’ maétrixot kaphatunk, melyben az elsé oszlop
els6 eleme 1-es, és az elsé oszlop t6bbi eleme 0. Jeldlje M azon (I — 1) x (I — 1) métrixot,
melyet M’-bol els6é sordnak és elsé oszlopanak torlésével kapunk. Vildgos, hogy M’ és
M" determindnsa megegyezik, ezért M" is reguldris matrix. Az indukcids feltevés szerint
M"-b6l sorainak és oszlopainak felcserélésével fels6 trianguldris matrix kaphaté. Ezeket a
cseréket az M’ matrixon beliil az M" almatrixan végrehajtva felsé trianguldris métrixot
kapunk. [ ]

3. Allitas. Legyen B egy olyan (m+n) x (m+n — 1)-es métrix, melynek oszlopvektorai
az A matrix oszlopvektorainak egy linearisan fliggetlen részrendszere. A B matrix barmely
sordnak elhagyésaval kapott (m+mn—1) x (m-+n—1)-es matrix regularis (azaz determindnsa
nem 0).

Bizonyitas. Jeldlje s;, + = 1,...,m 4+ n, a B matrix i-edik sorvektorat. Mivel egy
négyzetes matrix akkor és csak akkor regularis, ha sorvektorai linearisan fliggetlen rendszert
alkotnak, ezért a regularitas igazoldasahoz elég azt megmutatni, hogy ha 1 < k < m + n,
akkor az

{s;:1<i<m+n,i#k}

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Ez pedig ekvivalens azzal, hogy a vektorrendszer altal
generdlt altér dimenzidja megegyezik a vektorok szaméval (m-+mn—1)-gyel. Mivel B rangja
(sorrangja) m +n — 1, B Osszes sorvektora dltal generdlt altér m +n — 1 dimenziés. Az A
matrix alakjabdl kovetkezik, hogy

§1+"'+§m_§m+1 T Sm4n =0,
amibdl latszik, hogy s, a tobbi sorvektor linearis kombinécidja. Ezért az
{s;;1<i<m-+mn,i#k}

vektorrendszer ugyanazt az alteret generalja, mint az 0sszes sorvektor, vagyis egy m+n—1
dimenzios alteret. |



A fejezet tovabbi részében a szallitasi feladat bazismegoldasainak alakjat vizsgéljuk.
Legyen B a szallitasi feladat megengedett bazisa. Ahogy korabban is el6fordult B egyben
azt a matrixot is jeloli, melynek oszlopvektorai a bazisvektorok. Tudjuk, hogy a B bazishoz
tartozé bazismegoldas komponensei egyértelmiien megkaphatok a

BQB:ZQ

egyenletrendszerbdl. Az egyenletrendszer utolsé egyenletét elhagyva a Cxp = b egyenlet-
rendszert kapjuk. A 2. Allit4s szerint a C regularis matrix, s igy a 2. Allit4s miatt a
determindnsa |C| € {1,—1}. A bevezetd lineéris algebrai tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy
C~! j-edik sordnak j-edik eleme

(-1 0y

cr

ahol Cj; a C métrix j-edik sordnak i-edik eleméhez tartozé komplementer aldeterminéns.
A 2. Allit4s szerint Cj; € {0,1, -1}, kovetkezésképpen C~! minden eleme 0, 1 vagy —1.
Ezért az

Ip = C_lé

bazismegoldas komponenseire érvényes a kovetkezo:

4. Tétel. Tetsz6leges B megengedett bazis esetén z 5 komponensei mindig megkaphatok
a kovetkez6 alakban.

ahol \;,p; € {0,1,—-1}, @« = 1,....,m, j = 1,...n. Kovetkezésképpen, ha az
Q1,...,Qm,b1,..., b, szdmok egészek, akkor x5 komponensei is egészek.

3. A szallitasi feladat bazisainak jellemzése
paros grafokkal és cellagrafokkal.

Ezen fejezet megértéséhez az olvasénak ismerni kell néhany alapveto grafelméleti fogal-
mat és Osszefliggést, melyek megtaldlhatok Hajnal Péter Grafelmélet c. kényvében (HP).
Nevezetesen ismertnek tekintjiik az egyszert graf, ut, kor, osszefiiggo graf, paros graf és a

c sz

Tovabbra is megtartjuk a szallitasi feladattal kapcsolatos jeloléseinket.

Legyen M = {1,...,m}, N = {1,...,n} és N’ = {1’,...,n’}. Ekkor a szallitasi
feladat A métrixdnak oszlopvektorai az a,;, (i,7) € M x N vektorok. Ha o = (i, j) € M XN,

akkor a,; és a,, ugyanazt a vektort jeloli.



Ha I C M x N, akkor Gy jeloli azt a paros grafot, mely csicsainak halmaza M U
N’; éleinek halmaza pedig {{7,7'}: (¢,5) € I} ({i,j'}-t az (4,j) elempdrhoz tartozé élnek
nevezziik).

Az I halmazhoz tartozd cellagrafnak nevezziik, és cG-vel jeloljiik azt a grafot, mely
csucsainak halmaza I, és az (i,7), (k,l) € I élek pontosan akkor vannak &sszekotve éllel,
ha ¢ =k vagy j = (. Ha M x N elemeit azonositjuk egy m sorbdl és n oszlopbdl all6 un.
cellakbdl allé tablazattal, akkor a ¢Gy graf csiicsai éppen az [-beli elemekhez tartozé cellak,
és két csucs a cGy gratban pontosan akkor van 0sszekotve, ha a hozzajuk tartozo celldk
egy sorban vagy egy oszlopban vannak. Mostantdl kezdve a ¢G| graf csiucsait azonositjuk
a nekik megfelel6 cellakkal.

1. Allitas. Legyen I C M x N. Ha valamely aj,as,...,as € I elemparokhoz tartozo
élek kort alkotnak a G péaros grafban az adott sorrendben, akkor

QO@ - QO@ +QO¢3 - +Qa2k—1 - Qa2k = Q

Bizonyitas. Vilagos, hogy paros grafban minden kérben péros sok él van, és a feltételek
miatt

a1 = (ihjl)v
ag = (i2, j1),

a3 = <i27j2>7

aok—1 = (i, Jk),
gk = (i1, Jk)-

Korabbrdl tudjuk, hogy az A matrix oszlopvektorai

;=€ +teny 1<i<m, 1<k<n

alakiak, ahol e; a l-edik (m + n)-dimenziés egységvektort jeloli, 1 < [ < m + n. Ezt
felhasznalva azt kapjuk, hogy
Ooy = gy T 0o, — -t a —Qy,, =

Q] —Q2k—1 —Qok

(€, + Cmaji) = (€iy + Emyyy) T (€, + €mpgy) = F (€ + Emyy) — (€ + Emyy) =0,



2. Tétel. Valamely I C M x N esetén az A méatrix {a,: o € I} vektorrendszere akkor és
csak akkor alkot bazist, ha a G paros gréf fa.

Bizonyitas. Ha {a,:« € I} bézis, akkor az eléz6 fejezet 1. Allitdsa szerint m +n — 1
elemi, azaz a G graf éleinek szama a csicsainak szama minusz 1. Tovabba a bazis lineéris
fiiggetlensége és az 1. Allitds miatt a G grafban nincs kér. HP 2.3.19(iii) feladata szerint
azok a grafok fak, amelyekben nincs kor, és eggyel kevesebb éliikk van mint csicsuk. Tehat
Gy fa.

Tegyiik fel, hogy G| fa. Mivel a fiknak eggyel kevesebb éle van, mint csicsa (HP
2.3.12. Lemma), az {a,:a € I} vektorrendszer m +n — 1 elemii. Ezért az el6z6 feje-
zet 1. allitasa szerint annak igazolasahoz, hogy a vektorrendszer bazis, elég igazolni azt,
hogy linearisan fiiggetlen. Ezt kontrapozicioval latjuk be, azaz megmutatjuk, hogy ha a
vektorrendszer linearisan fliggd, akkor a Gy gréaf tartalmaz kort, s igy nem lehet fa.

Tehat tegytlik fel, hogy a vektorrendszer linearisan fiigg6. Ekkor van olyan vektor
a rendszerben, mely néhany tovabbi rendszerbeli vektor linearis kombinacidja. Nyilvan
valaszthatdak ezek a tovabbi vektorok gy is, hogy linedrisan fiiggetlenek legyenek. Tehat
van olyan v € I, J C I és A\g # 0, 8 € J szdmok, melyekre o & J, {Qﬁiﬁ € J} linedrisan

fiiggetlen és

(*) an =Y Asag.

BeJ

Mivel {ag: 3 € J} linedrisan fiiggetlen, kiegészitheté bazissd. Vagyis van olyan K € M x N,
melyre {ag: 3 € J U K} bazis. Nyilvan o ¢ K is teljesiil. Mivel azt mar bebizonyitottuk,
hogy a bazisokhoz tartozé paros grafok fak, ezért Gk is fa.

Konnyen igazolhatd, hogy ha egy fahoz hozzavesziink egy tujabb élet, akkor a kapott
grafban van (egyetlen) olyan kor, mely tartalmazza a hozzdvett élet. Ezért a Gruxu(a)
grafban van olyan kor, mely tartalmazza az a-hoz tartozo élet. Tehat van olyan J' C JUK,
melyre Gjyqay kor. Az 1. éllitds szerint vannak olyan Aj € {-1,1}, B € J' szdmok,

melyekre

(k) a, = Z A3l

BeJ’

Mivel bézis linearis kombindciéjaként minden vektor egyetlen médon all el6, ezért a (x)-gal
és a (xx)-gal jelolt sorokban szerepld linedris kombinacidk ugyanazok, kovetkezésképpen
J =J'. Tehdt G yua) = Grugay kor a Gy grafban. [
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A most befejezett bizonyitas bizonyos részeit megismételve kapjuk, kovetkezot.

3. Allitds. Valamely I C M x N esetén az A métrix oszlopvektorainak {a,:a € I}
rendszere akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha a G grafban nincs kor.

E fejezet befejezéseként megvizsgaljuk, hogy az a tény, hogy a G paros graf fa, hogyan
jellemezhet6 a cGy grafban. El6szor is vegyiik észre, hogy ha
Vo, €1,V1,€2,V2...,Un_1,€n,Un
ut a Gy grafban (e; a v;_1,v; csicsokat Osszekotd él, @ = 1,...,n), ha az ey, es,..., e,
élek sorozatanak megfeleld cellasorozat a ¢G; grafban olyan szomszédos csiicsok sorozata,
melyre teljesiil a kovetkezo: a cellakat 0sszekotd élek sorozata olyan, hogy a szomszédos

élek merdlegesek egymasra ,vagyis az egyik él két ugyanazon sorbeli, a méasik él pedig két
ugyanazon oszlopbeli cellat kot Ossze.

4. Tétel.
(a) A {a,:«a € I} vektorrendszer a széllitési feladat bézisa.

(b) A Gy graf fa.

(¢) A ¢G; graf minden sorbdl és oszlopbdl tartalmaz legaldbb egy cellat, a cGj graf

Valamely I C M x N esetén a kovetkezo harom allitas ekvivalens.

barmely két cellaja Osszekothetd tuttal, és a ¢Gy grafban nincs olyan kor, melyben a
szomszédos élek merdlegesek egymasra.

Bizonyitas. Az (a) és (b) ekvivalencidjat mar bizonyitottuk. A (b) és (c) ekvivalencidja-
nak bizonyitasa a fenti észrevétel felhasznalasaval mar az olvaséra bizhato. ]

4. A szallitasi feladat megoldasa szimplex modszerrel

Legyen B = {a,:a € Ig} a szallitasi feladat bazisa és z;;, (i,7) € M x N a hozza
tartozé bazismegoldas. Tudjuk, hogy z;; = 0, ha (i,j) € Ip. A B bézishoz tartozoé
szallitasi tablanak a kovetkezo tablazatot nevezziik:

C C C
11 2219 "ZTin ai
2o “Tog 2" Tom az
cmlmml Cm2 Tm2 Cmnxmn am
b1 bo by,

Megjegyezziik, hogy a szallitasi tablaban meg szokas jelolni a bazisvektorokhoz tartozé
cellakat pl. ugy, hogy minden (¢, j) € Ip-re az z;; értéket bekarikdzzdk.
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Mivel a szallitasi feladatnak mindig van optimuma, csak két eset lehetséges: a B
bézishoz tartozé megoldds optimélis, vagy elemi bézistranszformdciéval egy olyan B’ ba-
zist kaphatunk, melyhez tartozo célfiiggvény értéke nem nagyobb, mint a B-hez tartozo
célfiiggvény értéke. Ne feledjiik, hogy a célfiiggvényt most minimalizalni kell.

Ahhoz, hogy kideritsiik melyik eset teljesiil, meg kell hatarozni a z, — co, @ € M X
N szamokat. Ha ezek mindegyike nem pozitiv, akkor a tablazat optimédlis megoldést
tartalmaz. Ha valamely (3 esetén zg — cg > 0, akkor valamelyik bazisvektor lecserélhetd az
ag vektorra az emlitett eredménnyel.

Most szamoljuk ki a z, — ¢, értékeket. Tudjuk, hogy 2z, —co, = 0, ha a € Ip.
Ha 3 ¢ Ip, akkor van a G,u¢gy grafban olyan kor, mely tartalmazza (3-t. Ha e korben

szereplé élekhez tartozo celldk G, 51, fa, . . ., Bor—1 (minden kérben péros sok él van), akkor
(*> g = ap, — A4, +"'+252k71
és ezért

Zg —Cg=0Cg —C3, +...+Cp3y_, —C3.

Végiil azt mutatjuk meg, hogy 23 — cg > 0 esetén melyik bazisvektort cserélhetjiik le a
ag vektorra. Tudjuk, hogy ezt a generdld elem kivalasztasdval hataroztuk meg. Most a
general elem a () linedris kombinaci6 valamelyik pozitiv egyiitthatéja (azaz valamelyik
l-es) lesz, vagyis a ag, ,ag,,---,a4, , vektorok valamelyike keriil ki a bazisbdl. Mégpedig
egy olyan vektor, melyhez tartozé béazisvaltozé minimadlis. Tehédt az xg,,2g;,. .., 23, ,
bazisvaltozdék koziil kivalasztunk egy minimalisat, és a hozza tartozé bazisvektor helyére
kerul a 8 vektor.

Tegyiik fel az egyszerliség kedvéért, hogy az az vektor helyére kertil az vektor. Ekkor
az 1j bazishoz tartozé megoldas értékei a kovetkezok lesznek:

Ty =xp, s = 28, + (=) 'xg,, i=1,...,2k — 1.
A t6bbi érték nem valtozik.
A most ismertetett eljaras a zg — cg értékek kiszamitasara nagyon hosszadalmas. Van

erre egy sokkal hatdsosabb mddszer az in. dudlvektorok felhasznalasaval. A kovetkezd
allitasban a linedris programozasi feladatoknél szokasos jeloléseket hasznaljuk.

4. Tétel. Tekintsiink egy linearis programozasi feladatot, és legyen B egy tetszdleges
bazisa (most B egy matrix, melynek oszlopvektorai a bazisvektorok). Ha y egy duélvektor,
azaz teljesiti a BTQ = cp feltételt, akkor minden k-ra z; = Q{g. (Dt_lélvektor mindig
létezik, mert a BT matrix rangja megegyezik sorai szdmaval.)

Bizonyitas. Legyen y egy dudlvektor. Ekkor

2k = Z dirc; = Z dik(QiTg) = Z (diinT)g = (Z dikQZT> Y= Qgg.

iclp iclp iclp



Alkalmazzuk a tételt a szallitési feladatra. Most a BT matrixnak m + n — 1 sora,
az y vektornak pedig m + n komponense van. Ha QT = (Uly. vy Um, V1, ...,0y,), akkor
a BTQ = cp vektorok kozotti egyenldség ekvivalens a kovetkez6 m +n — 1 db. szdmok
kozotti egyenloséggel:

(**) ui+vj = Cij, (’L,j) EIB.

Mivel (+*) lényegében az y komponenseire vonatkozé 1 (= ismeretlenek szdima minusz a
matrixanak rangja) szabadsédgi fokkal rendelkez6 egyenletrendszer, pl. a u; = 0 valasztéds-
sal a y vektor t6bbi komponense gyorsan kiszdmolhato. Végiil vegyiik észre, hogy most

2ij = Cij = aljy — cij = i +vj = cijy (i) € M X N.
Befejezésiil megfogalmazzuk a szallitasi feladat dualisat, amelyet az altalanos dua-

litasi tételnél definialt primal-dudl feladatpér figyelembevételével nyerhetiink (és aminek
ugyanaz az optimuma, mint a szallitasi feladatnak). A részleteket az olvaséra bizzuk.

m n
u; +v; < ¢y, (2,]) €M x N, Zaiui +Zbivi — max.
=1 =1

5. Hozzarendelési feladat
A hozzarendelési feladat pl. a koévetkezé probléma matematikai modellje: Van n
dolgozo, akiknek n feladat kell kiosztani. Mindegyik dolgozéra ra lehet bizni barmelyik
feladatot, és mindegyik csak egy feladatot kaphat. Az i-edik dolgozé a j-edik feladatot c;;
forintért tudja megcsindlni. Hogyan osszuk ki a feladatokat, hogy az 6sszkoltség minimaélis

legyen? Tehat a hozzarendelési feladat a kovetkezd.
Adott C' = (c¢;;) n x n-es matrix esetén meghatarozandé a

n
min{z Ciin: T € Sp},
i=1

ahol S, az {1,...,n} halmaz permutacidinak halmazit jeloli. Természetesen nemcsak a
minimalis értéket kell meghatarozni, hanem egy olyan 7 permutaciot is melyre a fenti

n
g Ciimy T S Sn
=1
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alaku Osszegeket a C' matrix diagondalosszegeinek nevezziik. Nem tettiik fel, hogy a C
matrix elemei nemnegativak, mert ez a c;; elemekhez egy alkalmas konstans hozzaadd-
saval elérhetd, és ez az atalakitds nem valtoztatja meg a diagondlosszegek nagysagrendi
viszonyat. A gyakorlati életben a C' matrix elemei raciondlis szamok. Ezért alkalmas A
pozitiv egész szam esetén a A\C méatrix elemei egész szamok, és diagonalosszegei a C' matrix
ugyanazon permutaciohoz tartozé diagonalosszegeinek A-szorosa. Kovetkezésképpen, a C'
és a A\C' matrix minimalis diagonalosszegei ugyanazon permuticiékhoz tartoznak. Ezért
mostantdl feltehet6, hogy a C' matrix elemei pozitiv egész szamok.

1. Allitas. Tetszoleges w;,v;, @ =1,...,n szamok esetén legyen d;; = ¢;; +u; +v;, 1 <
i,j < n. Ekkor D = (d;;) métrix diagondlosszegei csak a y ., (u; + v;) konstans tagban
térnek el a C' matrix diagonalosszegeitol. Kovetkezésképpen, a C' és D matrix minimalis
diagonalosszegei ugyanazon permutaciékhoz tartoznak.

Bizonyitas. Teszoleges m permutacio esetén

n

n n n n
Zdim = Z(Cz‘m + U; + Vin) = Zcim + Zuz + va =
i=1 i=1 i=1 i=1

=1

n n n n n
D cant D it D 0= cun ) (it ).
=1 =1 =1 =1

=1

A masodik allitas trivialis. ]

A C matrix allitasbeli atalakitasait megengedett transzformacioknak nevezziik. Ezek
a transzformacidk fontos eszkozei a hozzarendelési feladatnak az tin. magyar modszerrel
torténd megoldasdban. A megoldas megadasahoz még sziikségiink van a Konig-tételre.

Legyen A egy n X n-es matrix, melyben ki vannak tiintetve bizonyos helyek, mondjuk
ugy, hogy a kitiintetett helyeken nulldak allnak, a tobbi helyen pedig nem nulla all. Azt
mondjuk, hogy a nulldk egy részhalmaza fliggetlen, ha mindegyik kiilén sorban és kiilon
oszlopban van. Az A matrix sorait és oszlopait most vonalaknak nevezziik.

2. Tétel. (Kénig-tétel) Az A métrixban a fiiggetlen nulldk maximalis szdma megegyezik
az Osszes nullat lefed6 vonalak minimalis szdmaval.

A bizonyitast most elhagyjuk annak ellenére, hogy lényegében algoritmust ad az 6sszes
nullat lefed6 minimalis szamu vonal megaddasara, ami fontos része a magyar mdodszernek.

Magyar mdédszer. Tekintsiik az egész szamokbdl 4ll6 C' matrixi hozzarendelési feladatot,
és legyen (7 az a matrix, melyet megengedett transzformaciokkal kapunk a C' matrixbol a
kovetkezo médon. Elészor minden i-re levonjuk a C' matrix i-edik soranak minden elemébdl
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az i-edik sor legkisebb elemét, majd az igy kapott métrix oszlopaira is megtesszik ezt
(azaz minden i-re levonjuk az i-edik oszlopanak minden elemébél az i-edik oszlop legkisebb
elemét). Vegyiik észre, hogy a C; métrix minden eleme nemnegativ, és minden soraban és
oszlopaban van legalabb egy nulla. Két estet kiilonboztetiink meg.

1. Van a C; métrixban n fiiggetlen nulla. Ekkor valasszunk ki n fiiggetlen nullat, és
ezek Osszege 1évén diagonalosszeg a feladat megoldédsat adja.

2. A fiiggetlen nulldk maximélis szama kisebb, mint n. Ekkor legyen a fliggetlen
nullak maximalis szama f, és fedjiik le az Osszes nullat f szamu vonallal. A Koénig-tétel
miatt ilyen lefedés van. Ezen f vonalbdl 4ll6 halmaz alljon az s1 < ... < s sorokbdl, és az
01 < ... < o; oszlopokbdl, f = k + 1. Képezziik a Cy matrixot a C7 matrixbdl a kovetkezo
megengedett transzforméciéval: Legyen u a €'y matrix azon elemeinek minimuma, melyek
nincsenek lefedve vonallal. El6szor vonjuk ki a C7 méatrix mindazon elemeibdl u-t, melyek
nem az Si, ..., Si sorok valamelyikében vannak, majd adjunk hozzé u-t az o4, ..., o; oszlo-
pokban &ll6 elemekhez. Vegyiik észre, hogy a C5 métrix a kovetkezoképpen is megkaphato
a C7 matrixbdl. Vonjunk le mindazon elemekbdl u-t, melyek nincsenek lefedve vonallal, és
adjunk hozza u-t mindazon elemekhez, melyek két vonallal vannak lefedve (vagyis minden
i,j, i =1,...,k,j = 1,...,0 esetén az s; és o; vonalak taldlkozasaban all6 elemekhez).
Tehat a vonalak talalkozasdban levo elemeket kivéve a Cy matrix elemei nem nagyobbak,
mint a C7 matrix ugyanazon helyen all6 elemei. Ezért, ha a C5 matrix valamelyik soraban
vagy oszlopdban nem lenne nulla, akkor az csak valamelyik fedévonal lehetne (hiszen a Cy
matrix minden soraban és oszlopaban van legalabb egy nulla). Ha példaul egy fedévonalon
nincs nulla a Cy matrixban, akkor ugyanezen a vonalon a C; matrixban csak a vonalak ke-
resztezodéseiben lehetnek nullak. Ezért ez a vonal elhagyhaté a fedérendszerbol ugy, hogy
a maradd vonalak az Gsszes nullat lefedik. Ez pedig lehetetlen mert a fed6vonalrendszer
minimalis elemszdmu. Tehat a Co matrix minden sordban és oszlopaban is van legaldbb
egy nulla.

Legyen x a C7 matrix, y pedig a C; matrix Osszes elemének Osszege. Ekkor

y=z—n—Kknu+lnu=z—n—(k+1))nu=z—(n— flnu<z—n.

A becslésnél figyelembe vettiik, hogy n — f > 1 és u > 1 (hiszen u pozitiv egész szam).
Tehat azon tul, hogy a Cy matrix minden sordban és oszlopaban van legaldbb egy nulla,
elemeinek Osszege legalabb n-nel kevesebb, mint C elemeinek Osszege. A Cy matrixra
is két lehet6ség van. Ha van benne n fliggetlen nulla, akkor készen vagyunk. Ellenkez6
eseben a C7 matrixra leirt médon megengedett traszformacioval kaphatunk beldle egy Cs
matrixot, melynek minden sordban és oszlopaban van nulla, és elemeinek 6sszege legalabb
n-nel kevesebb, mint C5 elemeinek 6sszege. Folytatva ezt az eljarast véges sok lépésben egy
olyan métrixot kapunk, melyben van n fiiggetlen nulla (ami a feladat megoldését jelenti),
hiszen az eljaras soran kapott mindegyik matrix elemei nemnegativ egészek, és mindegyik
elemeinek oOsszege legalabb n-nel kevesebb, mint az el6z6 matrix elemeinek osszege.
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A hozzarendelési feladat megoldasa szallitasi feladatként

Adott C' = (¢;;) n X n-es matrix esetén tekintsiik a kovetkezd széllitasi feladatot:

n n
om=1,1<i<n, Y amy=1,1<j<n,

k=1 k=1
(*) .CEZJZO,lg’L,an,
m n
Z Z Crllkl — min.
k=11=1

A kovetkezo allitas szerint a fenti szallitasi feladat szimplex médszerrel valé megoldasa
egyben a C' métrixi hozzarendelési feladat megoldasat adja.

1. Tétel. Az x;; >0, 1 <i<m, 1< j<n,szamok akkor és csak akkor alkotjdk a (x)
feladat bazismegoldasat, ha a hozza tartozoé célfiiggvény érték a C' matrix diagonaltsszege,
azaz van olyan m permutdcid, melyre zji =1, ¢ = 1,...,n, és x;; = 0, ha j # im. Ko-
vetkezésképpen a (x) szallitdsi feladat optimuma megegyezik a C' matrix diagonal6sszegei
minimumaval.

Bizonyitas. Legyen X = (x;;) egy bazismegoldds komponenseibdl képezett matrix. A
2. fejezetbeli 4. Tétel szerint X elemei nemnegativ egész szamok. Mivel z;;-k kielégitik a
fenti egyenldségeket, X minden sordban és oszlopaban pontosan egy 1l-es van, és a tobbi
elem 0. Ezért van olyan m permutacio, melyre ;i =1, i1 =1,...,n, és z;; =0, ha j # .
Ezzel a sziikségességet igazoltuk. Legyen most 7 egy permutacié, x;r =1, 1 = 1,...,n
és x;; = 0, ha j # im. Vildgos, hogy x;; — k lehetséges megolddst adnak. Csak azt kell
igazolni, hogy ez a megoldds bazismegoldds. Ehhez elég azt beldtni, hogy a (x) feladat
matrixdnak a,; .,
hogy linedrisan fiiggetlen. Konnyt ellendrizni, hogy a G{(1,1x),...,(n,nr)} gratban nincs kor,

1 = 1,...,n vektorrendszere valamely bézis része, ami ekvivalens azzal,
ezért a 3. fejezetbeli 3. Allités szerint linedrisan fiiggetlen, |
Az altalanos dualitési tétel és a fenti tétel felhasznalasaval kapjuk a kovetkezot:

2. Tétel. (Egervary-tétel) Tetszbleges C = (c;;) n X n-es métrix esetén a (x) feladat
dudlisdnak, azaz a

n n
ui+vj Scij, 1 §z,j§n, Zui—i—Zviemax.
=1 =1

feladatnak az optimuma megegyezik a C' matrix diagonalosszegei minimumaéval.
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