0. Az operacidkutatas feladata

Adott L C R™ zart halmaz és f: L — R folytonos fliggvény esetén a kovetkezo allitas
koziil pontosan az egyik teljestl.
1. L=0.
2. L #0,és f felulré] (alulrél) nem korldtos L-en.
3. L#0, és f felilrdl (alulrdl) korldtos L-en. Ekkor (a tobbvéltozds fliggvénytan egyik
kozismert tétele szerint) f felveszi L-en maximumat (minimumat).

Az operaciokutatas feladata egy olyan algoritmus megadasa, mely eldonti, hogy a
harom eset koziil melyik teljesiil, és a harmadik esetben megadjon legalabb egy olyan x € L
vektort, melyre f(x) az f fliggvény maximuma (minimuma) L-en. Az ilyen z vektorokat
a feladat optimalis megolddsainak, f(z)-et a feladat optimumaénak, az f fiiggvényt pedig
a feladat célfiiggvénynek nevezziik.

Az L halmazt legtobbszor bizonyos feltételeknek eleget tevo vektorok halmazaként
adjak meg. Ezért nevezik L elemeit lehetséges vagy megengedett megoldasoknak. Ele-
gendo6 az algoritmust maximum keresésére kidolgozni, mert az f minimumaénak keresése
visszavezethetdo — f maximumanak keresésére.

Bar a kurzus neve operaciékutatds, mi csak egy specialis aganak a linearis programo-
zasnak a bevezetd fejezeteit targyaljuk.

Legyen A; m; X m-es matrix, b, m; komponensii oszlopvektor, i = 1,2,3, ¢ pedig n
komponensii oszlopvektor. A linearis programozasi feladatok legaltalanosabb alakjaban a

lehetséges megoldésok halmaza

L={zecR" Az =0, Asx <by, Asx > by, x >0},

Tx. A vektorok kozotti egyenlétlenségek komponensenként

célfiiggvénye pedig f(z) = ¢
értendok, az x > 0 pedig azt jelenti, hogy £ minden komponense nemnegativ. Ha c illetve
z i-edik komponense ¢;, illetve x;, i = 1,...,n, akkor nyilvan f(z) = c'a = o ciw
Természetesen az L-et megadd els6 harom feltétel koziil barmelyik vagy barmelyik
ketté hidnyozhat. S6t az x > 0 feltétel is elmaradhat. Barmilyen is ezen lehetéségeken
beliil az L-re vonatkozo feltételredszer, a linedaris programozasi feladatot vissza lehet vezetni

maximum keresésre és az
L={z:Az=b,z>0}, f(z)=c"z

esetre. Az erre vonatkozd megfontolasokat az olvaséra bizzuk. Természetesen az el6adason

kell6 részletességgel targyaljuk.



1. Elemi bazistranszformacié és alkalmazasai.
Linearis egyenletrendszer bazismegoldasai.

Elemi bazistranszformacioknak nevezziik azokat a béazistranszformécidkat, melyeknél
a két bazis csak egy vektorban kiilonbozik.

Legyen e1, ..., e, a vektortér bazisa, u = > ., z;€;, v = ., y;e; két tovdbbi vektor,
és1 < j <n. Tegyiik fel, hogy e1,...,e;_1,u, €41, ..., e, is bazis. (Konnyen ellendrizhetd,
hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha x; # 0.) frjuk fel a v vektort az 1j bazis linedris

kombinacidjaként. Mivel
1 ZT;
Gj = —Uu— E —€;,
Xy ]

— T
1<i<n,i#]

ezért

n
Uzzyiei:yj %u— Z %ei + Z Yi€; =
i=1

J 1<i<n,i#j "~ 7 1<i<n,i#j
Yj XY
=ZLut+ Y (yi- —Pe
Xy ; . Xy
1<i<n,ij

Szamoldsunk eredményeként képleteket kaptunk arra, hogy elemi bazistranszformacio ese-
tében hogyan szamolhatjuk ki egy v vektor 1j bazisbeli koordinatait, ha ismerjiik a v vektor
és a bazisba bevont u vektor koordinatdit a régi bazisban. A most kapott Un. transz-
formaciés formuldk fontos szerepet jatszanak a linedris programozasi feladatok szimplex
modszerrel torténé megoldasaban.

Az elemi bazistranszformacié jol alkalmazhaté linearis egyenletrendszerek megol-
déasara, matrixok inverzének kiszamitasara és matrixok rangjanak meghatarozasara is.

Legyen
air -+ Qin b1

e A
Ami  **  Qmn by
valamely test feletti matrixok, x pedig az x1, ..., x, ismeretlenekbdl alkotott oszlopvektor,
és tekintsiikk az Az = b linedris egyenletrendszert. Legyenek tovabba a,,...,a, az A
matrix oszlopvektorai, e;,...,¢,, pedig az m komponensii oszlopvektorok vektorterében a
standard bazis, és képezziik a kovetkezo tablazatot:

IS
|

a, ... a ceeoa, b

€ ail Ce a1k Ce Ain bl
. Q . .

e | ajp .. cer Q| b
€n | Om1 - Amk .- Gmp | bn




A tablazat lényegében az egyenletrendszer bévitett matrixat tartalmazza azzal a ki-

egészitéssel, hogy mindegyik oszlopvektor folott feltiintettiik, hogy melyik vektor is van

ott, és az els6 oszlopba beirtuk az eq,...

masik olvasata is. Minden oszlop a folé irt vektor eq,...

tartalmazza.

e, bazisvektorokat.

A tablazatnak van egy

, €, bazis szerinti koordinatait

Tegytik fel, hogy a;i # 0, és hajtsuk végre azt az elemi bazistranszformaciét, melynél

az e; vektor helyébe az a; vektor keriil.

Az ajj, elemet az elemi bézistranszformécié

generald elemének nevezziik. Szamoljuk ki ebben a bazisban is a vektorok koordinatdit a

korabban kapott képlet segitségével. A kovetkezo tablazatot kapjuk:

a; (453 4 Z_)
a;j101k _ GjinQi1k o bjaig
e ail an 0 QA1n —ajk b ax
) a.- : a.- b.
a g1 1 Jjn J
Zk ajk ajk ajk
Aj10mk AjnOmk bjamk
Em_| Gm1 — ajp 0 Amn — ~a7, bin — ajp

Most is minden oszlopban az oszlopot jelolé vektornak az elsé oszlopban megadott bézis
szerinti koordinatai szerepelnek. Vegyiik észre, hogy a generald elemet tartalmazoé sor 1j
értékét ugy kaptuk, hogy minden elemét megszoroztuk a generalé elem reciprokaval, és e
sor alkalmas skalarszorosanak levonasaval jutottunk az 1j tablazat tobbi sorahoz. Tehat az
1j tablazat az egyenletrendszerek Gauss-eliminacioval torténé megoldasandal hasznélt elemi
atalakitdsokkal is megkaphaté az elso tablazatbol. Ezért az j tablazat dltal meghatarozott
egyenletrendszer ekvivalens az Az = b egyenletrendszerrel.

Végezziink tovabbi elemi béazistranszformacidkat gy, hogy mindegyik alkalommal va-
lamelyik e;-t helyettesitjiik egy ujabb g;-lel. Ezt mindaddig meg tudjuk csinalni, amig az
aktudlis tablazatban van olyan nem nulla elem (generalé elem) melynek sora a standard
bazis valamelyik elemével van jelolve. Tegytiik fel, hogy ily médon az A matrix r oszlop-
vektorat sikeriilt bevinni a bazisba (de tobbet méar nem lehet). Az egyszerliség kedvéért
tegyiik fel, hogy az a,..

.,a, vektorok az e, ..., e, vektorok helyére kertiltek, vagyis az

Q1yeevy @y €y, bazishoz jutottunk az r elemi bazistranszformaciéval. A kapott
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tablazat a kovetkezo:

a; ... Q. Q.1 ... G4, b

Ql 1 e 0 dlr—i—l e dln dl

a, 0 ... 1 dysr ... dpp | Gdr

ey1 |0 ... 0 0 ... 0 |dey1

em |0 0 0 0 | dm
E téblazat szerint az A métrix rangja (oszloprangja) r, mert a bézisba bekeriilt a4, ..., a,
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, és az a,,q,...,a, vektorok linedrisan fiiggenek az
ap,...,a, vektorrendszertol.

Végiil vizsgaljuk meg a tablazathoz tartozo lineéris egyenletrendszert, mely az emlitett
okokbdl ekvivalens az eredeti egyenletrendszerrel. Vilagos, hogy ha d,1,...,d,, valame-
lyike nem nulla, akkor az egyenletrendszer ellentmondé. Ellenkez6 esetben az egyenlet-
rendszer megoldasa a kovetkezo:

1 =di — dip41Tr41 — ... — dinTp

T, =d — drr—|—1m7“—|—1 — o=l Ty

Ezek az alkalmazasok (beleértve a matrix inverzének kiszamitdsat is) megtaldlhatok
példaul Megyesi Laszlé Linearis algebra c. jegyzetében.

Tekintsiik ismét az elobb vizsgdlt Az = b linearis egyenletrendszert, megtartva a
bevezetett jeloléseket. Tegyiik fel, hogy van megoldasa, ami a Kronecker-Capelli-tétel
szerint az r(A) = r(Alb) = r feltétellel ekvivalens.

Az A matrix oszlopvektoraibdl all6 r elemii linearisan fliggetlen vektorrendszereket
béazisoknak nevezzik. Ha B : a; ,...,qa; bézis, akkor b a bazisvektorok linearis kombina-
cidja. Azaz egyértelmiien léteznek olyan u;,7 € Ip skaldrok, hogy b = ) .. Iy Wig;, ahol
Ip ={i1,...,i,} a bazisvektorok indexeinek halmaza. Legyen u azon n komponensii osz-
lopvektor, melynek i-edik komponenense wu;, ha i € I, egyébként pedig 0. Vildgos, hogy
u megoldasa az egyenletrendszernek. Az u megoldast a B béazishoz tartozé bazismegol-
désnak nevezziik. Ha u > 0, akkor B-t lehetséges vagy megengedett bazisnak, u-t pedig
lehetséges vagy megengedett bazismegoldasnak nevezziik. A linedris egyenletrendszer azon
megoldasait, melyek minden komponense nemnegativ, lehetséges vagy megengedett meg-
oldasoknak hivjuk. Ha valamely i € Ip-re u; = 0, akkor u-t degeneralt bazismegoldasnak,

B-t pedig degeneralt bazisnak nevezziik.



2. Szimplex médszer

Legyenek

a; -+ Qip b1 C1

[S¥
I

o
I

Am1 o Omn bm Cn

val6s matrixok, x pedig az ismeretlenek oszlopvektora, és tekintsiik az

() Az =b, >0, ¢c'z — max
linedris programozasi feladatot. Legyenek az A matrix oszlopvektorai a,,...,a,, B =
{a,,,...,a; } egy megengedett bézis, Ip = {i1,...,i,}, és az egyszeriiség kedvéért jeldlje

a tovabbiakban x a B bézishoz tartozé bazismegoldast. Az

Ql Qn Z_)
Qil dill T diln m’il
Qs,. dirl .- dirn L,
Z1—€C .. Zn—Cn | f

tablazatot a (x) feladat B bézisdhoz tartozé szimplex tablajanak nevezziik, ahol a két
vizszintes vonal kozott és az elso fliggoleges vonaltdl jobbra elhelyezkedd oszlopvektorok
rendre az A matrix oszlopvektorainak és a b vektornak a B bazisbeli koordinataibdl képe-
zett oszlopvektorok. Tehdat az x vektor i-edik komponense z; vagy 0 aszerint, hogy 7 € Ip

vagy i ¢ IB7
1€lp i€lp
Tovabba
f: E Cix; €8 Z; = E Cidija jzl,,n
i€lp i€lp

Vegyiik észre, hogy f nem mas mint a célfliggvénynek a B bézishoz tartozé bazismegolda-
son felvett értéke, és ha k € Ig, akkor z; — ¢ = 0.

Konnyen ellendrizhetd, hogy a szimplex tabla a kovetkez6 harom feltétel koziil ponto-
san az egyiket teljesiti:
(a) zp —cx, >0, k=1,...,n.
(b) Van olyan k, hogy 2z — ¢, < 0, és e k esetén d;;; <0 minden i € I esetén.
(¢) Van olyan k, hogy zr — ¢ < 0, és minden ilyen k esetén van olyan ¢ € Ip, hogy
dir, > 0.



Tétel. (A szimplex mddszert megalapozé tétel.)

(1) Ha az (a) feltétel teljesiil, akkor a B bazishoz tartozd bazismegoldas a feladat optimélis
megoldasa.

(2) A (b) esetben a célfiiggvény nem korlatos feliilrol a lehetséges megolddsok halmazén.

(3) Ha a (c) feltétel teljesiil, akkor egy alkalmasan vélasztott bézisvektort lecserélhetiink a
B-ben nem szerepld a,, vektorra ugy, hogy olyan megengedett bazist kapjunk, melyhez
tartozé bazismegoldason felvett célfiiggvény érték nagyobb vagy egyenld, mint a B-hez
tartozé megoldason felvett célfiiggvény érték.

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy a szimplex tabla az (a) feltételt teljesiti, és legyen

QT = (y1...,Yn) a linedris programozasi feladat egy lehetséges megoldasa. Elég azt meg-
mutatni, hogy
Ty <cz(=) cim)
iclp

n n
0 b b= S an S = 3 g S e —
iclp k=1 i€lp k=1 i€lp
n n
= awi— Y ;O diyr) = > (i — > diny)
i€lp iclp k=1 i€lp k=1

miatt

n n
vi— Y digyr =0 b8 = dirys, i € Ip.
k=1 k=1

Ez utébbit felhasznalva azt kapjuk, hogy

n n

chyk < szyk = Z(Z Cidik )yr = Z Ci(z dikyr) = Z Cily.
k=1

k=1 k=1 k=1 i€lp iclp iclp

Ezzel az (1) allitast igazoltuk.
Most tegyiik fel, hogy teljesiil a (b) feltétel a k indexre, és legyen 3 > 0. Definidljuk
az y vektort a kovetkezOképpen:

B, ha i =k, (++)

x; — Bdix, haie€ Ip,
Yi = {
0, kiilénben.

A feltételek miatt y minden komponense nemnegativ, z; — ¢, < 0 miatt k ¢ I, és

Y ayi = a(wi— Bdi) + B =Y awi =B Y adix + a8 =b— a8+ a,8=0b.
=1

i€lp iclp i€lp



Tehat y megengedett megoldas.
Az y-hoz tartozé célfiiggvény érték

Zciyz - Z Cz ﬁdzk + Ckﬁ Z CiZ5 — ﬁ Z Cz ik + Ckﬁ -
i=1

iclp iclp iclp

=f—=PBu+cfB=[f—DB(z —ck)

ami a zp — ¢ < 0 feltétel miatt S-tdl fliggéen akarmilyen nagy lehet. Ezzel a (2) llitést
is igazoltuk.
Végiil tegyiik fel, hogy a (c) feltétel teljesiil, és zx — ¢ < 0. Legyen

J={ili € In,di, >0}, B= min{;—"u e J}
ik

és legyen j € J olyan, hogy 3 = ;—Jk Képezziik ezzel a (-val az y vektort az elébbi (+)
y Y

moédon. Vildgos, hogy y most is megoldésa az Ax = b egyenletrendszernek. S6t y minden

komponense nemnegativ. Ezt igazolandé legyen ¢ € Ip. Ha d;; < 0, akkor

Yi = x; — B, > x; > 0.

Ha pedig d;;, > 0, azaz ¢ € J, akkor

B valasztasa miatt teljesiil. Tehat y most is megengedett megoldds. S6t y a

= (B\{g;}) U{ay}

béazishoz tartozé megengedett bazismegoldas, mert

y; = 35 — Bdj, = dip(SL — B) = du(B — B) = 0.

J
djp

Az y-hoz tartozd célfiiggvény érték most is f — B(zr — c), ami a feltételek miatt nem
kisebb, mint f. Ezzel a (3) allitdst is igazoltuk. m

Megjegyzés. A (c) esetben lényegében egy elemi bazistranszformdacidval jutottunk a
kivdnt tulajdonsdgu bézishoz. Az 1j B’ bazishoz tartozd szimplex tablat, ugy kaphat-
juk meg a B-hez tartozé szimplex tablabodl, hogy d;i-t generdld elemnek valasztva az
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a4

meghatarozzuk az 1j tablat.

a; a; S.oay b
&y dill . dilk . diln o
. a . .
a; | dp .. o djn x,
a;.,. dz}l e dirk e d“n Xy,
21—C ... ZE—Ck ... Zn—Cn | f

Ugyanis a szimplex tabla utolso sorat leszamitva megegyezik az egyenletrendszerhez tartozo

tablaval. A célfiiggvény 1j értékét mar a bizonyitasban kiszamoltuk: f' = f — ;—i(zk — k).
J

Az utolsé sor tovabbi helyeinek 1j értéke pedig

djd; d;
z2]—c = Zcid;l—cl: Z ci(dy — Jdl k)—i—ckd—?l —c =
i€l ieIp\{j} ik ik
djid; d;
= <Z ci(dy — iil k) +de—9_l> —c =
i€l gk gk
(hiszen a fenti sorban a szumma j-edik tagja 0)
d; d;
= (Z cidit — Cl) - d—jl (Z Cidil — Ck) = (a1 —a)— d—]l(zk — ck).
i€lp Ik Nielg gk

Tehat az 1j szimplex tabla utolsé sorat is az egyenletrendszerek elemi bazistranszformaci-
6janal megismert transzformacios képletek kiterjesztésével szamolhatjuk ki.

Szimplex algoritmus. (G. B. Dantzig) Tegyiik fel, hogy adott a () feladatnak egy By
megengedett béazisa, és meghataroztuk a hozza tartozé Ty szimplex tablat. Ha a tébla az
(a) vagy a (b) feltételt teljesiti, akkor vége az algoritmusnak. Az (a) esetben taldltunk
egy optimdlis megoldédst, a (b) esetben pedig a célfiiggvény nem korlatos a lehetséges

megoldasok halmazan.
Ha a tabla a (c) feltételt teljesiti, akkor legyen

J={jizj—¢; <0, 1 <j<n}, t=min{z; —¢;:j € J}
és k € J az a legkisebb (oszlop)index, melyre z, — ¢, = t. Legyen tovabba
[={ili € Ip,diy >0}, B= min{;—i:i e J}
ik
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és j € I az a legkisebb olyan (sor)index, melyre § = Cz—Jk Valasszuk d;i-t generald
elemnek, végezziik el a hozza tartozé elemi bazistranszforméaciot, és irjuk fel a kapott
1j B; megengedett bazishoz tartozd T3 szimplex tablat. Ha az 4j tédbla az (a) vagy a (b)
feltételt teljesiti, akkor vége az algoritmusnak. Ha pedig az 1j tablank a (c) feltételt teljesiti
akkor az el6z6 médon meghatarozunk egy B megengedett bazist és a hozza tartozéd Th
szimplex tablat. Ezzel az eljarassal kapunk egy By, Bi, Bo, ... megengedett bazisokbdl allo
sorozatot. Két eset van.

1) A sorozat véges. Ekkor az utolsé bézishoz tartozé tébla vagy optimdlis megol-
dast ad, vagy arrél informdl, hogy a célfiiggvény nem korlatos a lehetséges megoldasok
halmazan.

2) A sorozat végtelen, azaz az eljaras sordn kapott tabldkra mindig a (c) eset érvényes.
Mivel a feladatnak csak véges sok megengedett bazisa van, ez csak akkor torténhet meg, ha
a sorozatban ismétlédések vannak (ciklizdlds van). Tudjuk, hogy az eljards sordn kapott
célfiiggvény értékek sorozata nem csokkend. Ezért, ha i < j és B; = Bj, akkor

fi:fi+1:"':fj7

ahol az indexes f-ek a megfelel6 célfiiggvény értékeket jelolik. Vegyiik észre, hogy az 1j
béazishoz tartozo célfiiggvény érték pontosan akkor egyezik meg az el6zével, ha a generdld
elem soraban az utolsé elem 0 (a bizonyitasban x;). Tehdt degenerdlt bazisrél 1éptiink
tovabb. Ezért, ha a feladatnak nincs degeneralt megengedett bazisa, akkor ez a masodik
eset nem fordul el6.

Sajnos a degenerdcié nagyon gyakori eset. A ciklizalds kizarasara szolgal a lexikog-
rafikus szimplex modszer, amely olyan utmutatdst ad a lehetséges generdld elemek koziil
val6 vélasztasra, mely kizarja a ciklizalast.



3. Lexikografikus szimplex mdédszer

Egy v € R™ vektort lexikografikusan pozitivnak neveziink, ha v # 0 és az els6 nem
nulla komponense pozitiv. Jelolje P a lexikografikusan pozitiv vektorok halmazat. Vilagos,
hogy P zart az Osszeadasra, a pozitiv szamokkal valé szorzésra, és ha v # 0, akkor v € P és
—v € P kozil pontosan az egyik teljesiil. Az mondjuk, hogy az u vektor lexikografikusan
megeldzi a v vektort, u,v € R", ha v —u € P, és ezt igy jeloljik: v < v. Konnyen
ellendrizhetd, hogy a < relacié irreflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és trichotom (azaz
barmely u, v vektorok esetén az u = v, u < v és v < w &llitasok koziil pontosan az egyik
teljestil).

Az el6z6 fejezet jeloléseit megtartva tekintsik a
() Az=b, >0, ¢'z — max

feladatot, és a B megengedett bazisdhoz tartozo

a, a, b
a;, di11 diln Ty
Qir dirl Ce. dirn .’L’z‘r
21—C ... Zn—c¢n | f
szimplex tablat. Legyen
s=(f,z1—c1,...,2n —Cn) és s, = (vi,di1,...,din),1 € Ip.

Azt mondjuk, hogy a fenti szimplex tdbla lexikografikusan pozitiv, ha s, € P, i € Ip.
Példaul, ha B nem degeneralt, akkor x; > 0, @ € Ip, és ekkor a szimlex tabla lexikografi-
kusan pozitiv. Mivel a szimplex tébla tartalmazza az r X r-es egységmatrixot, az oszlopok
felcserélésével (vagyis az ismeretlenek atindexelésével) lexikografikusan pozitiv tablat kap-
hatunk.

Tétel. Legyen a fenti szimplex tabla lexikografikusan pozitiv, teljesitse az el6z6 fejezetben
megadott (c) feltételt, és zp — ¢, < 0. Legyen most is

J={ili € In,diy, >0} és B = mm{;—"u e J}.
ik

Végiil legyen j € J olyan, hogy

1 1 ) .
() ﬂ§j < R € J\{j}
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(Ilyen j van, mert %k&-,i € J paronként kiilonbozd vektorok, hiszen s;,7 € I, linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer.)

Ekkor 3 = ;]—2, és ha dj-t vélasztjuk generdld elemnek, akkor olyan megengedett
bazishoz jutunk, melyhez tartoz6 szimplex tabla is lexikografikusan pozitiv, és s < s’, ahol
s'=(f",21 —c1,...,2, — c,) az 4j tébla alsé sorabdl képezett megfelel6 vektor.

Bizonyitds. Az g-s; < g-s;,0 € J\ {j} feltétel miatt 7= < 7=, i€ J. Tehdt § =

A 2 2 s
C%. Elvégezve a d;-k elem 4altal indukalt elemi bézistranszf(;rméciét egy B’ megengedett
bazist kapunk. A B’ béazishoz tartozé szimplex tdbla adatait ugyanigy jeloljiik, mint
a kiindulédsi tabla adatait azzal a kiilonbséggel, hogy minden jelre vessz6 felsé indexet
tesziink: d;-k, 2, [, sh, 8, ete.

El6szor megmutatjuk, hogy az 1j tabla is lexikografikusan pozitiv, azaz minden i € I
esetén 0 < s{. Ha i =k, akkor 0 < s; miatt 0 < d%;ﬁj =gs,.. Haie I\ {k} =15\ {j},
akkor
S =S8; — Zﬁ§j-

ik
Ha d;;, = 0, akkor s, = s;. Ha d;; < 0, akkor s} két lexikografikusan pozitiv vektor &sszege.
Tehét s, mindkét esetben lexikografikusan pozitiv. Ha pedig d;; > 0, vagyis ¢ € J, akkor
d; 1 1
S, = 8; — ﬁ%‘ = dik(d_ik§i - @%‘)
a (xx) feltétel miatt lesz lexikografikusan pozitiv. Tehat az 1j szimplex tébla lexikografi-
kusan pozitiv.

Végiil 2z, — ¢ < 0 miatt

mert 0 < —(Z’“d];_:’“) S;- [ |
Lexikografikus szimplex algoritmus. Olyan szimplex algoritmus, mely lexikografi-
kusan pozitiv szimplex tablarol indul, és minden lépésben a tételben megadott mdédon
valasztunk generdlo elemet. El6fordulhat tobb lehetosg a generald elem kivalasztasara,
ezért a kivalasztast valamilyen médon egyértelmiivé kell tenni. Csak azt kell eldonteniink,
hogy melyik oszlopbdl valasszunk general6 elemet, mert az oszlopon beliili valasztas mar
egyértelmi.

Kovetkezmény. A lexikografikus szimplex algoritmus véges sok 1épésben befejezodik.

Bizonyitas. Jeldlje s°, i > 0, az algoritmus sorén kapott i-edik szimplex tabla alsé sordbél
képezett vektort. A tétel szerint s < s' < 52 < ---, ami kizdrja ciklizdl4st.

A szimplex algoritmus tovabbi 6t valtozata megtaldlhaté Bajalinov Erik és Imreh
Balazs Operaciokutatas c. konyvének 2.7. fejezetében. A generald elem kivalasztasanak
modja kiilonbozteti meg Oket. |
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4. Megengedett bazis keresése. A kétfazisi mddszer.
Az eddigi jeloléseinket megtartva tekintsiik a
() Az=b, >0, ¢'z — max

feladatot. A kovetkezékben egy olyan algoritmust ismertetiink, mely eldonti, hogy a (x)
feladatnak van-e lehetséges megoldésa, és ha van, akkor megad egy megengedett bazist is.

Ha valamely i-re b; < 0, akkor az i-edik egyenletet helyettesitsiik a —1-szeresével
(1 <i<m). Ezért a tovdabbiakban feltessziik, hogy b > 0. Tekintsiik az

4

(54) )

):z_), z>0, u>0, 0"z — 1Ty — max
u

feladatot, ahol E az egységmatrix, ut = (u1,...,uny) és 1T = (1,...,1) az sszegz vektor.

Tétel. A (xx) feladatnak van lehetséges megoldasa és véges optimuma. A (x) feladatnak
akkor és csak akkor van lehetséges megolddsa, ha a (xx) feladat optimuma 0. Tovabba a
(xx) feladat barmely (%) lehetséges megoldésa esetén az aldbbi harom &llitas ekvivalens:
(1) z a (x) feladat lehetséges megoldasa.

(2) u=0.

(3) A (xx) feladat optimalis értéke 0, és () optimdlis megoldds.

Bizonyitas. Vildgos, hogy (2) lehetséges megoldésa a (xx) feladatnak, és mivel 0 a cél-
fiiggvény fels6 korlatja, ezért van optimélis megoldésa is. A (1) és (2) 4llitds ekvivalencidja
trivialis. A célfiiggvény akkor és csak akkor egyenldé valamely (%) lehetséges megoldason
0-val a fels6 korlatjaval (ami ekkor nyilvdn optimalis megoldés),_ha 1Ty =0, azaz u = 0,
vagyis (2) és (3) is ekvivalens. Mindezekbdl a tétel méasodik allitasa is kovetkezik. n

Ezek utdn a kovetkez6képpen taldlhatjuk meg a (x) feladat egy megengedett bézi-
sat, vagy juthatunk arra az eredményre, hogy a lehetséges megoldasok halmaza tires. Az

E métrix eq,...,e,, oszlopvektorai a (xx) feladat megengedett bézisa, melyhez tartozé
szimplex tabla
ay an & €m | b
€1 ail oo Qp 1 ... 0 b1
dy dy 0 0 |7
ahol
m m



Errél a tablardl indulva hatdrozzuk meg (lexikografikus) szimplex mddszerrel a (k)
feladat egy optimalis megoldasat. Ha a célfliggvény optimalis értéke kisebb mint 0, akkor
tételiink szerint eljardsunk véget ért azzal az eredménnyel, hogy a (x) feladatnak nincs
lehetséges megoldasa. Ellenkez6 esetben az optimaélis értéket megadd szimplex tablabol a
kovetkez6képpen kaphatjuk meg a (k) feladat egy megengedett bazisat:

Az egyszeriiség kedvéért feltehetd, hogy a (xx) feladat optimumét adé szimplex tébla
azZ Q... Qps€prpys---,€,, bazishoz tartozik, és az utolsé m (az ey,...,e,, vektoroknak

megfelel§) oszlopat és az utolsé sorat elhagyva (mert azokra a tovdbbiakban nem lesz
sziikségiink) a kovetkezé alaku:

ay - Gy Gpyq .- ay, Z—)
a; 1 ... 0 d17~+1 e A1n t1
a, 0 e 1 d,,nr_|_1 Ce d'rn t?“
€ri1 0 ... 0 d?“+17“+1 ce d?“+1n 0
€ 0 0 dmr—i—l dmn 0

Csupén a tabldzatban feltiintetett adatokbdl is kiolvashato a tétel (2) < (3) allitdsat
alkalmazva, hogy az altala meghatarozott bazismegoldason a célfiiggvény értéke 0, mert
az utolso oszlopba irt 0-k miatt v = 0.

Ha r = m (azaz a bézisvektorok az A matrix oszlopvektorai), akkor a bézis a (x) fela-
datnak is megengedett bazisa. Ha szerepel a béazisban olyan e;, melynek sordban minden
elem 0, akkor toroljuk a sorat a tablazatboél, hiszen ekkor e;-t6l linedrisan nem fiiggenek sem
az A matrix oszlpvektorai, sem pedig a b vektor. Ha a torlés utdn maradt olyan sor, amelyik
valamelyik e; vektorhoz tartozik, akkor valamely k-ra dj; # 0. Egy ilyen djp-t generalo
elemnek valasztva, és elvégezve az altala meghatarozott elemi bazistranszformaciot egy
olyan tablazathoz jutunk, melyhez tartozé bézis eggyel tobb oszlopvektorat tartalmazza
az A matrixnak. Mivel a general6 elem soraban az utolsé elem 0 volt, a kapott tablazat
utolsé oszlopat az elemi bazistranszformécié nem valtoztatta meg. A most emlitett két
lehetéséggel (bizonyos sorok torlésével és megfeleléen vélasztott elemi bazistranszformécié
alkalmazasédval) elérhetjiik, hogy a bazisban csak az A métrix oszlopvektorai szerepeljenek,
és akkor a bazis a (x) feladat megengedett bazisa lesz.

Az eddig vazolt eljardst, ami a (%) feladat egy megengedett bazisanak megtalalasét
eredményezi, vagy arrdl tantskodik, hogy a lehetséges megolddsok halmaza iires, a meg-
oldas els6 fazisanak nevezziik. A masodik fazisban képezziik a kapott bazishoz tartozo
szimplex tablét, és abbdl indulva a szimplex mddszerrel jutunk a () feladat megolddsa-
hoz.

A megengedett bazis keresésére vonatkozo fenti megfontolasokban bebizonyitottuk a
kovetkezot is:
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1. K6vetkezmény. Ha a (x) feladatnak van lehetséges megoldésa, akkor van megenge-
dett bazisa is.

2. Kovetkezmény. Ha a linearis programozasi feladatnak van optimalis megoldasa, ak-
kor van olyan megengedett bazisa, melyhez tartozé szimplex tabléra az (a) feltétel teljesiil,
és ezért a bazishoz tartozé megoldas optimaélis.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy ha a linearis programozasi feladatnak van lehetséges megoldasa,
akkor van megengedett bdazisa is, amihez tartozé szimplex tablat oszlopai dtrendezésével
lexikografikusan pozitivva tehetjiik. Ezen tdblazatrol indulva a lexikografikus szimplex
algoritmus eredményeként a kivant tulajdonsagui bézis kaphaté. ]
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5. Minimum keresés szimplex mddszerrel

Az el6z6 fejezetekben szereplé megfontolasok olyan feladatokra vonatkoztak, melyek-
ben a célfiiggvény maximuméat kerestiitk. Most roviden ismertetjiik, hogy mi a teendo
akkor, ha a célfiiggvény minimumanak meghatarozasa a cél, vagyis a kovetkezo feladatot
kell megoldani:

(+)- Az =b, >0, ¢'z — min

Két lehetOséget ismertetiink. Az elsO visszavezeti a problémat a mar részletesen targyalt
maximum keresésre, azaz megoldjuk a

(++) Az =b, >0, —c'x — max

feladatot. Vildgos, hogy pontosan akkor van megoldédsa a (+) feladatnak, mint a (4+)
feladatnak. Tovabbd, ha van optimumuk, akkor az optimum helyek ugyanazok, és a (+)
feladat optimuma a (4++) feladat optimumdanak —1-szerese.

Most ismertetjitk a masodik lehet6séget, amely lényegében a maximum keresésre vo-
natkozé megfontolasok minimum keresésre valé igazitasa. A korabban megismert médon
keresiink egy megengedett bazist, és elkészitjiik a (+) feladat adataihoz tartozé szimplex
tablat. Most az alabbi harom esetbe sorolhaté a tablazat.

(@) zp —cx <0, k=1,...,n.

(b’) Van olyan k, hogy 2z — ¢, > 0, és e k esetén d;;; <0 minden i € I esetén.

(¢’) Van olyan k, hogy zr — ¢ > 0, és minden ilyen k esetén van olyan i € Ip, hogy
dir, > 0.

Tétel. (A (+) feladathoz tartozé szimplex médszert megalapozo tétel.)
(1) Ha az (a’) feltétel teljesiil, akkor a B bazishoz tartozé bazismegolddas a feladat opti-
malis megoldasa.

(2) A (b’) esetben a célfiiggvény nem korlatos alulrdl a lehetséges megolddsok halmazén.
(3) Ha a (c’) feltétel teljesiil, akkor egy alkalmasan valasztott bazisvektort lecserélhetiink
a B-ben nem szereplé a; vektorra ugy, hogy olyan megengedett bazist kapjunk, mely-
hez tartozd bazismegoldason felvett célfiiggvény érték kisebb vagy egyenld, mint a B-hez
tartozé megoldéason felvett célfiiggvény érték.

A bizonyitasahoz csak a maximum keresésre vonatkozé valtozatanak bizonyitasat kell
értelem szerint moédositani. A bizonyitasban az 1j szimplex tablat meghatarozé generdld
elem pozitiv z — ¢ folott lesz. Ezek utan az olvasora bizzuk azt, hogy milyen modosita-
sokat kell tenni a minimum keresésre vonatkozé algoritmusok meghatarozasidhoz.
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6. Dualitas
Tekintsiik a kovetkezo két egymaéssal ekvivalens feladatot, az in. primal feladatot:
Az <b, >0, c'z > max, —Az>-b, >0, —c'z — min,

és rendeljiik hozza a kovetkezd két egymassal ekvivalens feladatot, a dualisat:

v

ATQ Z G, g Q? Z_)Tg - min7 _ATQ S —C, g Z Q7 _QTQ — Imnax.
Tehat a primél feladatot és a dudlisat is két feladatnak tekintjiik. Vildgos, hogy a dudlis
feladat dualisa éppen a primal feladat.

Tétel. (Dualitas tétele.) Ha a primdl és a dudl feladat koziil valamelyiknek van megen-
gedett megoldasa és véges optimuma, akkor a masiknak is van megengedett megoldasa és
véges optimuma, tovabba két feladat optimum-értékei egyenlok.

Bizonyitas. Nyilvan elegendé bebizonyitani, hogy ha a

Az <b, >0, c'z — max

feladatnak van megengedett megoldésa és véges optimuma, akkor a
ATy >c, y>0, b'y — min

feladatnak is van, és a két optimum megegyezik. Tekintsiik a primal feladattal ekvivalens

(A E)(£> =b, x>0, u>0, c'z+0"u — max
u

feladatot, ahol E az egységmatrix. A feltevések miatt ennek a feladatnak is van megen-
gedett megoldasa és véges optimuma. Ezért van olyan B megengedett bazisa, melyhez
tartozé szimplex tablara az (a) feltétel teljesiil, és igy a bézismegoldas optimaélis.

Jelolje B azt a matrixot is, melynek oszlopvektorai a B bazis vektorai abban a sor-
rendben, ahogy a szimplex tablaban szerepelnek. Nyilvan B egy m X m-es nemelfajuld
métrix, melynek oszlopai az (A E') métrix oszlopai, azaz a

150980y €15+ -+, Ep
vektorok koziil valék.
Legyen v € {a,...,a,,€1,...,€,,,b}, és jelolje d a v vektor B bézis szerinti koor-

y Ymy

dinataibdl képezett oszlopvektort. Tudjuk, hogy d egyben a szimplex tabla v-vel jelzett
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oszlopédnak a két vizszintes vonal kozotti része. Ekkor v = Bd, amibél d = B~ v kovetke-
zik. Specidlisan
B_lgk, B_lgk, illetve B~

a szimplex tabla a,-val, e;-val illetve b-vel jelolt oszlopanak a két vizszintes vonal kozotti
része.

Jelolje cp a bazisvektorokhoz tartozé célfiiggvény egyiitthatokbol képezett oszlopvek-
tort. Vegyiik észre, hogy cp tetszOleges komponense ¢; vagy 0 aszerint, hogy a megfeleld
bazisvektor a, vagy valamelyik e;. A szimplex tabla alsé soraban az a, vektor oszlopaban

g;gB_lgk —ck, k=1,...,n,
az ey vektor oszlopaban pedig
cpB ey —0=cpB ey, k=1,...,m

szerepel. A célfiiggvény értéke ¢, B~1b. Tehdt a szimplex tdbla a kovetkezd alaku:

B7'A Bt |B71b

cxB 'A—ct cpB LB

A téblara az (a) feltétel teljesiil, és ezért

cgB'A>c" é6s cpBT' > 0T

Legyen QT = cLB~!. Ekkor y megengedett megolddsa a dudlis feladatnak, mert a
fenti két egyenlOtlenség szerint

azaz

feltételekbdl kapjuk a kovetkezod két szamok kozotti egyenlotlenséget:
y Az <y'b és 2T ATy >ale

17



A két egyenlGtlenség bal oldala egyenld, mert mint 1 x 1-es matrixok, egyik a masik transz-
ponaltja. Ezért ebbdl

zTe < y"b, azaz Tz < by

kovetkezik, vagyis a primal feladat tetszoleges megengedett megolddsan a célfiiggvény ér-
téke kisebb vagy egyenld, mint a dudl feladat tetszoleges megengedett megoldasan a cél-
fliggvény értéke. Ezt az allitast gyenge dualitasi tételmek is szoktak nevezni.

Tehat, ha taldlunk olyan x és y megengedett megolddsokat a primal, illetve a duél
feladathoz, hogy cTz = Z_)Tg, akkor a tétel bizonyitasa készen lesz. Az emlitett célnak
megfelel a primél feladat B bazishoz tartozé r megengedett megoldasa és a dual feladat
gT megengedett megoldasa. Valéban

T

'i=cpB'b=7"b=0"

|83
|2
<=2

Fontossdga miatt a gyenge dualitas tételét kiemelt allitasként is megfogalmazzuk.

Tétel. (A gyenge dualitds tétele.) A primél feladat tetszoleges megengedett megoldédsin
a célfiiggvény értéke kisebb vagy egyenld, mint a dudl feladat tetszoleges megengedett
megoldasan a célfiiggvény értéke.

1. Kovetkezmény. Ha a primal és dual feladatnak is van lehetséges megoldasa, akkor
mindkettonek van optimuma és a két optimumeérték megegyezik.

Bizonyitas. Ha mindkét feladatnak van lehetséges megoldédsa, akkor a gyenge dualitasi
tétel szerint a primal feladat célfiiggvénye feliilrol korlatos a lehetséges megoldasok halma-
zan, és ezért felveszi optimumat. (Tobbvaltozds fiiggvénytani tanulmanyaink egyik tétele
szerint zart halmazon folytonos és feliilrél korldtos fliggvény felveszi maximumaét.) FEzek
utan az allitas a dualitési tételbol kovetkezik. ]

2. Kovetkezmény. Ha z a primdl y pedig a dudl feladat lehetséges megoldasa, ak-
kor ahhoz, hogy mindkett6 optimélis megoldés legyen sziikséges és elegendd, hogy a két

T

célfiiggvény érték megegyezzen, azaz ¢ x = QTQ.

Bizonyitas. Ha a két célfiiggvény érték megegyezik, akkor a dualitési tétel bizonyitasaban
elmondottak szerint (a gyenge dudlitasi tétel miatt) mindkét célfiiggvény érték optimélis.
A sziikségesség a dualitéasi tétel kovetkezménye. [ ]
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Tétel. (A kiegészitd eltérések gyenge tétele.) Ha z a primdl y pedig a dudl feladat
lehetséges megoldasa, akkor ahhoz, hogy mindketté optimélis megoldas legyen sziikséges

és elegendd, hogy a kovetkezo két egyenloség teljesiiljon:

QT(Z_)— Az) =0 és 27 (ATy—¢c)=0.

)T = zT A%y, Ezért, ha

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy QTAQ = (QTAQ

gT(Z_)— Az) =0 és gT(ATy —¢) =0,

0=0+0=y"(b—Ax)+2"(ATy—c)=y'b—y Az +z ATy —2"c=y"b—2"c

Tehat T ¢ = QTQ, amibdl transzponaldssal ¢tz = QTQ kovetkezik. Ezért a 2. Kovetkezmény
szerint z a primdl y pedig a dual feladat optimalis megoldasa. Ezzel az elegenddséget
bebizonyitottuk.

A sziikségesség bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy x a primdl y pedig a dudl feladat
optimdlis megoldasa. Ekkor ismét a 2. Koévetkezmény szerint ¢z = Z_)Tg, amibdl transz-

ponaldssal zTc = yTh és

y'(b—Az) + 2T (ATy —¢) =y b—y Az + 2" ATy —2Tc=yTb—2Tc=0

hiszen nemnegativ komponensii sor- és oszlokvektorok szorzata nemnegativ szam (ponto-
sabban 1 x 1-es matrix). Ha két nemnegativ szdm 6sszege nulla, akkor mindkét szam nulla.

Ezért

QT(Z_)— Az) =0 és QT(ATy —c)=0.
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Tétel. (A kiegészito eltérések erds tétele.) Ha a primal és dual feladatnak is van lehetséges
megoldasa, akkor van a primdl feladatnak olyan z optimélis megoldasa, illetve a dudl

feledatnak olyan y optimdlis megolddsa, melyekre teljesiil a kovetkezd két egyenldség:

b—Az+y>0 é ATy—c+z>0.

Végiil részletesebben megvizsgaljuk, hogy mit is jelent a kiegészito eltérések gyenge

és eroOs tételelének feltétele. Kozben magyarazatot kapunk a tételek elnevezésére is.

Legyen z a primal y pedig a dudl feladat optimadlis megolddsa, u = (u1, ..., um)T =
b— Az, v = (vl,...,vn)T = ATQ —c, T = (ml,...,mn)T és y = (yl,...,ym)T. Ekkor
nyilvin Ax +u = b és ATQ — v = c¢. Tehdat u és v a megfelel6 egyenlGtlenségek két
oldala kozotti eltérésekkel egyezik meg. Ennek megfelel6en az u vektort a primal feladat
z lehetséges megolddsdhoz, a v vektort pedig a dudl feladat y lehetséges megoldasahoz
tartozoé eltérésnek nevezziik. Most felirjuk az 1j jelolésekkel a kiegészito eltérések gyenge
tételének feltételeit:

0=y"(b—Az) =y u=> piu és 0=z (ATy—c)=2"v="> zv;.
=1

=1

Mindkét osszeg tagjai nemnegativok, ezért pontosan akkor egyenlék nulldval, ha min-
den tagjuk nulla. Tehat a kiegészito eltérések gyenge tételének feltétele ekvivalens a ko-
vetkezokkel:

yiu; =0, 1=1,...,m és x;u;, =0, 1=1,...,n.

Vagyis, ha u; > 0, akkor y; =0,7=1,...,m, és hav; > 0, akkor x; =0,i=1,...,n.
Most tegyiik fel, hogy z és y a kiegészit6 eltérések erds tétele feltételeivel rendelkezd

optimalis megoldasok, és irjuk fel a feltételeket:

b—Az+y=u+y>0 és ATg—g+g:y+g>O,

azaZz

u;+y; >0, 1=1,....m és vi+x; >0, i=1,...,n.

Vagyis, ha a u; = 0, akkor y; > 0,72 =1,...,m, és ha v; =0, akkor x; > 0,7=1,...,n.

Természetesen a kiegészito eltérések gyenge tételének feltételei most is teljestilnek.
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7. Dualitasi tétel altalanositasa, Farkas-tétel

A primal-dudl feladatnak van egy dltalanosabb valtozata. Legyenek Aq1, A1o, A1, Ago
megfeleld méretli matrixok, by, by, cq,cy megfeleld méretii vektorok, xi,z5,y Y pedig
megfelel6 méretli ismeretlen vektorok, és tekintsiik a kovetkezo két linearis programozasi
feladatot:

Anizy + A1azy < by, Asizy + Asozs = by, z; >0, ¢i xy + c3 T, — max
és
Aly, + Aqiy, > ¢, ALy, + A%y, =, y, >0, by, +byy, — min.

Az els6t altaldanos primal a masodikat pedig altalanos dual feladatnak nevezziik. Mindkét
feladatot meg kell kétszerezni a primal és dual feladatnél latottak szellemében. Ezt az olva-
sora bizzuk. Vegylik észre, hogy most egyes ismeretlenekre nincs nemnegativitasi feltétel.
Megengedjiik, hogy a fenti matrixok sorainak vagy oszlopainak szama akar nulla legyen.
Példdul, ha az Ao métrix tires (azaz nulla sora és oszlopa van), akkor Ao, As1, by, ¢y, To, Y,
is iires, és a fenti két feladat a kordbban definialt primal-dudl feladatra redukalédik.

Tétel. (Altalénos dualitasi tétel.) Ha az dltalanos primal-dudl feladat koziil valamelyiknek
van lehetséges megoldéasa és véges optimuma, akkor a masiknak is van lehetséges megoldasa
és véges optimuma, tovabba a két feladat optimum-értékei egyenlok.

Bizonyitas. frjuk fel az z, és Y, vektorokat nemnegativ vektorok kiilonbségeként:
Ty =23 — Ty Y, =Yy — Yy
és tekintsiik a kovetkezo primal-dual feladatpart:
Anizy + Aoz — Ay < by,
Agrzy + Aggzy — Ay < by,
— A1y — Aoz + Appzy < —by,
ry,xy, 25 >0,
cl x4 caay —cyxy; — max,
és
Afyy, + Ayt — Asys > a,
A1T2Q1 + AQTQQ; - A;FQQQ_ > Cy,
— Ay, — Asoyt + ASoy; > —co,
Yy ¥y Yy 20
by, +byyl —byy, — min,

Vilagos, hogy ez a feladatpar ekvivalens az altalanos primal-dudl feladatparral. fgy, ha
alkalmazzuk a dualitasi tételt erre a primal-dudl feladatparra, akkor a tétel allitasat kapjuk.
[ |
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Most felhasznéljuk e tételt a un. Farkas-tétel bizonyitasara. Legyen A egy m X n-
es matrix és ¢ egy n komponensii vektor. Azt mondjuk, hogy a c'z < 0 egyenlStlenség
az Az < 0 vektorok kozotti egyenlétlenség (vagy m egyenlStlenségbél all6 rendszer) ko-
vetkezménye, ha valahanyszor egy n kompononensti u vektorra Au < 0, mindannyiszor
cTu <0.

Tétel. (Farkas-tétel.) A c'z < 0 egyenlStlenség akkor és csak akkor kovetkezménye az
Az < 0 vektorok kozotti egyenldtlenségnek, ha van olyan y > 0 m komponensii vektor,
hogy ¢ = ATQ.

Bizonyitas. Az elegendOség trividlis, hiszen azt allitja, hogy azok az egyenl6tlenségek
kovetkezmények, melyek a kiindulési egyenldtlenségekbdl nemnegativ egytitthatds linedris
kombindaciéval adédnak. A sziikségesség bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy a c'x < 0 egyen-
16tlenség kovetkezménye az Az < 0 egyenl6tlenségnek, és tekintsiik a kovetkezo két linearis
programozasi feladatot:

és
ATy =c, y>0, 0Ty — min.

Vilagos, hogy az elsé feladatnak van lehetséges megoldasa és véges optimuma, hiszen a
feltevés szerint a 0 fels6é korlatja a célfiiggvénynek a lehetséges megoldasok halmazan.
Raadésul a két feladat altalanos primal-dudl feladatpart alkot, hiszen ha az A1, A2; és a
Ass matrixok nulla méretiiek, akkor az altalanos primal-dudl feladatpar éppen ilyen alak.
Tehat az allitasnak eleget tevd y vektor az altaldnos dualitasi tétel szerint létezik. ]
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