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1. ROVID OSSZEFOGLALO

A disszertacio témaja az
i(t) = y(a(t)z(t) + f(t,2(t — 1))

alakt, id6ben periodikus, késleltetett argumentumnu differencidlegyenletek di-
namikijanak vizsgalata kritikus paraméterértékek kozelében. Ilyen tipusu
egyenletek szamos gyakorlati alkalmazasban el6fordulnak (neurélis haloza-
tok, populaciodinamika, nagy teljesitményt gépek mechanikéja). Bifurkacio-
nak azt a jelenséget nevezziik, amikor a dinamika hirtelen megvaltozik a pa-
raméter egy kritikus értékénél, példaul az egyensulyi helyzet elveszti a stabili-
tasat, megjelennek periodikus megoldésok, stb. A klasszikus bifurkacioelmé-
letet egy- és kétdimenzids dinamikai rendszerekre dolgoztak ki, késgbb altalé-
nositottak magasabb dimenzioés esetre is centrélis sokasag redukcio, vagy mas
néven projekcios modszer segitségével. A funkcional-differencidlegyenletek
esetében a természetes fazistér a kezdeti intervallumon folytonos fiiggvé-
nyek végtelen dimenzios Banach-tere. A kritikus esetben a dinamika Gsszes
lényegi sajatsaga a centrélis sokasdgon mutatkozik meg. Autoném esetben
erre is van modszer: a Hale-féle bilinearis formakkal kiszamolhato a projek-
ci6 a centralis sokasigra. Ez azonban nem alkalmazhaté periodikus egyen-
letekre. Az elmult években kifejlesztettek egy normalforma elméletet peri-
odikus funkcional-differencidlegyenletekre, de az is csak olyan egyenletekre
alkalmazhato, amelyeknél a lineéris rész autonéom.

A disszertacio f6 eredménye, hogy teljes bifurkdcidanalizist ad periodikus
egyenletek egy széles osztalyara. Amikor a késleltetés megegyezik a periodus-
sal, a Neimark-Sacker bifurkacio teljes elmélete atvihet§ a végtelen dimen-
zi6s esetre, anélkiil, hogy barmilyen extra feltételt kovetelnénk meg a nem-
linearitastol. A legnagyobb technikai nehézséget az okozza, hogy a Banach-
terinkben explicit szamitasokra van sziikség: véges dimenzids invarians so-
kasagok és normélformak meghatarozasara. Ehhez egy funkcionalanalitikus
megkozelitést hasznalunk, a spektréalis projekciot. Az Gsszes eredményiink
explicit, az egyenlet ismeretében meghatarozhatjuk a bifurkaciés pontokat és
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a bifurkaci6 irdnyat is, ez az alkalmazasok szempontjabol kiilénosen fontos.
A kiterjesztett fazistérben invaridns toruszok megjelenése figyelheté meg.
Mint kideriil, az

#(t) =7 f(t, x(t = 1))

egyenlet nem csak egy specialis esete az el6zének, ahol a(t) = 0, hanem itt
egészen 1j jelenségek is el6fordulhatnak. Ekkor ugyanis a bifurkicié erésen
1:4 rezonans és az invarians torusz nem feltétleniil 1étezik. Az erés rezonanci-
aknak is kiterjedt elmélete van, a disszertacioban az 1:4 rezonancia esetét is
altalanositjuk periodikus funkcional-differencidlegyenletekre. Az eredménye-
ink itt is explicitek.

Az eredményekhez felhasznalt modszerek az alabbiak: Floquet-elméletet
hasznalva levezetjiik a karakterisztikus egyenletet, meghatarozzuk a Floquet-
egyiitthatokat, amik a monodrémia operator sajatértékei. A monodromia-
operator a periddus-leképezés derivéiltja a 0 egyensulyi helyzetben. A karak-
terisztikus egyenlet alapos vizsgélataval felderitjiik, milyen paraméterérté-
keknél hany Floquet-egyiitthaté van a komplex egységkoron beliil, melyek a
kritikus paraméterértékek, amikor ez a szam valtozik. Megmutatjuk, hogy a
bifurkacios tétel feltételei teljesiilnek. Amikor a paraméter értékét valtoztat-
juk és az athalad a kritikus értéken, egy konjugélt Floquet-egyiitthaté par
metszi az egységkort, Neimark-Sacker bifurkacié torténik és egy invarians
gorbe jelenik meg a centrélis sokasdgon. A Kkiterjesztett fazistérben ez egy
invaridns torusznak tekinthets. A centralis sokaségra megszoritott leképezés
kiszamitasdhoz és a bifurkicié iranyanak meghatarozasahoz altalanositjuk
a projekcios modszert. A spektralis projekcié operator egy Riesz-Dunford
integrallal fejezhetd ki, ezt kiszamoljuk, miutan egy peremérték-problémat
megoldva sikeriil meghatarozni a rezolvenst. Ezutdan mar el tudjuk végezni a
bifurkaciés analizist és a bifurkacié iranyanak meghatarozasara explicit szé-
molhat6 feltételt adunk, ez meghatarozza az invarians gorbe stabilitasat is.
Ezt az eredményt tudjuk alkalmazni a funkcional-differencidlegyenletek elmé-
letében legnevezetesebb egyenletek (Mackey-Glass-, Nicholson- és Krisztin-
Walther-egyenlet) periodikus valtozataira is, igy szamos 10j bifurkacios tételt
kapunk. Explicit ellenérizhets feltételt adunk arra, hogy az eredmények mi-
kor terjeszthetSk ki a rezonans esetre, mikor jelennek meg stabil és instabil
4-periodikus pontok. Levezetjiik a rezonans Poincaré-normalformét. Bebizo-
nyitjuk, hogy a periodikus egyiitthatok esetében az erds rezonancianak nincs
hatasa a bifurkaciora, mindezt a periodikus egyiitthatos Wright-egyenlettel
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illusztraljuk. Tovabbi kérdésekkel is foglalkozunk: az invaridns toéruszok glo-
bélis 1étezésének problémaja, valamint az eredmények kiterjesztése arra az
esetre, amikor a periodus a késleltetés racionalis/irracionalis t6bbszorose, va-
lamint magasabbrendi egyenletekre.

Az értekezés a kovetkezSképpen épiil fel: ezen rovid 6sszefoglald utan a 2.
fejezetben egy bevezetét adunk egyrészt a targy torténetébe, masrészt meg-
mutatjuk, tételeink hogyan kapcsolédnak maéasok kordabbi eredményeihez. A
3. fejezetben motivacioként példakat adunk olyan alkalmazésokra kiilénbo6zé
tudomanyéagakbol, amelyek periodikus funkcional-differencidlegyenletes mo-
dellekre vezetnek. A 4. fejezetben attekintjiik a felhasznalt altalanos elméleti
hatteret. Az 5., 6. és a 8. fejezet teljes mértékben 1j eredményeket tartalmaz.
Az 5. fejezetben meghatarozzuk a karakterisztikus egyenletet és Floquet-
egyltthatokat, a monodrémia operator rezolvensét és a spektralis projekcio
operatort, majd a projekcids modszert altaldnositva bizonyitjuk a Neimark-
Sacker bifurkacios tételt periodikus funkcional-differencialegyenletekre. A 6.
fejezetben ennek alkalmazasaval 4j bifurkacios tételeket adunk tobb neveze-
tes egyenletre. A 7. fejezet specidlis, ebben levezetjiik a rezonans Poincaré-
normalformét. Az irodalomban egymésnak ellentmondé eredmények jelentek
meg ezzel kapcsolatban, és noha a helyes formulat is kozolték, a részletes
szamolasokat mell6zték, ezért ezt most ebben az értekezésben megtessziik. A
8. fejezet tartalmazza a rezonans esetre vonatkozo eredményeket: a rezonans
bifurkacios tételt és a periodikus egyiitthatos egyenletekre vonatkozo tételt.
A tovabbi kérdéseket a 9. fejezetben fogalmazzuk meg. Roviden megtargyal-
juk, milyen dinamika lehetséges az invarians téruszon, létezhet-e a torusz egy
nagyobb paraméterintervallumon, mi térténik abban az esetben, ha a perio-
dus nem egyezik meg a késleltetéssel. Az értekezést angol nyelvii 6sszefoglalo
és részletes irodalomjegyzék zérja.
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2. BEVEZETES

Idében lezajlo folyamatok modellezésekor az élet szamtalan teriiletén al-
kalmazhatunk differencidlegyenleteket olyan rendszerek leirdsara, amelyek-
nél a jovébeni viselkedés a jelenlegi allapottol fiigg. Azonban sok esetben
kideriil, hogy ez csak egy elsé kozelitésnek felel meg - a rendszer késés-
sel reagal és a multbeli allapotok hatarozzak meg az aktuélis viselkedést;
ilyenkor késleltetett visszacsatolasos differenciadlegyenletrél vagy funkcionél-
differencialegyenletrsl beszéliink. Mivel ismerniink kell a rendszer torténetét
is, ilyen esetekben a természetes fazistér a folytonos fliggvények végtelen di-
menziés tere lesz. Azt a rendszert, amelynek a mtikodését idében valtozo
szabalyok irjak le, nemautonémnak nevezziik. A kornyezet periodikus vélto-
zésa periodikus egyenletet eredményez, a dolgozat témaja ilyen egyenletek
dinamikajanak a vizsgalata. Egyenleteink tartalmaznak egy valés paramé-
tert is. A paraméter valtoztatdasa soran bizonyos kritikus értékeknél a rend-
szer dinamikaja hirtelen megvaltozik, ezt nevezziik bifurkacionak. Bifurkaciot
a gyakorlatban mar a gézgépek centrifugalis regulatorainal megfigyeltek. A
targy torténeti gyokerei egészen az 1700-as évek kozepéig nytlnak vissza,
amikor Euler és tarsai vizsgaltak néhany specialis alaki egyenletet a gorbék
elméletén beliil. Volterra volt az elsG, aki szisztematikusan kezdett vizsgalni
ilyen egyenleteket néhany ragadozo-zsdkmany és viszkoelaszticitdsi modell
kapcsan. Az elmélet komoly fejlédésnek azonban csak a 20. szazad masodik
felében indult, amikor megjelentek a bonyolult vezérlési szerkezetek, azota
egészen napjainkig viharos gyorsasaggal fejlédik. Ezt szemléltetendd készi-
tettem egy egyszert kis statisztikat a Math. Reviews adatbazis alapjan. A
34K (funkcional-differencialegyenletek) klasszifikdcios kategoriat csak 1973-
ban hoztak 1étre és a korabbi cikkeket nem mind kategorizaltak tujra, ezért
erre az idGszakra a statisztika kissé csaloka, mindenesetre 1970-ig csupéan 100
publikacié esik ebbe a témakorbe. A ’70-es években méar mintegy 2000 dol-
gozatot irtak a matematika ezen agarol, a '80-as években ez a szam 3500-ra,
a '90-esben 5500-ra emelkedett. 2000-t6l napjainkig 4600 cikket publikaltak
funkcionél-differencialegyenletekrél, tehat erre az évtizedre csaknem 10000



2. Bevezetés 6

publikacio extrapolalhato. Lathato, hogy a fejlédés nagyjabol exponencialis
a "70-es évektdl egészen maig.

Picard mar az 1908-as matematikai kongresszuson értekezett a késleltetett
hatésok jelentGségérdl egyes mechanikai rendszerekben, azonban megfelels
matematikai elmélet hijan a mérnckok sokaig eltekintettek ettsl a gyakor-
latban. A ’40-es években a mérnoki és iranyitaselméleti alkalmazéasok miatt
a figyelem kozéppontjaba keriilt a téma, f6leg a Szovjetunidban. Azéta a
funkcional-differencialegyenletek elmélete jelentGsen kiterjedt és szinte min-
den teriileten alkalmazhato6 elméletté valt. Szamos modell talalhato [KM92]-
ben és jelen értekezés kovetkezs fejezetében. A kezdeti érték problémat és
az elmélet alapjait Myshkis fogalmazta meg 1949-ben (|[Mys49]). A modern
elmélet két alapveté monografidija Diekmann, van Gils, Verduyn Lunel és
Walther ([DVGVLW95]), valamint Hale és Verduyn Lunel ([HVL93|) mun-
kai. A targy torténetérdl egy részletesebb sszefoglalod talalhato [HalO5]-ben.

A funkcionél-differencidlegyenletek fejlédéséhez a szegedi matematikusok
is sok szép eredménnyel jarultak hozza, ezek koziil szeretnék megemliteni né-
hanyat, a teljesség igénye nélkiil. Alapveté monografidk ([HVL9I3|, [Kua92|)
is tartalmazzak Makay (|Mak94]) és Terjéki ([HT83|) stabilitasi eredmé-
nyeit. Hatvani ([Hat02]) tovabb nem élesithets vélaszt adott a funkcional-
differencial-egyenletek stabilitaselméletének egyik kézponti problémajara. Az
oszcillacidelméletben alapmiinek szamit Gy6ri monografidja (|[GLI1]). Ne-
utralis egyenletekkel kapcsolatban megemlitjiik Péics és Karsai dolgozatat
(|[PK02]). Krisztin feltarta a globalis attraktor strukturajat egyenletek egy
széles osztalyara a [KWW99| monografidban, illetve cikkek egy sorozataban
(|Kri00], [KriOla|, [KriOlb], [KWO1]). Azota az irodalomban ezt Krisztin-
Walther egyenlet néven ismerik (|[MPSO03]). Egyes ehhez kapcsolodo ered-
ményeket Bartha ([Bar03]) altalanositott allapotfiiggs késleltetéses egyenle-
tekre.

A bifurkicidelmélet kezdetei Poincaré munkaiban taldlhatoéak, mint ahogy
a normalformak modszere is ([Poi79], [Poi99]). A norméalformak elméletét
tobbek kozott Arnold dolgozta ki szisztematikusan (lasd [Arn88| , [Van89)
és |Guc83|). A Hopf-bifurkacio (|[Hop43]|) diszkrét valtozata, a leképezések
bifurkécios tétele Neimark és Sacker nevéhez fiiz6dik ([Neih9|, [Sac65]) és
Hopf-bifurkacié leképezésekre, tjabban Neimark-Sacker bifurkacié néven is-
meretes. Ennek részletes és preciz bizonyitasa [loo79]-ban és [MM76]-ban
megtalalhato. A centralis sokasag felfedezése Pliss ([P1i64]) és Kelley ([Kel67])
munkéihoz kéthetd, a redukeios elvvel egytitt ([Sho75]) ez lehetévé tette ma-

c s
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alkalmazéasara autonom funkcionél-differencialegyenletekre [HKW81|-ben ta-
lalunk példakat. A klasszikus modszer a Hale-féle bilinearis formak alkalma-
zésa (|[HVLI3]), de ez csak autonom esetben hasznalhato. A disszertacioban
az egyenlethez tartozo periodus-leképezésre (time-one map) akarjuk alkal-
mazni a centralis sokasag tételt. Az elmult évtizedekben centralis sokasag
tételek szamtalan valtozata jelent meg kiilonféle dinamikai rendszerekre. Le-
képezésekre lasd [Car81| és [Van89] munkait. Krisztin a kozelmiltban meg-
mutatta ([Kri05]), hogy a time-t map-hez tartozé centrélis sokaség nem fel-
tétlentil invarians a folytonos dinamikai rendszerre nézve. Banach-térbeli le-
képezések centralis sokasag tétele megtalalhato [KWW99|-ben. A bifurkaci-
6analizishez elegendd simasagi centralis sokasag 1étezésére van sziikség, ezt
a fontos simaséagi eredményt csupan harom éve kozolte Faria, Huang és Wu
([JFHWO02]). Van tehat centralis sokasagunk, de egyelére nincs projekcionk.
Mint mér emlitettiik, a bilinearis formak esetiinkben nem alkalmazhatoak.
Faria kifejlesztett egy norméalforma elméletet altalanos periodikus funkcional-
differencialegyenletekre (|[Far97|, [Far98]), azonban ez csak autonoém lineéris
rész esetén érvényes. Mozgd koordinatarendszerekkel probalkozott Hale és
Weedermann ([HWO04]), de explicit szamitasokra az ¢ metédusuk sem al-
kalmas. Ezért egy masfajta, funkcionalanalitikus megkozelitést hasznalunk,
hogy kiterjeszthessiik a projekciés modszert a Banach-teriinkre. A szamola-
sok tobbé-kevésbé [Kuz98|-at kévetik, viszont a skalaris szorzat helyett spekt-
ralis projekcioval dolgozunk, ami egy Riesz-Dunford integrallal fejezhetd ki.
A projekcié a monodrémia-operator rezolvensének a reziduuma, mindezt egy
peremérték-probléma megoldasa nyomén a Floquet-egyiitthatok ismeretében
ki tudjuk szamolni. A késleltetett funkcionél-differencidlegyenletek Floquet-
elmélete megtalalhato [HVLI3|-ban, a spektralelmélet [DVGVLW95]-ben és
[VLO1]-ben, bizonyos rezolvens szamitasok pedig [FVLO03]-ban. A projekcios
modszerrel és az alkalmazott bifurkicidelmélettel kapcsolatban [Kuz98]-at
ajanljuk.



3. PERIODIKUS MODELLEK KESLELTETETT
VISSZACSATOLASSAL A GYAKORLATBAN

3.1.  Populaciédinamikai modellek

A késleltetéses differencidlegyenletek populaciddinamikai alkalmazéasanak
szerteagazo irodalma van, Kuang révén még monografia is sziiletett a téméa-
ban (|[Kua92|). A késleltetést itt az az id6 okozza, amig egy ujsziilott eléri
a szaporodoképes kort. Az évszakok valtakozasa miatt a sziiletési és a hala-
lozési rata periodikusan valtozik. Azokban az esetekben, amikor egy egyed
novekedése is fligg az évszaktol, a késleltetést is periodikus fiiggvény irja le.
Felsorolunk két kozelmultbeli és két klasszikus példat. Zhang és Gopalsamy

#(t) = r(t)z()[1 — x(t —n7)/K(t)]
logisztikus tipust modellt (|ZG90]), Cheng és Zhang pedig a

y(t) = —a(t)y(t) + h(t) f(y = 7(t))

perturbalt Malthus-modellt ([CZ01]) vizsgaltak; r(t), K(t), 7(t),a(t) és h(t)
periodikus fliggvények. Az eredményeik periodikus megoldasok létezésével és
stabilitdsaval kapcsolatosak. Az els§ példa a Wright- vagy Hutchinson-féle
egyenlet egyik valtozata. Az 6kologia egyik alapmodelljének szamité Lotka-
Volterra féle ragadozd-zsakmény modellnek is szamtalan tovabbfejlesztését
tanulmanyoztak mar ([Kua92|). Megemlitjiik még a Nicholson-egyenletet,
amellyel részletesebben is foglalkozunk az 5. fejezetben. Nicholson éveken at
tanulményozta egy huslégy, a Lucilia cuprina szaporodasat ellenérzott labo-
ratoriumi koriilmények kézott. Kideriilt, hogy a legyek szaporodasat egy egy-
szeri differencidlegyenlet irja le, amely 14 nap késleltetést tartalmaz, ennyi
1d6 alatt fejlédik ki egy példany (JGBN80|). Hasonlo populéciodinamikai mo-
dellekrdl egy nagyon szép attekintést talalunk [Rua05]-ben.
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3.2.  Klimatikus modellek

A klimavaltozas kérdése napjainkban kiilonosen aktuélis, a médiaban
hétrél-hétre jelennek meg a legkiilonb6zbb, gyakran egymaéasnak ellentmondo
elérejelzések. Nemrég egy nagy moszkvai konferencian George Sell tartott
plenaris el6adést a témarol. Sell is hangsilyozta, hogy egy jo klimamodell
csakis periodikus lehet. Az is vilagos, hogy a klimat befolyasolé tényezsk ko-
zil jonéhany késleltetve fejti ki hatasat. Szamtalan kiillonb6z6 klimamodellel
kisérleteztek eddig, amelyek figyelembe vesznek periodikus, késleltetett, s6t
sztochasztikus hatésokat is. Most csak egy parcialis differencidlegyenletes mo-
dellt emlitiink meg, a kovetkez reakcio-diffazio egyenletet ([Het96], [Het95]):

c(a;, /_OT B(s)u(t + s, x)ds) Oyu(t,x) — div(k grad u(t, -))(x)

— Q)1 = aleu. [ A(s)utt + s.2)ds)] = glu),

ahol u egy specialisan kiatlagolt hémérséklet, () a napsugarzas mértéke, ami
periodikusan valtozik, a az albed6, g pedig a Fold természetes hékisugar-
zésa, igy a jobboldal a netté6 hémennyiséget fejezi ki. A nagy kontinentalis
jégtakarok miatt lassan valtozé albed6 okozza a késleltetést, amely az in-
tegralos tagban jelenik meg. A modell a Fold hémérsékletének hosszu tavia
viselkedését probélja leirni.

3.3. Az elektromos hal

Az elektromos halak (pl. elektromos raja) egyszeri erds elektromos kisii-
lésre képesek, amellyel megbénitjak aldozatukat. Egy masik csoportjuk cse-
kély erejii elektromos jeleket bocsat ki, amelyeket csak felerdsitve érzékeliink.
Az Apteronotus leptorhynchus (brown ghost knifefish) a késhalak csaladjaba
tartozo gyenge elektromos hal. E halak nemcsak elektromos teret gerjeszte-
nek, de szenzorélis neuronokkal, elektroreceptorokkal is rendkelkeznek. Az
elektroreceptorok paranyi fesziiltségmérsként érzékelik a kibocsatott jelek
valtozasait. A receptorok jelei alapjan kiilonbséget tudnak tenni az eltéré
vezetSképességi targyak kozott, meghatarozzak azok méretét, helyzetét és
sebességét is. Emellett kommunikaciora is hasznaljak az elektromos teret, ér-
zékelik fajtarsaik elektromos jeleit és reagélnak ra, aminek fontos szerepe van
a szaporodasukban is. Viselkedésiik szamtalan tudoméanyos vizsgéalat targya
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volt, a fajtars mesterséges szimulalasa soran létrejovs jel szinuszos, a késlel-
tetés pedig a feldolgozéshoz sziikséges id6t jelenti. Hasznosnak mutatkozik
a

V(t) = T(sin(wt)) — V(t) + f(V(t — 7))

alakt egyenletek vizsgélata. Hasonl6 modellekben sikeriilt kapcsolatot kimu-
tatni bizonyos paraméterek valtoztatasaval az egyenlet dinamikai tulajdon-
sagai (bifurkaciok) és a hal viselkedésének megvaltozasa kozott, lasd Longtin
munkait, f6leg |[LLO2|-t és [LLO3|-t.

3.4. A munkaerdpiac valtozasa

[BARLIY]-ben a szerzdk egy real-iizleti ciklus elméletet targyalnak, ahol
a munkahelyteremtés és a munkahelymegsziinés egy késleltetett periodikus
differencidlegyenlet dinamikéjat koveti, amely az alabbi formara egyszertisit-
hetd:
B (t) = ki (6)h(t) + k2 (0)R(t — T).
A késleltetés a beruhézasi javak optimalis leselejtezési kora, az egyiitthatok

periddusa pedig a modell exogenalis ciklikus adottsaga. A munkahelyteremtés
aszimptotikusan periodikus ugyanezzel a periédussal.

3.5.  Neurélis halozatok

Az
&(t) = —ma(t) + atanh(Bz(t — 1)) (3.1)
egyenlet, ahol a > 0, 8 > 0 és m > 0 egy 6nallo, éngerjeszté neuron visel-

kedését modellezi (1asd [KWW99]-t, [WuO1]-t és ezek tovabbi hivatkozasait).
Az ennél altalanosabb

#(t) = —ma(t) + f(z(t — 1)) (3.2)

Krisztin-Walther egyenlet (az elnevezés [MPS03]-bol ered) dinamikéija ala-
posan fel van térképezve (|[Kri0lb], [KWW99| és [Wal95]) a monoton pozitiv
késleltetett visszacsatolas esetére; Krisztin, Walther és Wu feltartak a globa-
lis attraktor strukturajat. Ha a nemlinearitds nem monoton, akkor bonyo-
lult, akar kaotikus viselkedés is el6fordulhat, ahogy Lani-Wayda kimutatta
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(JLW99]), de a Mackey-Glass egyenlet is egy példa erre. Az 5. fejezetben vizs-
galni fogjuk mind a Krisztin-Walther, mind a Mackey-Glass egyenlet periodi-
kus valtozatait. Tovabbi példédkért és alkalmazasokért Jianhong Wu kényveit
ajanljuk ([Wu96], [Wu01]).

3.6. Nagy teljesitményii szerszamgépek stabilitasa

A forg6 alkatrészek miatt a nagy teljesitményti eszterga-, vagod-, z0zo-
és Orlégépek dinamikajat periodikus egyenletekkel lehet leirni, a késleltetés
a regeneracios hatasban jelentkezik. A klasszikus Mathieu-egyenlet 1868-bol
ered, késleltetett formaban az utobbi években Stépan és Insperger vizsgalta
([IS02], [IS03| és [Ins02]). A késleltetett Mathicu-egyenlet:

#(t) + (8 + ecos(t))x(t) = ba(t — 2m).

A Hill-féle végtelen determinans egy véges approximacidjaval szamolva meg-
hatarozhatoak a stabilitasi tartomanyok a paramétertérben.
Az
X(t)=AH)X () +BH)X(t—1)

tobbvaltozos linearis egyenletnek (itt X vektor, A és B periodikus métrix-
fiiggvények) fontos szerepe van a nagy sebességii gépek rezonanciajanak elke-
riilésében, a stabilitési vizsgalatok [BMB104]-ben és [BB02|-ben talalhatok, a
szerzSk Csebisev-polinomokat hasznalnak. A tobbvaltozos esetben sincs mod
karakterisztikus gyokok explicit kiszamitasara, ezért a monodrémia operator

Tovabbi stabilitasi vizsgalatokért lasd Stépan monografidjat ([Sté89]) és
egyéb munkait.

3.7. Haematopoiesis

A haematopoiesis a vérsejtek képz&désének folyamata, erre allitott fel
funkcional-differencidlegyenletes modelleket Mackey és Glass (|[MG77]), vala-
mint Lasota és Wazewska-Czyzewska ([WCL76|). Az autonoém egyenletekrol
szamos publikacio jelent meg, tijabban a periodikus valtozatokat is vizsgaljak
(|Sak03b], [Sak03a|, [CF04], illetve [SA05]). Az emlitett egyenletek periodikus
alakja:
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) = T (ot

illetve
N'(t) = —=0(t)N(t) + P(t)e eNt=me)

ahol B(t),~(t),(t), P(t) w-periodikus fiiggvények. Az eredmények pozitiv pe-
riodikus megoldasok 1étezésével és globélis attraktivitdsaval kapcsolatosak.



4. ALTALANOS ELMELETI HATTER

4.1. Leképezések Neimark-Sacker bifurkaciéja

Legyen f(z,7) : R? x R — R? egy paramétertdl fiiggs, sima sikbeli le-
képezés a 0 fixponttal a v = 0 paraméterérték mellett. Az f leképezés egy
diszkrét dinamikai rendszert definial, amit igy is felirhatunk:

z — A(y)z 4+ N(z,7),
ahol A a Jacobi-matrix, N pedig a nemlinearis rész. Tegyiik fel, hogy A-
nak a két sajatértéke p = € és i = e ¥, amint v = 0. Egy 1j komplex

valtozo és egy 10j paraméter bevezetésével a leképezésiink elegenden kicsi
paraméterértékekre a

2= Bz +9(2,2 b)
alakba transzformalhato, ahol 3 € R, u(8) = (14 3)e?®  §(0) = 0 és

9(2,%,8) = Z ﬁgkl(ﬁ)zkzl.

k+1>2

4.1.1. Tétel (Neimark, Sacker ([Kuz98])). Tegyik fel, hogy az F,(z) :
R? — R? leképezések eqy-paraméteres csalddjdinak a v = 0 paraméterértékre
az xg = 0 € R? fixpontja a oy = €, fig = e sajdatértékekkel. Ekkor xo-nak
van eqy olyan kornyezete, amelyben pontosan eqy zdrt invaridns gorbe bifurkdl
az xy egyensilyi helyzetbdl, amint a paraméterérték dthalad 0-n, feltéve, hogy

teljesiil a
Olp()]
Sl S RAR S}
8,.)/ |’Y—07£
transzverzalitasi (Hopf) feltétel, valamint a
po £ 1, pd#1

nem-rezondns feltétel.
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Az vilagos, hogy ha a paramétert valtoztatva a leképezés sajatértékei at-
haladnak a komplex egységkoron, akkor megvaltozik az egyenstlyi helyzet
stabilitasa. A tétel azt allitja, hogy ekkor az egyensulyi helyzet koril meg-
jelenik egy zart gorbe a sikon, amelyik invarians a leképezésre nézve. Az
invaridns gorbe véges simasagu és a 0-hoz kozelebb tipikusan egyre siméabb.
A Hopf-bifurkicidhoz hasonloan itt is két tipus lehetséges: szuperkritikus és
szubkritikus Neimark-Sacker bifurkacio, amit az egyensilyi helyzet kritikus
értéknél mutatott stabilitasi tulajdonsdga hataroz meg. A szuperkritikus ese-
tet puha, a szubkritikust kemény stabilitasvesztésnek is nevezik. Az el6bbi
esetben a kritikus értéken til jelenik meg egy stabil invaridns gorbe, az utob-
biban pedig a kritikus értéknél egy instabil invarians goérbe tiinik el. Amikor
a bifurkéci6 iranyarol beszéliink, az a két eset kozotti disztingvalast jelenti.
A bifurkacios tételhez eredetileg egy nemdegeneraltsigi feltétel is tartozott,
azonban sikeriilt a tételt dltalanositani lényegében minden nemlineéris sima

leképezésre (|[BGVF99)).

Im p(y) | Im
w(y)
Re Re
C - C
) fi(7)
Neimark-Sacker bifurkacio 1:4 erds rezonancia

1. Abra
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4.2.  Rezonanciak

A bifurkacios tételben a transzverzalitési feltétel sziikségessége konnyen
belathato. Az viszont korantsem egyértelmt, hogy a nem-rezonéns feltételre
miért van sziikség. Tegyiik fel, hogy pb = 1 valamely k € N esetén. Ha k > 5,
akkor gyenge, ha k < 4, akkor erds rezonancianak nevezziik ezt az esetet. A
rezonanciak modern elméletét Arnold dolgozta ki ([Arn88|, [AAIS99]). El6-
fordul, hogy egyéltalan nem jelenik meg az invarians gorbe, ehelyett rend-
kiviil bonyolult viselkedés is lehetséges (|Che90], [Gam85]). A rezonanciak
koziil a legbonyolultabb az 1:4 rezonancia, amikor a kritikus sajatértékek
negyedik egységgyokok. Az 1:4 rezonanciat Krauskopf tanulmanyozta szisz-
tematikusan ([Kra94]). Wan (|Wan78]) és Lemaire (|[LB78|) kimutatta, hogy
1:4 rezonancia esetén is bizonyos feltételek mellett megjelenik az invarians
gorbe. Az 1. abra szemlélteti az altaldnos Neimark-Sacker bifurkacio, illetve
1:4 rezonancia esetét. A Neimark-Sacker bifurkaciot a Hopf-bifurkacié diszk-
rét valtozatanak is nevezik, de az erds rezonancidk példaja mutatja, hogy itt
alapvetfen maés jelenségek is elGfordulnak.

Rezonanciék kiillonb6z6 kontextusban felbukkanhatnak:

e Vektormezs periodikus pélyajanak Hopf-bifurkacioja
Legyen &(t) = f(z(t)) egy autoném rendszer, y(t) egy periodikus palya.
Tekintsiik a Poincaré-leképezést és dP sajatértékeit.

e Vektormezd fixpontjanak periodikus perturbacioja

Legyen @(t) = f(x(t))+g(t) egy periodikusan perturbélt rendszer, ahol
Yo = 0 az autoném rendszer hiperbolikus egyensulyi helyzete. Tekintsiik
a periodus leképezést (stroboszkop-leképezés).

e Diszkrét dinamikai rendszerek

Eleve diszkrét formaban is fogalmazhatunk meg modelleket, erre példa
az (z,y) — (1 — ax® + y,bx) Hénon-leképezés és variansai, vagy az
Ty = ragp(l — xp_q) késleltetett logisztikus leképezés, ahol r > 2
esetén stabil invaridns gorbe bifurkal a nemtrivialis egyensulyi helyzet-
bdl. A részletekért és tovabbi példakért ajanljuk [HWS85]-t, [Kuz98|-t
és |Guc83]-t.

e Periodikus funkcionél-differencidlegyenletek periodus leképezése

Ezt a kés6bbi fejezetekben részletesen targyaljuk.
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4.3. A funkcional-differencialegyenletek altalanos elméletérol

Legyen r > 0 egy adott valos szam, C([—r,0],R™) a [—r, 0] intervallumon
folytonos valos fliggvények Banach-tere a szokasos,

9]l = max {[¢(t)]]

—r<t<0

szuprémum-normaval. Definidljuk egy x(0) fiiggvény szegmensét az z,(s) =
x(t+ s),s € [—r,0] relacioval, amennyiben ez értelmezhets. Ekkor az

egyenletet funkcional-differencidlegyenletnek, vagy késleltetett visszacsatolé-
sos differencidlegyenletnek nevezziik, ahol f: R x C([-r,0],R") D D — R"
leképezés. Dolgozatunkban az

#(t) =y (a(t)a(t) + (1, 2(t — 1)) (4.)

egyenletet vizsgaljuk, ahol v valés paraméter, a : R — Rés f : Rx R — R
folytonos fliggvények, amelyek teljesitik az

a(t+1) =af(t),

fE+1,8) = f(t,€)
és az
f(£,0)=0

feltételeket minden ¢, ¢ € R esetén, valamint f C-sima a & valtozo szerint.

Legyen C' := C([—1,0],R). Minden ¢ € C kezdeti fliggvény egyértelmiien
meghatéroz egy ¢ : [—1,00) — R folytonos fiiggvényt, ami differencialhato
a (0,00)-n, teljesiti az egyenletet minden ¢ > O-ra és 2(t) = ¢(¢) minden
t € [—=1,0] esetén. Az ilyen z? fiiggvényt nevezziik az egyenlet megoldasanak.
Emellett a megoldas kezdeti fiiggvénytdl valo folytonos fliggése is teljestil.
Egyenletiink egy szemi-dinamikai rendszert definial a C' végtelen-dimenzios
természetes fazistéren. A funkcional-differencialegyenletek elméletét és kiilon-
boz6 tulajdonsagait részletesen targyaljak a [HVLI3|, [DVGVLW95], [KM92],
[BC63] és [Cor73| monografiak.
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4.4. Periodikus rendszerek és Floquet elmélet

Az F : C' — C periodus-leképezést az alabbi relacidokkal definialjuk:
F(¢) = xf,xt(s) =uz(t+s),s €[-1,0].

Ekkor {F™(¢) : n € N} egy diszkrét dinamikai rendszert definidl. A meg-
oldasra 2% = F"(¢) teljesiil. Ebbdl latszik, hogy a megoldasok aszimptoti-
kus viselkedését F' és iteraltjai hatarozzak meg. A megoldas kezdeti értéktsl
valo folytonos fliggése miatt az F' operator is folytonos. Hasznalni fogjuk a
[—1, 0] intervallumon komplex értékd folytonos fiiggvények Banach terét is a
sup-normaval, ezt C¢ jeloli. A 0 egyensiilyi helyzet kozelében a megoldasok
viselkedését az U monodromia operator o(U) spektruma hatarozza meg. Ez
a perivdus-leképezés derivaltja O-ban. A monodromia operator folytonos és
lineéris, az U(y) = U(Re ¥) + iU (Im ) relaciokkal Cc — Cc komplex ope-
ratornak tekinthetd, ami az U(y) = y}b egyenlGséggel van megadva, ahol 3V
az

g(t) = v(a)y(t) + fe(t,0)y(t — 1)) (4.2)
linearis variacios egyenletek megoldasa ¢ € C¢ kezdeti értékkel. (4.2) a (4.1)
linearizaltja a 0 egyensulyi helyzetben. Az U operator kompakt, igy a nem-
nulla spektrumpontjai izolaltak, valamint véges multiplicitast sajatértékek.
A megfelels P, : Cc — C¢ sajatprojekciok képtere is véges dimenzios, ahol
€ o(U),n#0. Ezeket a sajatértékeket nevezziik Floquet-egytitthatoknak.
Ha i = e* Floquet-egyiitthato, akkor A-t Floquet-exponens-nek nevezziik.
Nagyon fontos a kévetkezs Floquet tipusu tétel (|[HVLI3, 8. fejezet]):

4.4.1. Tétel. = e akkor és csak akkor Floquet-egyiitthatdja (4.2)-nek, ha
létezik egy nem azonosan 0,

y(t) = p(t)e™
alaki megolddsa, ahol p(t+ 1) = p(t).

Helyettesitsiik be ezt a megoldast (4.2)-be és hasznaljuk fel, hogy p(t — 1) =
p(t)! Egy kozonséges differencialegyenletet kapunk p(t)-re:

p(t) = p(t) (va(t) +vfe(t,0)e™ = X).
Ennek a megoldasa

t -
p(t) = p(to)eftoha(s)ﬂfg(s,o)e A-ds
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Valasszunk egy to-t gy, hogy p(tg) # 0 teljesiiljon. Tekintve t = ¢y + 1-t,
p(t) periodicitasabol kovetkezik, hogy a Floquet-exponensek az alabbi

h(\) = ya +yBe™ — A (4.3)

karakterisztikus fiiggvény gyokei, ahol

a= /ttOHa(t)dt - /0 a(t)dt,

-1
to+1 0
B = /to fe(t,0)dt = /_1f§(t,0)dt.

Az egyszeres sajatértékekhez tartozo sajatfiiggvények
Nult)  [21,0] 3 1 e B +1Ie(50ds ¢ @

alaktak. A karakterisztikus fiiggvény barmely A gyokére a hozzatartozo x,,(t)
definialja (4.2) egy Floquet-tipusi megoldasat, ezért a Floquet-egytitthatok
pontosan megegyeznek a karakterisztikus egyenlet gyokeivel.

4.5. Spektralis dekompozicié

A funkcionéal-differencidlegyenletek spektréalelméletét a korabban felsorolt
monografidk mellett részletesen targyalja [VLO1] és [FVLO03] is.
Legyen

Az) =z — o+,

A A(z) = 0 egyenlet ekvivalens a karakterisztikus egyenlettel. Egy u = e
komplex szam pontosan akkor gyoke A(z)-nek, ha A egy Floquet-exponens.
A (4.1) egyenletre alkalmazva 3.1 Tételt (|[HVLI3, p. 247]) kovetkezik, hogy
a Floquet-egyiitthatok egybeesnek A(z) gyokeivel, valamint egy u sajatérték
algebrai multiplicitdsa megegyezik u rendjével, mint A(z) zérohelye. Amikor
ez a szam éppen 1, akkor u-t egyszerii sajatértéknek nevezziik. A nevezetes
Riesz-Schauder Tételt csak egyszertd sajatértékek esetére mondjuk ki.

A

4.5.1. Tétel. Legyen U : Cc — Cc egy kompakt operdtor. Ha z = p eqyszeri
sajatértéke U-nak, akkor létezik két zdrt altér, E,, és @), ugy, hogy

(1) E, egy-dimenzids;

(2) E,® Qu = Cc;
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(3) U(Ey) C Ey ésU(Qu) C Qu;

(4) c(U|E) = {n}, oU]Qy) = a(U)\{n};

(5) Az E,-re Q,, mentén torténd P, spektrdl projekcio egy Riesz-Dunford
integrallal reprezentdlhato;

1 _ _
Py=5— Fu(zl ~U) Ydz = f}gi (21 —U),
ahol ', egy olyan kis zdrt gorbe p koril, hogy j az egyetlen szingularitdsa
(21 —=U)~*-nek a T, belsejében.

Ezt a tételt fogjuk felhasznélni a spektralis projekcié operator kiszamitasa-
hoz, amire nagy sziikségiink van a projekciés modszer alkalmazasakor.

4.6. Centralis sokasagok

A dinamikai rendszerek elméletében fontos mérfoldks volt a centralis so-
kaségok felfedezése (|Pli64],|Kel67]). A stabil, instabil alterekhez hasonloan
a centralis irdnyhoz is tartozik lokélis invarians sokasig. Fontos kiilonbség,
hogy a centralis sokaségra unicitas nem teljesiil. A redukcios elv ([Sho75])
kimondja, hogy egy nemhiperbolikus fixpont kérnyezetében a dinamika to-
pologikusan ekvivalens a centralis sokasagra megszoritott dinamika standard
nyereg altali szuszpenzidjaval. Ez azt jelenti, hogy minden lényeges dolog
a centralis sokasagon torténik. A redukcios elv és a centralis sokasag tétel
lehet6vé teszi, hogy projekciés modszereket alkalmazva magasabb dimen-
C[—1,0]-ban definidltunk dinamikai rendszert. Centralis sokaséag tételt azota
kiilonbo6zé folytonos és diszkrét dinamikai rendszerekre bizonyitottak, lasd
[Car81], [Van89]. Funkcional-differencialegyenletekre [DvG91|-ben, Banach-
térbeli leképezésekre [KWW99|-ben taldlunk bizonyitast centralis sokasag 1é-
tezésére. A bifurkicidanalizishez elegendd simaségi centralis sokasagra van
sziikség. C*-sima centralis sokasag létezését végtelen dimenzios Banach-terek
leképezéseire csak 2002-ben publikéltak elGszor, Faria, Huang és Wu cikkében
([JFHWO02]). Ezt a tételt most a mi esetiinkre adaptalt speciélis valtozataban
mondjuk ki.
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4.6.1. Tétel (C*-sima centralis sokasag tétel ([FHWO02])). Legyen F :
C +— C egy C*-sima kompakt operdtor a 0 fizponttal és legyen U = DF(0).
Teqyiik fel, hogy C-re teljesiil a

C=E.®FE,®E;

dekompozicio, ahol Ey eqy zdrt altér, E. és E, pedig véges dimenzios alterek.
Legyen E,, = E, ® E,. Tegyiik fel tovdbbd, hogy

os=0(U|Es: Es — E;) C{z € C:|z| <1},

o.=0(U|E.: E.— E.) C{z€C:|z| =1},
o,=0(U|E,: E, — E,) C{z€C:|z| >1}.

Ekkor léteznek a 0-nak olyan N., Ng,, N nyilt kornyezetei rendre E.-ben, Fq,-
ban és E-ben, valamint létezik eqy olyan M : N, — E, C*-sima leképezés,
amelyre M (0) =0, DM(0) =0 és M(N,.) C Ng,, hogy a W = {x+M(z),z €
N.} figgvénygrafikonra F(W N N) C W teljesil. Mindemellett ha létezik egy
(), sorozat gy, hogy .1 = F(x,) és x, € N, + Ny, minden n € Z
esetén, akkor xoy € W.



5. NEIMARK-SACKER BIFURKACIO

5.1. A karakterisztikus egyenlet és a Floquet-egytitthatok

Egy autoném egyenlet periodikus palyéja koriili linearizalas hasonlé alakt
karakterisztikus egyenlethez vezet, mint a periodikus egyenlet linearizalésa.
Ebbdl kifolyolag a (4.3) tipust karakterisztikus fiiggvényekrsl mar sok min-
dent tudunk, egy alapos attekintés taldlhato példaul [DVGVLWO95, XI.fejezet|-
ben. Felelevenitiink néhany alapvetd tulajdonségot.

Definialjuk az I intervallumokat minden k = 0, 1, 2...-re a kovetkezd mo-
don:

I = ((2k — Dm, (2k + 1)m).

Minden I, intervallumot két részre oszt a 2k7 pont, jeldlje ezeket I, és I,
Iy = (2k — Vm,2kx), I} = (2km, (2k + 1)7).

Legyenek a C’,;t, v-vel paraméterezett gorbék az (u,v)-sikon az alabbiak:

6 = o) = (X2 - Ve i)

sin(v) * sin(v)

A Cif gorbék elhelyezkedését lerajzoltuk a 2. Abrara. A gérbék a v > |u]
és a v < —|u| szekciokon beliil helyezkednek el, nem metszik egymaést, abban
a sorrendben vannak rendezve, ahogy a 2. Abran, tovabba aszimptotikusak
a v = tu egyenesekhez. Ezek a gorbék az L = {(u,v)|v = —u} egyenessel
egyiitt tartoményokra osztjak a sikot. Az u = ya-t és v = v5-t tekintve a
karakterisztikus fiiggvény egységkoron kiviili gyokeinek szama nem valtozik
egy ilyen tartoményon beliil. Ezeket a szdmokat szintén feltiintettiikk a 2.
Abran. Egy karakterisztikus gyok konjugaltja szintén karakterisztikus gyok.
A h(\) fiiggvény X szerinti derivaltja h'(\) = —ve ™ — 1, ebbdl kivetkezik,
hogy X csakis akkor kétszeres gyoke h(\)-nak, ha v = —e* ! és A = u — 1,
ami tisztan valés. A 2. Abran lathaté D gérbét v = —e*~! definidlja és D
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metszi a C; gorbéket. A h(\)-nak csak a D gorbe mentén vannak kétszeres
gyokei.

v =2u
v T 5
Cy
cr
3
0 1
D T
ci 2
Cy 4
cy L
6
2. Abra

Kétszeres 0 gyok az (1, —1) pontban van, a t6bbi metszéspontban u > 1
és a kétszeres gyok pozitiv. A mi vizsgalataink viszont csak a v > |u| vagy a
v < —|u| esetekre terjednek ki, amikoris 3> > o2, hiszen a Neimark-Sacker
bifurkaci6 ezen a tartomanyon beliil zajlik, itt pedig az egységkoron talalhato
Floquet-egyiitthatok mindig egyszeres gyokok. Az u = 0 és a v = 2u egyene-
sek képviselik a rezonancia esetét, a 5.2.4. Lemma szerint. Egy lerogzitett o
és (3 esetén egyszertien kiszamolhatjuk a kritikus paraméterértékeket a

(v, 73) = (l/cos(u)’ v )

sin(v) * sin(v)
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egyenletbdl:
+arccos(—3) + 2nm

~ +Bsin (arccos(—%))

Vn = , neN.

5.1.1. Lemma. A két kritikus Floquet-egyiitthato p; = et = iV pro?
& —iy/1—9% és iy =eb = e VIt = 0y J1— o

Bizonyitds: Mivel |p;| = 1, van olyan 6 € R, hogy \; = if. Ebben az esetben
a (4.3) karakterisztikus egyenlet valos és képzetes része szétvalaszthato igy:

{O :7j@+7jﬂcos(9> (51>

§ = —v,0sin(6),
ebbdl

{% = cos?(0) (5.2)

2 .
% = sin’(0)
kovetkezik. Az utolsd két egyenletet Gsszegezve kapjuk, hogy
a? N 0>
B2 B

és
2 2/ 32 2
0 :’Vj(ﬁ —a’).

cos(f) = —
sin(f) = —

e} = e’ =cos(f) +isin(f) = —— —iy[1— —.

(5.1) alapjan adodik, hogy

|<bm|g
—~
o
w
SN—

.57

2

és végiil
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5.2.  Neimark-Sacker bifurkaci6

A sima centralis sokasag tétele és a Neimark-Sacker bifurkécios tétel egy-
szerti kombinalasaval (a részleteket lasd a [Car81|, [Kuz98| és [Wig90| mii-
vekben) adodik a kovetkezd allitas:

5.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (4.1) egyenlethez tartozo F, : C — C
periodus-leképezések egyparaméteres csalddjanak a v = vy; kritikus paraméter-
értéknél a ¢ = 0 olyan fizpontja, amelynek pontosan két Floquet-egyiitthatdja
(€? és e ) van a komplex eqységkdrin. Ekkor létezik eqy olyan kérnyezete
a 0-nak, amelyben pontosan egy invaridns gorbe bifurkdl a 0 fixpontbol, amint
a v paraméterérték dthalad a kritikus «y; értéken, feltéve, hogy a

()|
o |, 7# 0

transzverzalitdst, illetve a
pi AL g #1
nem-rezonancia feltételek teljesiilnek.
Most kimondjuk a fejezet {6 eredményét. Az 5.2.2. tételben szerepld kifejezé-

sek (R, V, W) definici6ja és a részletes szamitasok a fejezet késGbbi részében
talalhatoak.

5.2.2. Tétel. Az invaridns gorbe megjelenésének irdnydt az aldabbi kifejezés
eldjele hatdrozza meg:

5(%’) = %Re (%Ru (W(Xua X )Zu) + 2V(Xm (1 - U)_lv(Xm f(u))

+ V(Xw (HQ - U)_1V<Xuv Xu)))) )

ahol minden tényezd explicit modon kiszdmolhato a (4.1) egyenletbdl.
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Erdemes megemliteni, hogy a 6(7;) < 0 és a 6(vy;) > 0 eseteket szuperkri-
tikus, illetve szubkritikus bifurkdcionak nevezziik. A szuperkritikus esetben
egy stabil (csak egy megszoritott értelemben, az invarians sokasdgon beliil
stabil) invarians gorbe jelenik meg, ha v > ~;, mig a szubkritikus esetben
egy instabil invaridns gorbe tiinik el, amint a v paraméter névekedve atha-
lad v;-n. Amennyiben §(v;) = 0, tovabbi vizsgalatokra van sziikség. Ezzel a
kérdéssel kapcsolatban lasd [BGVF99|-t. Jelen dolgozatban feltessziik, hogy
a 0(y;) # 0 nem-degeneraltsagi feltétel teljesiil. Az F, leképezések simasaga
az a(t) és f(t,€) figgvények megfelels simasagabol kovetkezik.

5.2.3. Lemma. A transzverzalitdsi feltétel mindig teljesil (4.1)-re.

Bizonyitds: Legyen 1 egy 1 abszolut értékd Floquet-egyiitthato a ~; kritikus
paraméterértékre. Az implicit fiiggvénytétel alapjan létezik egy p(vy) = e*)
sima fiiggvény ~, egy kornyezetében gy, hogy p(v;) = p;, ahol A(v;) kielégiti
a karakterisztikus egyenletet. Bevezetve a A(y) = k() + il(7y) jelolést, a
transzverzalitasi feltétel ekvivalens a

K () #0

feltétellel. Vilagos, hogy k(v;) = 0, (7;) # 0 és y; # 0. Kiilon-kiilon felirva a
karakterisztikus egyenlet valos és képzetes részét azt kapjuk, hogy

{kz(’Y) =y + B cos(I(7)) (5.4)

l(v) = —yBe*D sin(I(v)).
(5.4) derivaltja ~ szerint nem mas, mint
K(y) =a+ Be cos(i(v)) = 1Be™ VK () cos((7))
2.5
I'(y) = — Be "V sin(l (5:5)
_ 75(;/’6(7) COS

A kritikus paraméterértékeknél (5.4) a kovetkezképpen alakul:

{o = a+ fFeos(l(v;)) (5.6)

[(v;) = —y;Bsin(l(v;))-
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Behelyettesitve (5.6)-ot (5.5)-be,

{k’(%) = Yk’ (7;) + L)l ()

Vo) = 2 = K ()k5) + sl (1)

adodik. Tegyiik fel most, hogy k'(y;) = 0, ekkor I'(7;) = 0 és végezetiil
l[(yj) = 0, ellentmondasra jutottunk, igy a transzverzalitasi feltétel teljestil.

Megjegyezziik, hogy ez a tény intuitiv médon a 2. Abra alapjan is latszik.
OJ

5.2.4. Lemma. ,u;’f = 1 pontosan akkor, ha o = 0, valamint ,u? = 1 pontosan
akkor, ha 3 = 2a.

Bizonyitds: Ha behelyettesitjik az egységgyokok megfelels értékeit a karak-
terisztikus egyenlet valos és képzetes részébe, elemi szamolasokbol adodik az
allitas, hasonléan, mint az 5.2.3. lemmaéaban. 0

5.3.  Rezolvens és spektral projekcio

Az egyszertiség kedvéért legyen b(t) = vfe(£,0) és c(t) = va(t). Ezzel a
jeloléssel a linearizalt egyenlet igy frando:

y(t) = c(t)y(t) + b(t)y(t — 1),
a= %f t)dt , =1 f b(t)dt , a sajatfiiggvények pedig:

b(s)
W% .

Xult)  [1,0] 3 s il

A kozonséges differenciadlegyenletekre jol ismert konstans-variacios formula
hasznélataval a periodus-leképezés kifejezhetd, mint

t

F(§)(t) = el (5(0) + / e~ Jmemdiy £ (s, ¢(s))ds), t e [-1,0], (5.7)

-1

ami alapjan a monodrémia-operatorra az

t

U(¢)(t) = el 1% (9(0) + / e~ T ety ()i (s5)ds), te[-1,00 (5.8)

-1

kifejezés adodik.
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5.3.1. Lemma. A monodrémia-operdtor rezolvense az aldbbi formuldval fe-
jezhetd ki:

(21 = U (@)(t) = el s+ 2
1 b(u) 0 1 . »
: <( 1/}< )+ f [C u)+ E } / _26fl[C(U)+(z)]dub(S)77Z)(S>dS)

z 12
5.9
X (Z _ efgl[c(u)—‘,—@]du)_l + le_lil[c(u)'i_@]duw(t) ( )
z
t 1 g bwg
+/ —e —[Ralet+ = duy (5Yop (5)ds .
12
Bizonyitds: Legyen ¢ = (21 — U) ™14, vagy ezzel ekvivalens médon
U(t) = zo(t) — U(¢)(t), te[-1,0]. (5.10)

A rezolvens kiszamitasahoz meg kell oldanunk ezt az egyenletet. Legyen

() = e~ I eidug gy, (5.11)
ekkor az (5.8) reprezentacio ¢s a (5.11) jelolés alapjan, (5.10)-t megszorozva
az e~ |- clwdu kifejezéssel azt kapjuk, hogy

0(t) = 20() — 6(0) ~ [ b(s)(s)ds (5.12)

-1
El6szor tegyiik fel, hogy a 1 fliggvény differencidlhatd. Most differencial-
juk (5.12)-t!
b(t) - 1
250 + 90 (513)

z

o (1) =
A t = —1 érték (5.12)-ben azt adja, hogy

~

B(—1) = 2(—1) — el 1@ (0). (5.14)

Az (5.13) és az (5.14) egyenlGség egyiittesen egy peremérték-probléméat de-
finial. Ennek megoldasa (5.13) alapjan a konstansvariaciés formula alkalma-
zaséaval

b= e (den+ [ Lot gas). e

1<
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Most t = 0-ra kapjuk, hogy

~ -0 u N 0 ]_ s U A
60 = e ()4 [ e ),
1

ezt behelyettesitve a peremfeltételekbe (5.14)-bél

0 u ~ 0 s u ~
h(-1) :z&(—l)—ef1[c<u>+*’<ﬂd“(¢<—1)+ / L1, bi)duw’(s)ds)
1<

levezethets, ami alapjan

0
$(—1) :(@(—1) + e-fol[c(“)+b(:)]d“/ %e_- 5 b?)d“iﬁl(s)ds>
-1

(5.16)
% (z o ef_ol[c(u)+@]du)*1

mindannyiszor, amikor

b(

Zu)}du) 7§ O,

vagyis z ¢ o(U). Ha most visszahelyettesitjik (5.16)-t (5.15)-be és visszaté-
riink a ¢(t) fiiggvényhez, azt kapjuk, hogy

(Z _ 6.1;01 [C(U)"‘

b(w) 0 1 s b(w) g,

o) = el (1) st [ Lm0t

1<

x (2 — e‘];ol[c(u)—&-b(zfu)]du)fl

P s by, o
+/ —e /1 b(z)d“w'(s)ds).
17

Parcialis integralas utan visszatérve 1 (t)-re éppen a (5.9) kifejezést kapjuk.
Ez a formula tehat érvényes minden differencidlhatéd ¢ esetén. Mivel a dif-
ferencialhato fiiggvények a Cg térben strt halmazt alkotnak, a formuldnk
folytonossaga alapjan kovetkezik, hogy a (5.9) Osszefliggés minden ¢ € C¢

fliggvényre érvényes, igy levezettiink egy explicit kifejezést a rezolvensre.
O
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5.3.2. Tétel. A spektrdl projekcio operdtorra pu egyszerd sajdatérték esetén a

Pu(l@ = XuRu(¢)

reprezentdcio teljesiil, ahol

m) = () (s [ 2).

és | egyszerd sajatérték.

Bizonyitds: A Riesz-Schauder tétel (4.5.1 Tétel) alkalmazasa utan egy stan-
dard levezetés igazolja a tételt.

RA0)O) = 5 [ (T = U)de0)0) = Res (1 = U) 0)(1)

- omi

—tim (2 — (a1 = U) )(0) = /(-

z—p

0

1 Wi, 1 ()
+ ;WO) . 6101[C(u)+b“]du;1/}(—1) + efil[c(u)-‘rbT]du

01 E b1y

x lim ((z — ) (2 — e/ e +2duy =1y

Zz—p

= ) (1 (G = A )) ($-1) 4 000

_ [7“*%]1 1 [’ya+%}i ’ b(SW(S)d )
e “w( )+e ”2/1 u(s) s

w0
w2
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5.4. A bifurkicio irdnya
Tekintsiik a
C — Tc D Tsu

dekompoziciot, ahol T = Re E,®Im FE,, a u-hoz tartozo kritikus 2-dimenziés
valos centralis sajattér, amit {Re x, és Im x,} feszit ki, 7°" = Re Q, @
Im @, a 2-kodimenzi6s valos stabil-instabil altér, ami a o(U) spektrum tébbi
részéhez tartozik. A projekciés modszer lényege, hogy bevezetiink 0j, x €
T¢ y € T valtozokat és ezeket mint koordinatakat hasznaljuk a megfelels
altereken, amelyek invaridansak DF'(0)-ra. Tegyiik fel, hogy az F' leképezésiink

{i" = A(z) + g(z,y)
§=B(y) + h(z,y)

formaban adott, ahol (Z,7) = F(z,y); v,z € T% y,y € T*%; A és B pedig
lineéris leképezések a megfelel§ altereken, valamint

9(0,0) =0, Dg(0,0) =0,
h(0,0) =0, Dh(0,0) = 0.

Egy y = M(x) sokasagra felirhato, hogy

{f = A(x) + g(z, M(x))
g = B(M(z))+ h(z, M(z)).

Ha M (x) specidlisan a centralis sokasagot jeloli, akkor az invariancia miatt
y = M(z), és igy

M(A(x) + g(x, M(x))) = B(M(x)) + h(x, M(x)). (5.17)

Ezen formula alapjan az M (x) Taylor-soranak egytitthatoi lépésrol-lépésre
kiszamithatoak. A részletek és tovabbi példak sokasaga talalhato a [Kuz9§|
és a [Wig90] konyvekben. A mi szamitasaink tobbé-kevésbé [Kuz98|-at kove-
tik, viszont a T*" altér esetiinkben nem véges dimenzios és a skalaris szorzat
helyett a spektral projekcio 5.3.2-ben megadott reprezentacidjaval kalkulé-
lunk.

Ehhez sziikségiink lesz az F' operator derivaltjaira egészen a harmadren-
didig, amelyek az (5.7) reprezentaciobol adodnak, agymint
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DF()(6)(t) = /15 (4(0) + / e o e f (s () b(s)ds)

-1

t

D2F(n)(¢1, d)(t) = el-1wdu / e~ oty foe(s,1(5)) 1 (5)pa(s)ds,

1
és

DP*E(n)(¢1, da2, ¢3)(t) = el et
[ e o) ()

-1

Az n = 0 pontban kiértékeliink: F(0) = 0és DF(0) = U. Legyen V = D?*F(0)
és W = D?F(0). V és W multilinearis operatorok. F Taylor-sorét irjuk fel

F(8) = U(6) + 5V(9.6) + 5W(6,6,6) + O(1I6]]")

alakban. Legyen Z(¢) = F(¢) — U(¢) az F nemlineéris része. Most bontsuk
fel ¢ € C-t!
¢:ZXM+2>7(M+¢7

ahol z = R,(¢) € C, zx, + Zx, € T° és ¢ € T*. A komplex valtozo
szolgal koordinataként a T°¢ 2-dimenziés valds centralis sajattéren és a
fiiggvény szolgal valtozoként T*"-n. A T és T*" alterek invariansak U-ra
nézve. Minden valos ¢-re, ¢ € T°" akkor és csak akkor, ha P,(¢) = 0. U(x,) =
px, kovetkezménye U(x,) = fix, €8 R_u = R;. A fenti megjegyzések alapjan
a leképezésiink

%: pnz + Ru(Z(9))
b =UW) + 2(0) = Ru(@)xu — Bu(0)Xn

alakba irhato, tovabba

% =pz+ R (Z(zxu + ZXu + 1))
(0 :U(TM + Z(ZXM + ZXu + w) - RM<Z<ZXM + ZXu + w)Xu (5'18>
- Rﬁ(Z<qu +ZXp + ¢)Xu'
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Z(2xu + ZXu + ) Taylor-sora a 0 koriil 2,2 és 1 szerint, V-vel és W-vel
kifejezve

o 1 R R
Z(2x + 2%+ 9) =5V (X Xu)2" + V(X Xu)2Z + 5V (s Xu)Z

1
+ V(Xua V)z + V(Xu» V)Z + §V(¢a V)
1 1 - -
+ EW(XM’ X Xu)zs + EW(X“, X XM)Z2Z + ...

Hasznélva R, linearitasat is, (5.18) atalakithato a

1 1
7 =pz+ SR (V0 X0))2 + BV (X X)) 22 + SRV (Xiws X)) 2
1
) + B (VX0 )2 + Bu(V (X0 )2 + SRV (¢, 9))
1 1
+ ERM(WO(/M Xws X,u))z3 + §RM(W(X#, X >_<M>>222 4 ...

1 1
w :U(¢) + 5(2022 + CHZZ + 5(0222 + ...

\

formaba, ahol

G0 = V(X;u Xu) - RM(V(XIM Xu))Xu - Rﬂ(V(X;m Xu))f(;m
Cir =V (Xus Xu) = BV (X5 X)) Xe — Ba(V (Xpr X)) X
Co2 = V()_Cm Xu) - RM(VO_CM Xu))Xu - Rﬂ(v(f(m 9_(#))9_(#'

A centrélis sokasag érinti a T alteret a O-ban és igy az alabbi formaban is
felirhato:

1 1
v=M(z2) = §V2022 + 12z + §V0252 +0(|2),
ahol P,(v;;) = 0. Figyelembe véve az (5.17) formulét, a v;; egylitthatok a

(sz - U)V20 =(20,
([ - U)Vll =(Ci1,
(™I — U)voa =Coz

képletekkel szamolhatoak.
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Megjegyezzik, hogy p és i az egyetlen sajatérték-par az egységkoron
és nem harmadik egységgyokok, ezért az (I — U), (u*I — U), (u=2I — U)
operatorok invertalhatoak és (5.9) altal adottak. A

Z=pz+ R,(Z(zxu+ 2X, + M(z, 2)))

megszoritott leképezés a

~ 1 1 1
Z = WUz + 5[)2022 + p112Z + 5[)0222 -+ 5,021222 + ... (519)

alakba irhato, ahol csak azt a kobos tagot tiintettiik fel, amelyikre sziikségiink
van a Neimark-Sacker bifurkacios analizishez (lasd [Kuz98|), emellett

pa1 =Ru(W (X Xp> X)) + 2B, (V (X, v11)) + Ru(V (X, v20)) =
RH(W(X/M Xps )Zu)) + RM(V(XIM (1 - U)_lcll)) (5 20)

+ Ry (V (s (1° = U) " Ca0)) = '

Ry (W (Xus X X)) + Ru(V (s (1 = U) 7V (X X))

- RM(V(X;H Xu))Xu - Rﬂ(V(XW Xu))XM

+ R (V(Xps (1* = U>_1V(Xw X)) — BV (Xus Xp)) X

- RE(V(X#7XM))>_<M))‘

Figyelembe véve a

) 1 o
Rz = ’2‘27 n= ;7 Rﬂ(v<¢7 ¢)) = RM(V(¢7¢}>)7
1 1
1-U) 'Y= —Xu @=0U)'x,= ,
( )" Xu e (W =U)" Xu =Ty
_ 1 - [
1— 1 — _ = ¢ 2 g =
(1-=U)" Xu 1_59@7 (* =U)" Xu R

azonossagokat, azt kapjuk, hogy



5. Neimark-Sacker bifurkacio 34

p21 =Ru(W (Xpis Xpus X)) + 2R (V (X (1 = U) 'V (X5 X))
+ Ru(V(Xpu, (1 = U) "V (X X))
11-2
M(TMM)R;L(V(XW Xu))Ru(V(Xm )Zu)) <5'21>
2

_ 1 _
- 1_—l|RM(V(Xw X))l — ﬁlRu(V(xu,xu))l2~
i

[Kuz98| alapjan az (5.19) alakt megszoritott leképezések

z = pz(14d(v)]z*) + O(Jz[")

alakba transzformalhatoak, a 6(v;) = Re d(v;) valos szam elGjele hatarozza
meg a bifurkaci6 iranyat, amely a

1 1
uP21 (1—2p)z 1 1
6(7;) = Re <u2 ) —Re (—2(1 — Ml)z p20p11) - §‘P11!2 - Z|P02’2

formulaval szamolhat6. Ha ezt a formulat hasznaljuk az (5.20)-ban és (5.21)-
ben megadott egyiitthatokkal, akkor a

5(%’) = %Re <%Ru <W(Xua Xps 7(#) + QV(XW (1 - U)_IV(X;“)_C#))

(5.22)
+ V()Zu, (Mz - U>_IV(XM7 Xu))))

invarians kifejezéshez jutunk, ezzel az 5.2.2. Tétel bizonyitasat befejeztiik.
(5.22)-ben minden tényezd explicit modon kifejezhets a(t), f(t,&) parcialis
derivéltjai és 1 = e* segitségével, példaul

t

V (X ) () = el e / e~ Tty £ (5,0)xu(s)2ds =

-1

t
efetut / 7 fee (s, 0) (1o g
-1
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5.5. Az invarians torusz

A (4.1) egyenlet megoldasai mentén torténd eltolashoz egy evolicios rend-
szer tarsithato a
T(t,s)p =z{°

relacio altal, ahol t > s, T'(t,s) : C' — C és x%¥° a (4.1) azon megoldasa,
amelyre z¥° = ¢ teljesiil. Legyen F™ = T(7 + 1,7), ekkor F° = F. (4.1)
periodicitasa miatt F'7 = F™*! ¢s a dinamikai rendszeriink tgy is felfoghato,
mint egy autoném rendszer a C' x S! térben, melynek megoldas-operatorai

Gt):CxS'3(p,8)— (27 t+s mod 1) € C x S*.

A karakterisztikus egyenlet, valamint az U™ = DF7(0) monodrémia-operato-
rokhoz tartoz6 Floquet-egyiitthatok nem fliggenek 7-t6l, ezért minden F7
esetén ugyanannal a kritikus paraméterértéknél jelennek meg a bifurkalo in-
varians gorbék. Jeloljiik ezeket a gorbéket I'-val. Mivel T'(t, s)(I'*) egy inva-
rians gorbe F'-re nézve, az unicitési tulajdonsag alapjan T'(t, s)(I'®) = I'* és

T= |J I.7)

T€[0,1)

halmaz egy invarians toruszt definidl a C' x S' térben, mégpedig a G(t)
megoldas-operatorok altal meghatarozott dinamikara nézve.

5.5.1. Tétel. Ha a Neimark-Sacker bifurkdcios tétel feltételei teljesiilnek,
akkor a G, (t) : C x St — C x S' megoldds-operdtorok dltal generdlt di-
namikai rendszerek egyparaméteres, a (4.1) egyenlethez tartozo csalddjiban
pontosan egy invaridns torusz bifurkdl a (0,t) periodikus megolddsbol, amint
a vy paraméter dthalad a kritikus -y; értéken. Az invaridns torusz megjelené-
sének irdnydt a 6(v;) egyitthatd eldjele hatdrozza meg, amely explicit mdodon
kiszamolhato.



5. Neimark-Sacker bifurkacio

36

FO

3. Abra

A 3. Abran a C x S* térben megjelend invarians toruszt illusztraljuk.



6. ALKALMAZASOK

6.1. Jelolések

Ebben a fejezetben egyenletiinket az

ei(t) = a(t)x(t) + f(t,z(t — 1)) (6.1)
formaban is tekintjiik, legyen v := %, az egyszeriiség kedvéért néha ezzel

fogunk szamolni. A linearis variacios egyenletiink
ey(t) = a(t)y(t) + fe(t,0)y(t — 1), (6.2)

ahol 4§ = ¢ € C¢. A fejezetben végig hasznalni fogjuk a G(t) = S, (s
és G = G(0) jelolést, ha g valamilyen fliggvény. Legyen b(t) = f¢(¢,0). A
sajatfliggvényeink most

Xult) : [<1,0] 3 t s el el 40fe(c0e™ds _ pAW+0BO ¢ ¢

alakba irhatoak, karakterisztikus egyenletiink pedig
h(\) = vA4vBe™ — \. (6.3)

Ha v # 0, a karakterisztikus fiiggvénynek pontosan akkor van gyoke az egy-
ségkoron, ha |A|/|B| <1 és

+ arccos(—4) + 2nrw + arccos(—4) + 2nrw
Vin = = 5) =— ) ,neN. (64)

~ +Bsin (arccos(—4)) +RB.J1 - A
B2

Az egységkoron beliili Floquet egyiitthatok szama nem valtozik, amint
v a (Up,Unr1) vagy a (v_,_2,v_,_1) intervallumon belill valtozik, mégpedig
rendre 2n + 2 és 2n + 1. Més szavakkal, bifurkacioé csak a vy, kritikus érté-
keknél torténik. Erdemes megfigyelni, hogy v, eljele nem sziikségszertien
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egyezik meg indexének elgjelével. Ha B < 0 és —|A| < B < |A|, akkor a
0 megoldas stabilitasi tartomanyaban vagyunk. A transzverzalitasi feltétel
mindig teljesiil, a u* # 1 és p® # 1 nem-rezonancia feltétel szintén, ha A # 0

6s B # 2A. Ha |u| = 1, akkor u = e* = VB =A% — —% —i\/l—g—i és

= e = e VBTAT —% +1i4/1 — g—z. Uj jeléléseinkkel néhany mar ismert
formula alakja:

F(p)(t) = e +/ e Ay f(s, b(s ¢(s))ds), t € [-1,0], (6.5)

U(p)(t) = e (¢ +/ A ub(s)g(s)ds), t € [~1,0], (6.6)

V(s da)(t) = €40 / (s, 001 (en(s)s, (67

W (1, o, 93)(t) = A / e "0 feee(5,0)p1(s)da(s)p3(s)ds,  (6.8)
-1

(2] = U) " (@)(t) = A0+ ((Ew(o) 4 el

< / 0 %e‘mW?1b<s>w<s>d8> (z et =h) ™ (6.9)
N %e [A(t)JrBit)} ( ) /t ée[A(S)JFB»(ZS)]b(S)w(S)dS)’
R0 = <M+1UB) ( HO)+ /_1 b(;csiz(bs()s)ds). (6.10)

Innentdl kezdve p mindig kritikus Floquet-egytitthatot jelent, ami valamely
v = v, kritikus értékhez tartozik, azaz |u| = 1. Kényelmi szempontok miatt
néha elhagyjuk az alsé indexet is, ez nem okoz félreértést.
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6.2. Krisztin-Walther egyenlet periodikus egyiitthatoval

Tekintsiik a

2(t) = vr(t)(— mz(t) + g(2(t — 1)) (6.11)
egyenletet, ahol v valés paraméter, m > 0,7 : R — R és g : R — R C*-sima
fiiggvények, r teljesiti az r(t + 1) = r(t) relaciot minden ¢ € R esetén, g(0) =
0. Amikor r(t) a konstans fiiggvény, akkor (6.11) autoném egyenletté valik,
ami nem mas, mint a Krisztin-Walther egyenlet. Ezt az egyenletet Krisztin,
Walther és Wu behatéan tanulményozta mind a pozitiv (£g(§) > 0 ha £ # 0),
mind a negativ (£g(§) < 0 ha £ # 0) visszacsatolas esetében. A széleskori
eredmények megtalalhatoak a [KriO1b|, [Kri00], [KWO01], [Wal95] cikkekben,
valamint a [KWW99| monografidban. Bizonyos eredményekhez a visszacsa-
tolas monotonitasi tulajdonsagat is fel kell tételezni. A globalis attraktor
szerkezetét meghataroztak a paraméterek széles tartomanyén, de bonyolul-
tabb viselkedés is el¢fordulhat (J[LW99]). A Hopf-bifurkécié soran megjelens
periodikus palyéak fontos szerepet jatszanak a dinamikaban. Néhany speciélis
modell a neuralis halozatok tertiletén a g(£) = ki tanh(ko£), k1 > 0,k > 0
fiiggvényt hasznalja (|[Wu98|).

Még realisztikusabb a modelliink, amikor r(¢) egy periodikus fliggvény.
6.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy 0 < ffl r(s)ds, ¢'(0) < 0, ¢"(0) = 0 és
g"(0) # 0. Ekkor a (6.11) egyenlethez tartozé periddus-leképezés dltal ge-
nerdlt dinamikai rendszer a ¢”(0) < 0 esetben szubkritikus, a ¢"'(0) > 0

esetben szuperkritikus Neimark-Sacker bifurkdcion megy dt, amint a v para-
méter novekedve dthalad vg-n.

Megemlitjiik, hogy a ¢”(0) = 0 feltételt kielégitik példaul a g(§) = arctan(&)
és a g(&) = tanh(&) fiiggvények. A tétel egy olyan szituaciot ir le, amikor
a ¢"(0) elGjele hatarozza meg a bifurkald invaridns gérbe megjelenésének
iranyat. Legyen

R:/ir(s)ds, R(t):/tlr(s)ds.

A korabbi jel6léseinket hasznalva
alt) = —mr(t),  f(t,a(t = 1)) = r(tg(x(t - 1),

fe(@,0) =r(t)g'(0),  fee(t,0) = r(t)g"(0),  feee(t, 0) = r(t)g"(0),
a=-mR, [B=¢0)R, c(u)=—vomr(u), blu)=1veg"(0)r(u).
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6.2.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy |u| = 1. Ekkor a centrdlis altérhez tartozo
sajdatfiggvényekre |x,(t)| =1 és x,(t)xu(t) = 1 minden t € [—1,0] esetén.

Bizonyitas: A (6.11) karakterisztikus egyenlete

A= —mRv + ¢'(0) Rve™ (6.12)
és a sajatfiigvény .

Xu(s) _ ev(—m-&-g’(())e* R(s)7 (613)
igy elegendd megmutatni, hogy

Re (—m + ¢'(0)e ) = 0.

A (6.24) karakterisztikus egyenlet alapjan
—m+g0)e = =i—
v

ami egy tisztan képzetes szam.
OJ

Ha 0 < v < vy, akkor minden Floquet egyiitthatoé az egységkordn beliil
van és a 0 stacionarius megoldas aszimptotikusan stabil. Az elsé bifurkaciot
tanulmanyozzuk, amikor v athalad wve-n. Felhasznélva (6.13)-t és az el6z6
lemmat, arra jutunk, hogy

Y o womr(u)du
W (X0 Xuo» Xpuo ) (t) = o)1 —vomr(u)d

t

x / e 2 mromr OBy (5) 6™ (0) Xo (8) Xno (5) Xio (8)ds

-1
t

:vogm(o)e—vomR(t) / @UOQ,(O)ﬁOR(S)T(S)dS‘ (6. 14)

—1
:Uogm(O) —vomR(t (evog/(o)uoR(t) o 1) Uog;_

"(0) 0

Jeloljiik ezt a fliggvényt roviden Wy(t)-vel . Legyen = = y pontosan akkor,
ha zy > 0. A ¢”(0) = 0 feltétel miatt V' = 0. Ezen megjegyzések és az
el6zmények alapjan azt kapjuk, hogy
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(o) :%Re <iRNO (Wo(t)>>

e 3 ) v+ [ 28232

1o+ 0By (OF )\ g'(0)
N / 009/ (0)r(5)g" (0)p10 (X () = €= )) X (5) d))

o
. 9(0)xuo(5)?

~ _ 4"(0)Re ((,zo + 00Rg'(0)) <u0 — gmtomh

+ / " 0 O)r(s)(1 - e‘”OmR(S)XMO)ds)>

-1

=—¢"(0)Re ((/?Lo + voRg’(0)> <M0 — e "™ g (0)R

n 11— H()@:mR> '
Ho = 25)
Vezessik be a

. arccos(w)

€(-1,0), w= >0

sin (arccos(w))

jeloléseket, ekkor

A 5.1.1 Lemma szerint
o =w —1vV1—w? jig=w+ivV1—w?
Figyelembe véve, hogy

vog (0)R = —w, vymR = —ww,
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a redlis rész argumentuméban levd kifejezés igy irhato:

, _ , cw ~ 1= (w+iV1 —w2)e™
w+iv]l —w? —w)(w—1vV1—w?—e"" —w+
( )( w—1ivV1—w?—2w )

= (w+ivl —w? — ) (w — iVl —w? — ™ — & — (w— V1 — w?) + ")
= (w+iV1 —w? — w)(—w),

aminek a valos része
w(w — w).
A bizonyitas befejezéséhez méar csak egy kis elemi fiiggvénykalkulusra van

sziikség. Az
arccos(§)

f(&) =

~ sin(arccos(€)) -6
fliggvény derivaltja

1 ¢ arccos(§)
Tt i

GRS

ami negativ a (—1,0] intervallumon. Mivel f(0) = 7 > 0 és f({) monoton
csokken a (—1,0]-n, f(§) > § > 0 az egész (—1,0) intervallumon és az el6bb

felirt valos rész pozitiv minden w € (—1,0) esetén. Ezért 0(vy) = —g”(0).

([l
6.3. Mackey-Glass egyenlet
A hires ( )
: x(t —

Mackey-Glass egyenletet eredetileg a vérsejtek képzddésének modelljeként,
majd kiilonb6zd betegségek leirasara alkalmaztak. Alaposan tanulmanyoztak
a tulajdonsagait az m, ¢, 7, n paraméterek legkiilonb6zébb értékeire, késébb
kaotikus viselkedése révén valt kozismertté. Remek torténeti attekintés ta-
lalhato a névadok |[GMS88| miivében, de ma is jelennek meg 1j eredmények
(|[LTTO02]).

Mi a Mackey-Glass egyenlet egy még realisztikusabb, periodikus valtoza-
tat tekintjiik:
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q(t)z(t —1)
1+z(t—1)%
ahol £ > 0 valés paraméter, m, q : R — R rendelkezik az m(t+1) = m(t) > 0

és q(t +1) = q(t) > 0 tulajdonsédgokkal minden ¢ € R esetén. Rogzitsiik
v = v,-t. Kordbbi jeloléseinket hasznélva

ei(t) = —m(t)z(t) + (6.16)

~q(t)g

14

fe(t,0) = q(t),  fee(t,0) =0, feee(t,0) = —64(2),
A=-M, B=Q

o(—M(5)+iQ(s))

a(t) = —m(t), f(t¢)

Xu(s) =e
A=v(—M + Qe

Mze)\zeivm:%_i 1_<M>27
Q Q

ahol p, A, x,, a megfelel6 v,,-hez tartozik. Bifurkacios jelenségek csak az % <1
esetben fordulnak el6.

6.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy 0,9 < % < 1. Ekkor a (6.16) egyenlet-
hez tartozo periodus-leképezés dltal generalt dinamikai rendszer szuperkritikus
Neimark-Sacker bifurkdcion megy dt, amint a v paraméter névekedve dthalad
Up-€n.

Bizonyitds: (6.8)-at hasznalva kapjuk, hogy

t

W (Xpu X X () = €M /1 "M (=6)0g(s)x,(8)Xu(5) Xpu(s)ds
t - (6.17)
M) / (2R (_ 6)ig(5)ds.
-1

Jeloljiik ezt a fiiggvényt roviden Wy(t)-vel és irjuk at

t

Wo(t) = —e M / g

-1

(s)eiv\/l_(g)QQ(s)dS (6.18)
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alakba, ahol g(s) egy pozitiv valos értéki fiiggvény, amelybe Gsszegytjtottiik

[

az Osszes pozitiv tényezdét. Legyen x = y akkor és csak akkor, ha xzy > 0.
Mivel fee(t,0) =0, V = 0. Most az 5.2.1. Tétel, (6.10) és (5.2.2) alapjan

5(v) :%Re (%Ru <W0(t)>>

(v [} 2075%:))
) e

Meg fogjuk mutatni, hogy

2 2
Re (2 1 poQ)eg(s)eV 1~ () @0 & (2 4 oy -(8) a0 5
és

Re (i + ivQ)vg(s) / " eV () a0 g o1 ()
o - (6.20)
~ Re (7% + Q) / glwey =) (@w-a0) 4, - g

-1

minden s € [—1,0] esetén. Az utobbi (6.20) egyenléStlenséghez elegendd be-
latni, hogy,

Re (1* + ;wQ)ew\/l_(g) COER) du >0
minden 0 > s > u > —1 esetén. Minthogy Q(s) és Q(u) — Q(s) értékkészlete
is [-Q, Q]-ba esik, ha

M

Re (i + ,qu)eiev\/l_(Q) ®du >0

barmely 6 € [—1, 1]-re, akkor (6.19) és (6.20) is fennall. Vezessiik be a w =

jelolést. Ekkor i = w + iv1 —w? és (6.4) alapjan v@Q) = 252 Ezzel

M
Q
Vi—w? &
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jeloléssel a

arccosw .
Re <w+@ 1 — w? 2+ Wi 1 — w2 )610arccosw:
VIZ W)+ (4 /T =)

—1+4+i(2wv1 — w? + arccos w))ewar“’osw >0
(6.21)

W arccos w

Re (2w? +
e(w —

relaciot kell igazolni minden 6§ € [—1,1] értékre. Minthogy 2wv/1 — w? +
arccosw = 0, 2u? + B — 1 > 0 és 5 > arccosw 2 0, ha w € [55,1],
hogyha (6.21) teljesiil # = 1-re, akkor minden 6 € [—1, 1]-re teljesiil. A § =1
esetben azt kapjuk, hogy e®®<os® — o + j/1 — w2 Ha most kdzvetleniil

kiszamoljuk a (6.21) valos részét, akkor kijon, hogy

2

3w — 3w + arccosw\/% > 3w +2uw? —3w—1>0
minden 0,9 < w < 1 esetén.

Kézben felhasznaltuk a jol ismert L= > 1 (¢t > 0) egyenl6tlenséget, va-
lamint azokat az egyszertien ellenérizhets tényeket, mint 2w? — 1 > 0, ha
w > 0,9, tovabba 3w +2w? —3w—1> 0a w = 0,9 értékre és ezen polinom
derivaltja 6w? + 4w — 3, ami pozitiv, ha w > 0, 9. O

6.4. Nicholson-féle legyek
Ebben a részben a
N(t) = qr(t)( — dN(t) + pN(t — 1)6’“N(t’1)) (6.22)

egyenlettel foglalkozunk, ahol ¢ > 0 valoés paraméter, d > 0, p > 0, a > 0
elére adott konstansok, r : R — R pedig egy folytonos fiiggvény az r(t+1) =
r(t) > 0 tulajdonsédggal minden valos t-re. Ha specialisan ¢r(t) = 1, akkor
(6.22) éppen a nevezetes eredeti Nicholson-féle 1égyszaporodasi modellt adja.
Itt N(t) jeloli a populacié méretét, o a haldlozasi rata, p az egy f6re esé napi
lerakott tojas mennyisége, é pedig az a méret, amely mellett a populacio
reprodukcids rataja maximélis. A Nicholson modellel széleskorben foglalkoz-
tak, példaul a [GLI1] vagy a [Smi95| monografidkban. Léteznek friss cikkek is
a témaban, egy ujfajta oszcillacios kritériumot prezentéal [GT02], [SA02]| sza-
mos régebbi, autoném eredményt terjeszt ki a periodikus egyiitthatos esetre,
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[LWO05]| pedig a Hopf-bifurkaciot tanulméanyozza, hogyha a késleltetést va-
lasztjuk paraméternek.

No = 0 mindig egyensulyi helyzete (6.22)-nek. Az N; = @ pozitiv
egyenstlyi helyzet pontosan akkor létezik, ha a > 0 és p > d. Az N(t) =
Ni+1z(t) ,v=dq, k=In(E) > 0 jelélésekkel z(t) kielégfti az

i(t) = vr(t)( —2(t) — k(1 — e ™) 4 p(t — 1)e ") (6.23)

egyenletet. A modell biologiai interpretaciéjanak megfelelGen csak a pozitiv
megoldasokat vessziik szamitésba, ezért csak a pozitiv egyensilyi helyzet

T2

egyensulyi helyzetébe transzformélddik. Korabbi jeloléseinkkel
alt) = —r(t),  F(t,€) = r(t)(=k(1 — e=6) + £e79),

Felt,0) = b(t) = r()(1 = k), fee(t, 0) = r(t)(k —2),

feee(t,0) =r(t)3—k), A=-R, B=R(l-k).

Az éaltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy R = ffl r(s)ds = 1. Ha
k < 2, akkor az 0sszes Floquet-egyiitthato az egységkoron beliil talalhato és
a (6.23) egyenlet 0 stacionarius megoldasa aszimptotikusan stabil. A k = 3
eset rezonanciat okoz, hiszen ekkor B = 2A. Tegyiik fel, hogy 2 < k # 3.

6.4.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy |u| = 1. Ekkor a centrdlis altérhez tartozo
sajdatfigguényre |x,(t)] = 1 és x,(t)xu(t) = 1 teljesil minden t € [—1,0]
esetén.

Bizonyitds: A (6.23)-hoz a
A= —v+(1—kve? (6.24)
karakterisztikus egyenlet tartozik, a sajatfiiggvény pedig
Xu(s) _ evR(s)(—l—i-(l—k)e_’\) _ eAR(s)7 (6.25)

igy AR(s) = i0R(s) egy tisztan képzetes szam.
]

6.4.2. Tétel. A (6.23) egyenlethez tartozo periddus-leképezés dltal generdlt
dinamikai rendszer szuperkritikus Neimark-Sacker bifurkdcion megy keresz-
til, amint a v paraméter novekedve dthalad a kritikus v,, értéken, aholn > 1.
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Bizonyitas:

Az ffl ef) f(s)ds = eF'® — 1 egyszerti azonossagot az alabbiakban sok-
szor felhasznaljuk.

(6.7), (6.8) és (6.25) alapjan

t

W (X psXpas X)) (1) = e VAW /1 GUR(S)U(?’ — k)r(s)xu(8)xu(8)Xu(s)ds

=v(3 — k:)e_”R(t)/ eWHNEE) - (5)ds
- (6.26)

:'U(B o k)eva(t) (e(v+)\)R(t) o 1) 1

v+ A
(k}—?))l) —v
o (Tl ),

t

vuwmmwzeﬂmﬁ/eM@Mk—mmwm@nA@w

-1

¢
=(k — 2)6_”R(t)/ "B yr(s)ds (6.27)

vummmw:eﬂM2/em@Mk—mw@m@nA@@

-1
t

=(k — 2)U€_UR(t) / 6(2’\+”)R(5)T(s)ds
-1 (6.28)
(k —2)v —vR(t) [ (2A+v)R(t)
R -1
(2 -k

e ¢ )

Jeloljiik a fenti figgvényeket roviden rendre Wy (), Vo(t) és Vi(t)-vel. Most
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kiszamitjuk a rezolvenst, erre sziikségiink lesz, hogy megkapjuk d(v)-t.
(I =U)"(Vo)(t) = ™70 <(V0<0>

0

1 ekv/ ek”R(S)v(l — k)r(s)VO(s)ds>
-1

t

x (1- e_k”)_l + P EOVL (1) + / M EE (1 — k)r(s)%(s)ds)

-1

— (2 _ k_)e—kvR(t) <(€—v _ 1

0
+ e_k”/ ekvR(s)v(l — k;)r(s)(e_”R(s) — 1)ds>
~1

” (1 . efkv)_l + ekvR(t)(eva(t) . 1)+

/t ROy (1 — k)r(s) (e "B — 1)ds>,

-1

ebbdl az egyszerd azonossagunk segitségével

(2 — k)e FE® ((e” — 1+

—kv k—1)v k—1 kv
e (= (! )—1)—1-7(6 —1)))

% (1 . 6—]{?1))71 + 6kvR(t) (e—vR(t) . 1) . (e(k’—l)vR(t) . 1)

E—1 (6.29)
+T(6kvR(t) _ 1))
—Rv 1 v v\ — 1 v
= (2—k)e* R(t)<— E(l — M) (1 =)t - E(ek R _ 1))
k—2
=

Legyen w = v(—1+ (1 — k)ji?), ezzel a jeloléssel
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(121 = U) " (V)(t) = e ((uQVi(O) +e”

</ e k>r<s>v1<s>ds) (=)™

-1
t

+/—L2€7wR(t)V1(t) +/

-1

_ (2 — k)erR(t) ((ﬂZ(ev _ ,UQ) + v

fite Ry (1 - k)r(s)%(s)ds)

220+ v

X /1 fite Ry (1 — k)r(s) (e’“R(s) — XN<S)2)dS> (/f — e“’)_l

+ ﬂ2€—wR(t) (e—vR(t) — Xu (t)Q)

+ /t ﬂ4e_wR(S)v(l — k:)r(s)(e_”R(s) — X#(s)2)ds>,

-1

felhasznalva Gjra az egyszert azonossagunkat mindez igy leegyszertisodik:

2—k
%éﬂ%(t) ((M2€—v 14+ ewla4v(1 . k’)

x(e‘“’_” -1 B e — 1) (M2 B ew)fl_'_ ﬂ2€—wR(t) (e—vR(t) .. (t)Q)
—w = 2\ —w K
(—w—v)R(t) _ | @A-w)R(t) _ 1
_4 e e
1—k ( _ )

i ) —w = 2\ —w )

2—=kv( wrpy-of wtv o 2R R
_ TN 1 ( (t) _ o (t))

20+ v © # w — 2\ e ©

X

W+ v
-1
(w —2A >>
(2 - k)vﬂzenR(t)_

w—2A
(6.30)

Mindemellett
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t

- V. —v vR(s s k—2
V(xu (1=U) 7V (s X)) = € R(t)/ ek — 2)r(s)e M )T
-1

(k —2)% (e—vR(t) _ eAR(t))

k(v + \) ’
(6.31)
és
V(X;m (IUQ - U)_IV(X/M Xu))
_ o vR() ' VRO (s — 2)r(s)e M) (2—k)v [2020R(8) g g
. oo\ (6.32)
_ (k —2)*0*p? (e—vR(t) B GAR(t))
CEENOESY |

A most kiszamolt fiiggvényeket behelyettesitjiik (5.2.2) formuléjaba, igy

(k—3)v N (k —2)%0%i?

I(v) = %Re (ER#((e“R(” - e’\R(t))(

1 v+ A (w—=2N\)(v+A)
(6.33)
2(k - 2)21))>
E(v+ ) '
Szamitasba vessziik az alabbi Osszefiiggéseket is:
_ 1 » 1
* 1=1g — 41— e
o A=iv(l—k)\/1 - 5
Co——
. u2=ﬁ—1—i2%,
e v+ A=uv(l—Ek)p.
Legyen z = (w”i)\) =21+ iz = 11‘;1%;’:;’52, ahol 1/2 = w; + twy. Szamitsuk

ki (1/z)-t!
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2 , 1 |
1— k)2 +Z2\/1_ (1—k)2<(1_k)_ (1—k)>'

A (6.10)-bsl azt kapjuk, hogy

R(e R0y = (ZTETZ%TTZ_ES) <€_U-+(/Tje_”R“)xu(s)v(1-— k)r(s)ds)
() (-

+ (1
Tl —k) 14o+N

(6.34)

= —k—2+

v
W 1

igy aztan

1 v+ A v+ A
R —vR(t) — 1= -l -
u(e ) T+v+ A\ I+v+ A l+ov+ XN

és (6.33) leegyszertsithets a kovetkezdre:

5(v) = —vRe <041+v-n><z+~é?;§p-—%)). (6.35)

Ne feledjiik, hogy v > 0. Az els6 tényez6 kifejezhetd, tgymint

A(l+v—X)

- (= 1_ﬁ)(””‘“’“"“) 1_ﬁ> (6.36)

1 ) 1
:mqtv(l—k:)—i-”/l—m.
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Ezzel, valamint 2z valos és képzetes részének kiilonvalasztasaval (6.35) igy
alakul:

2~ o= 8o R Do )
- _<<ﬁ F o= ) (i + (s~ D)wd +ud)

1 1
T

Ha2<keRés 1<neN, akkor a

(6.37)

o —— < 1 miatt w; = k—2+ﬁ<—k,

(1— k)

o /11— ) \/_1k\/1 1k< k)—ﬁ)

(1= k2w2
=2(1 - k) (1 — g2)° > 2(1 -

arccos( ﬁ)—i—er

®V=Up = -
(=12

k-3 _ 2 _ —k?>45k-8
® G2 " %= o <0

relacidk felhasznalasaval levezethetd

((ﬁ + (1l — k:)) <w1 + ((:_;23)2 — %)(w% + w%))

+f1— ﬁl’”) > ((ﬁ (L= k) )y +2(1 - k;)) (6.38)

>kL+2mTk;—2(k—1)>0,

ha n > 1, ezért §(v,) < 0, amit bizonyitani akartunk. O
Az n = 0 esetre is hasonlé eredményeket kaphatunk. A szamitasok innen

kezdve mechanikusak, viszont nagyon hossziak és technikai jellegiiek, ezért
itt nem részletezziik. Elég durva becslésekkel dolgoztunk, de az n > 1 esetre
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ezek is elegendGek voltak. Ha n = 0, akkor az egyszerd arccos(ﬁ) > 7
becslésbdl kozvetleniil adodik ugyanez az egyenlStlenség k < 7-re. Amennyi-
ben behelyettesitjiik (6.37)-be a v, wy, wo-re levezetett kifejezéseinket, akkor
k egy racionélis tortfliggvényét kapjuk, ami még arccos-os tényezét is tartal-
maz, ennek elGjele egyszertien eldonthets. Habar ez a fliggvény nehezen kezel-
het§ analitikusan az altalanos formajaban, minden konkrét £ esetén kdnnyen
kiszamolhato d(vg) elGjele. Végezetiil, az eredeti (6.22) egyenlet g, kritikus
értéke megegyezik (v,/d)-vel. A (6.23) egyenlet bifurkacioja a 0 egyensilyi
helyzetbdl az eredeti (6.22) egyenlet bifurkaciojat jelenti a pozitiv egyenstlyi
helyzetbdl.

6.5. Periodikus Krisztin-Walther egyenlet és periodikusan
gerjesztett neuronok

Tekintsiik (3.1) paraméterezett, periodikus valtozatat!
ei(t) = —m(t)z(t) + a(t) tanh(fz(t — 1)), (6.39)

ahol m(t) = m(t+1) > 0 és a(t) = a(t + 1) > 0 minden ¢t € R-re, 5 > 0.
Vegyiik észre, hogy a 6.3.1 Tétel alkalmazhat6 (6.39)-re. Minden pontosan
gy megy, mint a Mackey-Glass egyenlet esetében, az egyetlen kiilonbség,
hogy most feee(t,0) = —25%a(t), nem pedig —6¢(t). De a bizonyitds soran
nem hasznaltuk a pontos értéket, csakis a parcialis derivalt elGjelét, ezért az
alabbi tétel azonnali kovetkezmény.

6.5.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy 0,9 < m < 1. Ekkor a (6.39) egyenlet-

hez tartozo periodus-leképezés dltal generdlt dinamikai rendszer szuperkritikus
Neimark-Sacker bifurkdcion megy dt, amint a v paraméter novekedve dathalad
a v, kritikus értéken.

Ha réanéziink a 6.3.1 Tétel bizonyitasara, lathatjuk, hogy a szamitésok telje-
sen hasonloan elvégezhetGek akkor is, ha az id6beli periodicitas a nemlineari-
tason beliil, annak argumentumaban jelenik meg, és akkor is, ha feee(¢,0) > 0
minden ¢ € R esetén, csak ekkor a § egyiitthato elGjele az ellenkezGjére val-
tozik. Most kimondjuk a tételt a legaltalanosabb formaban.

6.5.2. Tétel. Tekintsik az

ei(t) = —a(t)x(t) + f(t, z(t — 1)) (6.40)
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eqyenletet, ahola : R — R és f : R x R — R C*-sima fiigguények, amelyekre
a(t+1) = a(t), f(t+1,€) = f(t,€) és f(t,0) = 0 teljesil minden t,&§ € R
esetén, € # 0 valds paraméter. Tételezzik fel, hogy fe(t,0) > 0 minden t € R-

re és 0,9 < W < 1. Ekkor ha feee(t,0) < 0 minden t € R esetén,
—1Jegls;u)as

akkor a (6.40) egyenlethez tartozo periddus-leképezés dltal generdlt dinamikai
rendszer szuperkritikus, ha pedig feee(t,0) > 0 minden t € R esetén, akkor
szubkritikus Neimark-Sacker bifurkdcion megy dt, amint a v = 1/e paraméter
novekedve dthalad a v, kritikus értéken.

A
fEl fg(S,O)dS
A neuralis halozatok elméletében gyakran elGfordul egy, a rendszer al-

lapotatol fliggetlen kiilsé periodikus erd feltételezése. Egy ilyen periodikus
kiils6 eré az autondém rendszert periodikus rendszerbe viszi at. Tekintsiik az
alabbi egyenletet, ami egy periodikusan ingerelt egyedi neuron modellje:

Vegyiik észre, hogy a 0,9 < < 1 feltétel kizarja a rezonancia esetét.

eir(t) = —ma(t) + f(z(t — 1)) + p(t), (6.41)

ahol p(t+ 1) = p(t) minden t € R esetén. A y(t) = z(t) — ffoo e~ t=3)p(s)ds
valtozo-transzforméacio segitségével az integrélos tag periodicitasa miatt a
(6.41) egyenlet a periodikus

t

ey(t) = —my(t) + f(y(t —1)+ / e_“(t_s)p(s)ds)) (6.42)

e o)

egyenletbe megy at. Utolsé megjegyzésiink, hogy ha ismeriink egy partiku-
laris megoldast, mondjuk (6.41) egy periodikus megoldasat 1 periodussal,
akkor az (6.42) egy periodikus megoldéaséba transzformalodik. Egy kontroll-
probléma esetén el6fordulhat, hogy p(f)-t megvalaszthatjuk ugy, hogy egy
el6irt megoldast kapjunk. A paraméter valtoztatéasaval elvégezhetjiik egy in-
varians gorbe (6.42) rendszerbeli Neimark-Sacker bifurkiciojanak analizisét
ugyanigy, mint eddig, ha a periodikus megoldas koriil linearizdlunk. Ebben
az esetben a toruszos interpretacié jobban ravilagit a lényegre, szemlélete-
sebben tekinthetjiik mindezt gy, mint egy invarians torusz bifurkaciojat a
periodikus megoldésbol.



7. REZONANS POINCARE-NORMALFORMA

7.1. Rezonans norméalforma tétel

A normaélforma tulajdonképpen egy leképezés legegyszertibb alakra ho-
zasa nemlinearis koordinatatranszformaciok segitségével. Kimondjuk a Poin-
caré normalformak tételét 1:4 rezonancia esetére (|[Kuz98, p. 436]).

7.1.1. Tétel (Rezonans normalforma). Legyen g =g, :C — C,

9(z) = pz+ P20 2 +pzz+ P22 0303, P22z P12 2 PO3os Oz
2 2 6 2 2 6
(7.1)
eqy v € R paramétertdl figgd leképezés, ahol p = p(y) €s a pr = pri(7y)
egytitthatok a paraméter sima figgvényei, valamint pu(vy;) =i a kritikus v =
v; paraméterértékekre. Ekkor egy, a paramétertdl simdn fiiggd koordindta-
transzformdcio segitségével a kritikus esetben a leképezés a

G(w) = iw + c;w*w + cow® + O(Jw|*),

alakba transzformdlhato, ahol

C1 = _—
1 4 P20P11 5 P11P11 1 L0202 5
€s 1 1
b= -t = _ Po3
Co = 1 P11pPo2 + 1 Po2P20 + e

Az irodalomban hasonlé, de kiilonb6z6 formulék jelentek meg a co egyiitt-
hatora:

e looss ([loo79, Chapter IV]):

7 —1
Cy = 1 (p11 + P20)po2 + %
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e Wan ([Wan78|):

21— 1
Cy = 1

-2t —1
P11Po2 + Tl)ozﬁm + %

Ezek a formulék tévesek, el lettek szdmolva, a helyes az, amelyik a té-
teliinkben szerepel és [Kuz98|-ban lett kozolve. Ugyanakkor [Kuz98|-ban a
részletes szamitasokat mell6zték, ezért ezt most prezentaljuk a kovetkezs al-
fejezetben. Tulajdonképpen egészen egyszerd és magatol értet6ds, azonban
hosszadalmas és munkaigényes szamitasokrol van szo. Viszont fontos ismer-
niink a helyes formulét, ha egy konkrét egyenlet bifurkaciojat akarjuk vizs-
galni. Sajnos az irodalomban tobben is az Iooss-féle formulat hasznéljak, a
koézelmultban tobb cikkben alkalmaztak bizonyos mechanikai rendszerekre,
amelyeknél a rezonans bifurkacio jelensége lép fel (|GJO1], [LX02], [WXXO05],
[LX]). Mivel a téves formulat alkalmaztak, a kapott eredmények is tévesek
lehetnek. Konnyt eltéveszteni a formulat, amint az az eset is mutatja, hogy
Holmes és Whitley a cj-et szamolta el [HW84a|-ban, amit egy erratumban
korrigaltak ([HW84b|). Mindezek miatt a szamitasokat teljes részletességgel
kozoljiik.

Erdemes megjegyezni, hogy nemrezonans esetben a w® egyiitthatojat, co-
t (ez az ugynevezett rezonans tag) is ki lehet nullazni, viszont a ¢; akkor is
ugyanigy szamolandé ([Kuz98|).

7.2. A rezondns egyiitthato kiszamitdsa

7.2.1. A szamitids menete

Tekintsiik a (7.1) leképezést ¢és a

h h
z=t(w) =w+ %wQ + hyywi + %u‘ﬂ

transzformaciot. A szdmolas hat 1épésbdl all. Kiszamitjuk ¢~!-t, autan (fot)-
t és (t71 o fot)t. A hy egylitthatok iigyes megvilasztasaval kinullazzuk
a masodrendii tagokat, majd egy tjabb transzformaciéval az alkalmas har-
madrendd tagokat, ezutan meghatarozzuk a nem kinullazhaté harmadrendd
tagokat. A két transzformacié egyiittesen Poincaré normalforméra hozza az
eredeti leképezést.
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7.2.2. A t~! meghatérozasa

Fejtsiik sorba t~!-t z és z szerint:

t—l(z)—z+7z +a11zz+% 2+%z3+a§ 274 ; *M%zﬁouzﬁ).

Helyettesitsiink z helyébe t(w)-t, figyelembe véve, hogy

h - h
z=t(w)=w+ %aﬂ + hywi + %w?

A harmadrendii tagokig szamolva kapjuk, hogy

h
2= w4 —? + hjyww + — 02 w?,
2 2
a0 o 21 402
9 —Z [w -+ hgo'w + 2h11w w + hogw’w ]7 + O(‘ ‘ )
h - h h hoo
1127 = [ww—l—%wwz—l—hanw—l—% w3+ Soww +hp W+ — 5 0*)ay +O(|w|*),

%22 = [@* + hao@W® + 2hy W + BOQwa]% + O(|w|Y),
2 = 220 4 O(ful)
21 25 22 20 + O(|w]h),
2 2
a212z22 %ww + O(|w]h),
03 3

@03 _3 4
z2° = —w’ + O(|w|").

0 55 = %5 1 Ol

Ezt mind sszegezve vissza kell kapnunk a ¢t~! o t(w) = w azonossagot.

Jelolje |u| az u egyiitthatojat. Osszegezve a w egyes hatvanyainak egyiitt-
hatoira,
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waj =hy +ay = 0,

h a
_9 02 02
= — _— = O
[@0°] ==+ =0,
3 ag hao B02 @30
= — _— _— = 0
|w” | 5 o + ap 5 + 6 ,

- h aga h a
2 _ 20 02 102 21
=ag +apnhyt+ayg—+——+—=0
L’w ’LUJ 20 11111 11 9 5 9 ) )

a h - a
waﬂ = %hoz + an% + aihin + hiiage + % =0,
|0*] = a @JF@B L4
1, 5 120 6
adodik, vagyis az a;;-kre kapjuk, hogy
agy = —hyyo,
ail = —hu,
age = —hog,
v By _ il
6 2 2
as;  3hiihgg = hozhos
— = hi1h
5 5 + nihi + 5
a hooh hi1h -
@iz _ No2ltzo 11120 " h% + Byrho.

2 2 2

ao3 hi1hos h027120

6 2 2
Az inverz transzformaécio:
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h h h2,  hnh
R _ o2 o 20 11702, 3
17 (2) =2 - 7 hi12Z -z 7+ [—2 — |z )
" [3h11h20 N S h022h02]225 n [h022h20 n h112h20 4 12, + Furhgo]22?
hi1h hooh
[ 112 02 + 022 20]23 + O<|Z|4)

(7.2)

7.2.3. Az (f ot) meghatarozisa

Vilagos, hogy

(f o B)(w) =f(t(w)) = pt(w) + E2t(w)” + purt(w)i(w) + F2E(w)?

P03 +

+ 0 w)? 4 P2 ()28 (w) + P2 Hw)E(w)? + PLEw)? + O(|t(w)]*),

6 2 2 6

ahol

h h
pt(w) = plw + %Uﬂ + hyww + %u_ﬂ],

%t(wf = %[uﬂ + hagw® + 201w + hoywd?] + O(|w[?),

_ h - h h h
prt(w)i(w) = pn[ww+%ww2+h11w2w+£w3+ﬂwQTI)—l—hnwa—i—%w?’]—i—O(|w|4),

2 2

%ﬂw)? - %[w? + hoo® + 2h1 0w + hoyw*w] + O(|w]*),

Plt(w) = Bw’ + O(wl"),

Elt(w)*f(w) = Blw?o + O(ul*),

P24 ) E(w)? = %waﬂ +O(jwlh),
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Ri(w)’ = B2a® + O(lul").

Osszegytjtve a tagokat w és w hatvanyai szerint, kapjuk, hogy

(F o )(w) = F(t(w)) = o+ 422+ 22 + by + puafuw -+ (152 + 22

piiha  pa 002}_102 9 _

5 + > T Jw*w
h h

[011 02 , P02/120 _I_@]wg

p20ho2 ,0117l20 P12 7 _9
h — h
+ 1 5 T T el T oo 1 jww? + 7t 5

+O([t(w)[).

h h h
[P P T+ [paohas + prafn +

7.24. A (t7'o fot) kiszdmitdsa a masodrendii tagokig

Mivel z = (f ot)(w), (7.2) alapjan konnyen megkapjuk az egytitthatokat
a masodrendd tagokig. A w csak z-ben, w? z-ben és z%-ben, ww z-ben és
2z-ben, w? pedig z-ban és z%-ban fordul el6, igy:

lw] = p,

h h
2 _ _fao o heo | pao
lw*] = 5 1T

|ww | = phi1 + p11 — ha1 i,

h h
o 02 Po2 N2 _9

7.2.5. A h;; egyiitthatok megvalasztasa

Ahhoz, hogy kinullazzuk a masodrendd tagokat, legyen

hoo = 2on ’
ne—

hyy = 1
Hp—

hoy = Po2
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Ha p® # 1, akkor ez megtehetd, a nevezdk nem lesznek zérdk a kritikus
paraméterértékre, ezért annak egy kornyezetében sem. Konnyen lathato, hogy
igy a masodrendi tagok egyiitthatoi éppen kiesnek. Ezzel a valasztéassal az
alabbi alakra hoztuk a leképezést:

(ﬂwy:@40fotxwy:mﬂ+%§w3+%§w%v+%§ww2+%§w&+oqwﬁ

7.2.6. Harmadrendii tagok kiiktatasa
Tekintsiik a

. h h h h
t(w) =u+ %u?’ + %u%j + %mf + %ﬂ?’
transzforméaciot, ennek inverze
. h h h h
1 (u) = w — %w?’ - %uﬂu—) - %wwz — %’U_JS + (9(|w|4).

Az 1j transzformalt leképezés igy az

Flw) = (7 o fof)(u) = pu+ lgao + (1 — i Yhaotd

6
1 A 1 )
+ 5[921 + (= ) hor]uu + 5[912 + (p — pp®) hiouii®
1 .
+ 5loos + (1 = ) hos]” + O(Jul")

alakot Olti. Az egyiitthatok kinullazasara megprobalhatjuk a

2 g

h30 = 3 30 9
P — p

7 g

his = _2;2;
PP — p

Fioy 92127
p— W

2 Jos

h03 = = s
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cgyiitthatovalasztast. Ez hao és hys esetében rendben is van, viszont ha || =
1, akkor p— piii = p(1—|puf?) = 0 és @ — p = (1 — p*) = 0, amint p* = 1.
A rezonans esetben ¢o1-t6l és g3p-t6l nem tudunk igy megszabadulni, ezek
megmaradnak a transzformalt leképezésben is. Valasszuk meg tehat ﬁgo—t
és Bu—t, mint fent, valamint legyen hor = hos = 0, igy a transzformaécio6
siman fiigg a paramétertsl. Igaz, hogy uui? és u® egyiitthatoit nem lehet
kiejteni, viszont azok a mésodik transzformécionk utdn ugyanazok maradnak,
a transzformalt leképezésiink tehat igy néz ki:
- 1

1
flu) = pu + 5921?“12 + 690353 + O(Jul)

7.2.7. A megmaradt harmadrendi tagok

Nincs més hatra, mint kiszamolni a megmaradt harmadrendi tagok egyiitt-
hatoit, ¢; = %t-t és ¢, = T-t. Itt g2 éppen ugyanaz lesz, mint a nemrezonéns
esetben ([Kuz98|), tehat

n—34+2 0 0
_ p20p11 ([0 B pupu I pmpozf n P21

2 —p)(p—=1)  1-p 2p*—p) 2
A ¢, egyiitthatot 7.2.4. alapjan hatarozhatjuk meg, mivel w® csak z, 2z, 22,
z3-ban fordul els, ezeket dsszegytjtve co-re a

1

P11 ho2 L02 B20 P03 ho2 Po2 .\ _
Fo3 —h 002, P02
5+ +—6+( nxu24—2)
hoa . _pthoo + p2o hithos + hoo hao
LR e 2 w

kifejezést kapjuk. Most térjiink at a kritikus esetre, amikor u = i, vagyis
ji = —i és i* = i. Ekkor

b o P2 P :—onzp 1—1
h Y SV 1+ 1
11 = —— = . = P11 )
pir—p  1—1 2
P02 1—1
hao =
02 2 — Po2 5
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Mindebbdl az kévetkezik, hogy

ca = Ppripo2 + Qpo2p20 + @7

6
ahol

1i—1 di+1ii—1 1. Llit+1i—1

P=5— -5 G5 +3) =)+ (=)

2 2 2 ‘2 2 2 2 2 2 (7.3)
_i_1+i—1ii—1+i—1_i_i—1 ‘
4 4 2 2 2 4 4 4

és
i 1 i+1 1 i .
Q=-7— 75— 5~ g+ D=1
__z_l_i+z_—i—1 )
4 4 4 4 4

Ezzel a rezonans normalforma tételben a cy-re vonatkozo formula helyességét

belattuk.
U



8. BIFURKACIO REZONANCIA ESETEN

8.1. A rezonans egyenlet

A fejezet célja, hogy a nemrezonéans esethez hasonldéan a rezonéns esetben
is elvégezziik a differencidlegyenlet bifurkacidanalizisét. Tekintsiik a

2(t) =7 f(t x(t = 1)) (8.1)

egyenletet, ahol v valés paraméter, f : R x R — R egy C*-sima fiiggvény,
amelyre

ft+1,8) = f(£,€)
és
f(t,0)=0

teljestil minden ¢,£ € R esetén. Ez ugyanaz, mint a (4.1) egyenlet a(t) = 0
esetén. Ilyen tipust egyenletek is természetes modon elGfordulnak alkalma-
zasokban, amikor nincs azonnali visszacsatolads. Hasznéljuk a korabbi jelolé-
seinket, vagyis F' a periddus-leképezés, U pedig a monodrémia operator. A
lineéris variacios egyenlet alakja

y(t) =7 fe(t, 0)y(t — 1), (8.2)

ahol y¥|_10) = ¥. A (4.1) egyenletre kapott szamolasok jO része most is
érvényes lesz, viszont (8.1) kritikus sajatértékei mindig i és —i, vagyis 1:4
erGs rezonancia lép fel és a bifurkacios tételeink nem érvényesek. Erés rezo-
nancia esetén altalaban nem vérhaté el az invarians gorbe megjelenése, ezt
szamos példa mutatja ([Arn88|, [AAIS99]). Wan ([WanT78|) feltételt adott
az invarians gorbe megjelenésére, téle fliggetleniil hasonld eredményre jutott
Lemaire is (|[LB78|). Kiss¢ leegyszertsitve arrol van szo, hogy ha nem bifur-
kal 4-periodikus pont, akkor az invarians gérbe megjelenik. Wan és Lemaire
tételét is kiterjesztjiik a végtelen dimenzios esetre a spektralis projekcionk és
a centralis sokasag redukcionk segitségével.
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8.2. A rezonans egyenlet, mint speciilis eset

Az alabbiakban 6sszeszedjiik azokat az eredményeket, amelyeket a nemre-
zonans eset vizsgalatabol megkaphatunk egyszertien a(t) = 0-t valasztva. A
formulék sok esetben igy még rovidebbek lesznek, hogy nincs azonnali vissza-
csatolas. Az y(t) = p(t)eM, p(t+1) = p(t) Floquet megoldast behelyettesitve
(8.2)-be lathato, hogy a Floquet egyiitthatok pontosan a

h(A) = X —yBe?, (8.3)

karakterisztikus egyenlet gyokei, ahol

0
5= [ sto
-1
Feltessziik, hogy 3 # 0. Egy egyszeres sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény
Xut) 1 [21,0] 3 1 7 ML fels0ds < ¢

alaka. A korabbiakhoz hasonléan felhasznaljuk, hogy a Floquet egyiitthatok
egybeesnek
8

Alz)=z—e=

gyokeivel, rdadasul ugyanazzal a multiplicitassal ([HVL93|). Az egyszertibb
jelolések kedvéert legyen b(t) = vfe(t,0) és B(t) = ffl b(s)ds. Ezzel a jelo-
léssel a linearizalt egyenlet

y(t) = b()y(t — 1)

alakt, ahol f = “lv ffl b(t)dt. A konstansvariacios formulabol levezethets a
periodus-leképezés és a monodromia operator alabbi reprezentacioja:

F()(t) = ¢(0) +/17f(87¢(5))d87 te[-1,0], (8.4)

U0 =00)+ [ do(s)ds, 1 -1,0] (85)

-1

Sziikségiink lesz a V = D?F(0) és W = D3F(0) magasabb rendi derival-
takra is.
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t

Vb1, 6)(t) = / el 0)0n(5)on()ds, 1€ 1,0,

és
t

W (¢, pa, ¢3)(t) = /17f§§f(3a0)¢1(5)¢2(8)¢3(8)d& t e [-1,0].

A kovetkezs lemma az 5.3.1. Lemma speciélis esete a(t) = 0-val.

8.2.1. Lemma. A monodromia-operdtor rezolvense az aldbbi formuldval fe-
jezhetd ki:

(o~ V) (0)1) =
o ((1¢(0) pelt o 1 Lo o)

z 12
. u _ 1 t b(u
. (Z — e —01 @du) 1 + _6_']_1 b(z)duw(t)
z
b1 s by
+/ —Qe_f—l = Uh(s)Y(s)ds |, tel-1,0].
1<

Az alabbi tétel is ugyantugy érvényes (lasd 5.3.2. Tétel).

8.2.2. Tétel. A spektrdl projekcio operdtorra a

Pu(w) = XuRu(¢),

reprezentdcio teljestil, ahol

w0 = () (20« [ 55)

és | eqyszerd sajatérték.

A spektral dekompozicié és a projekcios modszer teljesen ugyanugy megy,
mint a nemrezonans esetben. A megszoritott leképezésre a kovetkezd tételt
kapjuk.
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8.2.3. Tétel. A megszoritott leképezés

. 1 1 1 I
Z=pz+ §p20z2 + puzzZ + 5,00222 + §p2122z + 6'00323 + ..., (8.7)

alakba irhato, ahol

p20 =R (V (Xpu> Xu))

pr1 =Ru(V (X Xu))

po2 =R (V(Xus Xu))

P21 :RM(W(XW Xps Xu)) + QRM(V(X;M (1— U)_1V<Xu> )Zu)»
+ Ru(V (X (1 = U) 'V (s X))

L1-2
+ M(TMM)RLL(V(XWX#))RN(V<XN7>_<#)) (88)
_f%mmmmmW—E%wmwwnm2

pos =R W (s X X)) + 3B (V (s (107 = U) 7 (V (R )
— RV (R X)X = BV (o D)%) ).

Bizonyitds: A psg, p11, poz, p21 egylitthatokat az 5. fejezetben mar kiszamoltuk
az (5.20) és az (5.21) formuldkban. A nemrezonans esetben ppz-ra nem volt
sziikség, de teljesen analog médon megkaphato, lasd az 5.4. alfejezetet. 0

8.3. A periédus leképezés bifurkacioja 1:4 rezonancia esetén

A Neimark-Sacker bifurkacios tételhez két feltétel volt megfogalmazva: a
transzverzalitasi feltétel és a nemrezonancia feltétel, vagyis hogy 8’5(77) |, 7# 0
és i # 1,5 # 1, ahol ; a kritikus paraméterérték és p; a hozza tartozo
kritikus Floquet egyiitthato. A kévetkezd lemmakban megmutatjuk, hogy a
transzverzalitas mindig teljesiil a (8.1) egyenletre, mig pf = 1, vagyis 1:4 erds

rezonanciaval allunk szemben.

8.3.1. Lemma. A (8.2) egyenlethez tartozo kritikus paraméterértékek

—5 + 27

NE g J €L,
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amelyekhez p; = €N =i és fi; = N o= —i Floquet egyiitthatok tartoznak és

ezek eqyszerid sajatértékek. A sajdtfiggvények:
X+i(t) 1 [<1,0] 3t T PO c C

Bizonyitas: Egyszert differencialassal lehet ellenérizni, hogy ¢ és —i nem lehet
A(z) kétszeres gyoke, igy ha ezek Floquet egyiitthatok, akkor mindig egyszert
sajatértéekek.

Tegyiik fel, hogy A = i egy kritikus Floquet-exponens, ekkor (8.3) valos
része alapjan cos(f) = 0, azaz 0 = 5 + 2kw vagy 0 = —7 + 2km, ahol k € Z.
Figyelembe véve (4.3) képzetes részét is, mindkét lehetGség elemi kalkulaciok
utédn a lemma &llitasahoz vezet. 0J

Vezessiik be a B = B(0) = /3 jelolést.

8.3.2. Lemma.

3#@0, BB
Oy 7 14Ay) 1+B?

(1+1iB)

Bizonyitds: A karakterisztikus egyenlet és az implicit fliggvénytétel alapjan
B
wu(y) = et definialt 7; egy kornyezetében. Differencialva v szerint

Bu(y) — By’ (v)
12(7)

1 () = err =03 =)' (v)
( )

adodik, amibdl p/(y) = 1+/\( kovetkezik. A v = ; értékekre A = —iv,; 3 =
—iB és a lemmat belattuk. 0

Miel6tt Ioosst ([Ioo79]) és Want (|[WanT78|) kovetve kimondjuk a rezonans
bifurkacios tételt, definialjuk az a; = <, ay = % és d = 8'“

ségeket.

)| .
|y=; mennyi-

8.3.3. Tétel (Rezonans bifurkacio tétele). Tegyiik fel, hogy g\(z) : C —
C egy (5.18) alaku, a v paramétertdl simdn fiiggd leképezés, amelyre d # 0
és p(vy;) =1 teljesil.

Ha |Im (%)| > |%|, akkor pontosan egy invaridns gérbe bifurkdl (és 4-
periodikus pont nem) a 0 egyensilyi helyzetbdl, amint a v paraméter dthalad
a y; kritikus értéken. A Rea; < 0 és Rea; > 0 eseteket szuperkritikus
és szubkritikus bifurkdcionak mevezziik. A szuperkritikus esetben eqy stabil
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invaridns gorbe jelenik meg vy > v;-re, mig a szubkritikus esetben egy instabil
invaridns gorbe tinik el, amint v névekedve dthalad ~;-n.

Ha |Im (%)| < |%2], akkor 4-periodikus pontok két csalddja bifurkdl, inva-
ridns gorbe pedig nem. Tovdbbd, ha |a| > |as|, akkor ez a két csaldd ugyana-
zon az oldalon jelenik meg és legaldbb az eqyik instabil. Ha |aq| < |as|, akkor
a két csaldd ellentétes oldalon jelenik meg és mindkettd instabil.

8.3.4. Lemma. A (8.1) periddus-leképezéséhez tartozo megszoritott leképe-
2€8 esetén

_3—@' _1—|—i‘ |2_1—i| ‘2_1'

ay; = 4 P20P11 9 P11 1 Po2 2;021
- 'In v . 1= U)W (v v (8.9)
= 5 Rl(W<X17XzaXZ)> +2R1(V(Xz7 (1 U) V(XzaXz))) )

+ Ri(V(xi, (¢ = U) "'V (xi, x2)))

€s
144 _ n 1414 7
Qo = P20P02 P11P02 — Z P03
2.4 4 6 (8.10)
=5 Ri(W (Xi» Xi» Xi)) + 3Rz‘<V(>@‘» (i1 — U)_I(V(Xi,ii)»]
Bizonyitds:

Alkalmazzuk a ??7. és a 8.2.3. Tételt p = i-re. Ezutan a lemma kénnyt

szamolasbol adodik.
O

Definialjuk a
0 = |Im (a1) — BRe (a1)| — |as| V1 + B? (8.11)

mennyiséget, amely a paramétertdl is fiigg. Néhény elemi atalakitas utan

m (4] > 2] & Jm (a:(1 = iB)| > |ax(1 — iB)

levezethets, ami pontosan azt jelenti, hogy § > 0.

Osszegezziik az eddigi lemmakat, kombinaljuk a rezonans bifurkéacios té-
tellel és a centralis sokasag tétellel, igy kovetkezményként megkapjuk a fejezet
{6 eredményét.
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8.3.5. Tétel. A (8.1) egyenlethez tartozo F., pericodus-leképezések csalddjd-
nak a ¢ = 0 fizpontjanak a v = y; kritikus ertekben pontosan két egyszeru
Floquet egyiitthatdja van a komplex eqységkoron, mégpedig j1; = @ €s fi; =

Ez eqy 1:4 erds rezonancidt jelent. A transzverzalitdsi feltétel teljestil. A 0—
nak van egy kirnyezete, amelyben egy invaridns gérbe bifurkdl (és 4-periodikus
pont nem) az egyensilyi helyzetbdl, amennyiben 6 > 0 fenndll. A bifurkdcio
irdnydt Re (ay) hatdrozza meg. Ha § < 0, akkor 4-periodikus pontok két csa-
ladja bifurkdl a 0 egyensulyi helyzetbdl, invaridans gorbe pedig nem. Tovdbbd,
ha |ai| > |as|, akkor a két csaldd azonos oldalon jelenik meg és legaldbb az
egyik instabil. Ha |ai| < |ag|, akkor a két csaldd kilonbézé oldalon jelenik
meqg €s mindkettd instabil.

Lathato, hogy sokféle lehetséges kimenetele van a bifurkacionak. A tétel-
ben megfogalmazott feltételek mindegyike leellenérizhets egy adott egyenlet
esetén, 7;, a1, az és B is explicit modon kifejezhetd f(¢,€) és parciélis deri-
valtjai segitségével, igy barmelyik konkrét egyenletnél meg tudjuk mondani,
milyen bifurkaci6 torténik.

8.4. A periodikus egytitthato esete

A tovabbiakban a

() = —yr(t)g(z(t = 1)) (8.12)

egyenlettel foglalkozunk, ahol v egy valos paraméter, r : R — R folytonos
fiiggvény, amelyre r(t + 1) = r(t) teljesil minden ¢ € R esetén, g(§) egy
C'-sima fiiggvény, amelyre g(0) = 0. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil
feltehets, hogy

S T
9(&) =&+ 552 + 663 +0(&Y),
ahol S, T € R. A korabbi jeloléseinket hasznalva

f(t,8) = —r(t)g(s),

fe(t,0) = —r(t),
fee(t,0) = =Sr(t),
feee(t,0) = =Tr(t),
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és

b(t) = —yr(t).
Azt fogjuk megmutatni, hogy ez az egyenlet a bifurkaciés pontokban a nem-
rezonans egyenlethez hasonl6 tulajdonsidgokat mutat: a 0 egyensulyi helyzet-

b6l mindig invarians goérbe bifurkal, sosem 4-periodikus pont. A kdvetkezs
egyszert lemma hasznos lesz a szamitasok soran.

8.4.1. Lemma. Legyen B(t) = [*, b(s)ds. Ekkor

t
/ ePEp(s)ds = PO — 1,

-1

t
/ eP@b(s)B(s)ds = ePOB(t) — P + 1.

-1

Bizonyitds: Az els6 azonossag nyilvanvalo, a méasodikat az els6 alapjan egy
parcialis integraléssal kapjuk. 0

8.4.2. Tétel. A (8.12) egyenlethez tartozo periddus leképezések csalddjdra
a kovetkezd teljesil: ha T # 115—52, akkor a 0 egyensuly: helyzetbdl ponto-
san egy invaridns gorbe bifurkdl amint a v paraméter dthalad a ~y; kritikus
értéken. A bifurkdcio szuperkritikus, ha T < 52(115—;2) és szubkritikus, ha
RE))

Bizonyitas:
Rogzitsiink egy v = 7, kritikus paraméterértéket. Az el6z6 lemma szerint
szamolva

t : S ; iS,
V(xi, xi)(t) = / Sb(s)e~2B6) g5 = 7(67213(0 )= 7(6727,3(15) _1),
-1 —24
V(xi, Xi)(t) = SB(2),
o =i8

¢
V(Xi, Xa)(t) = / Sb(s)e? PO ds = = (eXBU) _ 1) =

2iB(t) __ 1
-1 21 2 (e >’
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t

W (xi, Xi> Xi) = / Tb(s)e_iB(s)ds = Z‘T(e—iB(t) — 1),

-1

és

t ) —T '
—1

Vegyiik észre, hogy B = —% + 2jm, ezért e'® = cos B +isinB = —i, és
e™B = (—i)™ minden m € Z esetén. Figyelembe véve ezt a tényt

, 1 _ 0 ,
Ri(esz(t)) _ (Z - B) (esz + / b(S)e(m—i—l)zB(s)dS)
-1

(=) (=)

m(—i)™ + i
(i+B)(m+1)

5 ‘ : o 3iB(t)y — _i_ _
levezethet6 minden m # —1 esetén. Megt]egﬁfezzuk, hogy R;(e*B®) = = =
—iB(t

) sajatfiiggvényt kapjuk, és az

R;(1). Ha m = —1, akkor éppen az e
altalanos esethez hasonloan

Ri(e=B0Y = Ry(xi(t)) = <Z +13> (e_iB + /_(1 b(s)ds) _ zig _1
(8.14)
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Most a 8.6. Lemma alapjan kiszdmolhato az alabbi rezolvens:

(1-U)" W (xi,x:) =eP? ((SB +eP /_1 e BOb(5)SB(s)ds)(1 — eP)7!

+ e POSB(t) + /

-1

e_B(S)b(s)SB(s)ds)
=SeB) ((B teP(—ePB—e P 1)1 —el)?

+ e BOB(H) — e BOB(t) — PO 4 1)

=5eBO(—1 — e BO 1 1) = —5.
(8.15)

A 8.3.4.Lemmaés (i~ U)"! = (i?2—U)~' = (=1-U) ! alapjan sziikségiink
van az aldbbi rezolvensre is:

0
(_1 . U)—l(emiB(t)) :e—B(t) (( . 6mz’B + e—B/ b(s)e(mi—i-l)B(s)dS)
-1
. ( 11— e_B)_l _ (14mi)B(t)

t
+/ b(s>e(1+mi)B(s)d8)
-1

B e(mi—‘rl)B_l

_—BM)((_ ,miB B _1_ . -B\1
(e )

_ (mi)B() w>
me+ 1
——BO (=i)™mi — 1 _ miB(t) M ‘
(I14+eB)(mi+1) mi+ 1
(8.16)
Specialisan,
. —4)22i — 1 - 21
] — )L (eBBO) _ 1) —e—B® (1) __2B(t)
( )l S = e h@rn ¢ n+d
—1
_eBO___ - 8.17
‘ 1+e B (8.17)
_ B2

2i+1°
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Hasonldéan megkaphato

— —i —i 22
(—1—U) (e 2 B(t) _ 1) =¢? B<t)T—{—1 (8.18)

is. Most mar nekilathatunk a normélforma egyiitthatéinak meghatérozasa-
hoz, nevezetesen

1 _ _ _
1 =T . 3iS ,
— _ _Ri |:_ 3iB(t) 1) - 2y _z'; —-1-U —1(,2iB(t) _ 1 :|
T 3iB(t) ] S [ - 2iB()_ 20 ]
—_ _pn i 1l = ZR C_p2uB@)_ 27
SR R
:O ;
ahol kézben R; linearitasat és az
lR-(V(S(- 2By = lR-(W()‘(- XiXi) = iR.(e«%B(t) —1)=0
S T 19 T (] 19 TAL 3/1/ T

azonossagot hasznaltuk. Felhasznalva a (8.13) és a (8.16) formuléakat,

Z’ [ V% = —
=— %Ri [ Ti(eiB® — 1) + 2(—i) S (e PO — 1)]

— 1 .- v _ -1 ﬁ —2iB(t)

[V 10 (S )

T —25? i S Y 2%
=— Rile B0 — 1] + ZRl V(Xi7 2iB(t) T 1]
_(T 2595 S  —2iB(t)

i) Tzoa Ve
T —-25*)B Si _l
:( ‘ ) - z[_ (6 B(t) 1)]
2(i + B) 2— 4 7
_(T-25%)B S2B B (T—SQHJF%)
T 2i+B)  (2-4)(i+B) 2(i+B) 5

(8.20)
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adodik. Alkalmazzuk most (8.20)-t,(8.19)-t és az Z.J%B = ﬁ—; egyenlGtlenséget
(8.11)-re, ezek alapjan

11B +2

2(1+ B*)Re (a;) = TB* — BS? -

(8.21)

11-2B
2(1+ BHIm (a;) = —TB + BSQT. (8.22)

Re (a1) eljele hatérozza meg a bifurkécio iranyat, ahogy a tételben is meg-

fogalmaztuk, ami megegyezik 7' — S 2(”5—;2) elGjelével. A fenti két formulat

behelyettesitve (8.11)-be azt kapjuk, hogy

1 52
§=————|B|- | -T -TB*+ —(11 — 2B + 2B + 11B?)|
2(1+ B?) 5 (8.23)
| B o 11
= |T-S*—|.
7 | 5 |

Mivel B # 0, a T # % feltétel biztositja, hogy 6 > 0, igy a tételt bebizo-
nyitottuk.
O

8.5.  Wright-egyenlet periodikus egyiitthatoval

A nevezetes Wright-Hutchinson egyenlet (vagy mésnéven késleltetett lo-
gisztikus egyenlet) klasszikus forméja

y(t) = —ay(t = (1 +y(1)).
A z(t) = In(1 + y(t)) 6j valtozd bevezetésével Wright egyenlete a
H(t) = —a(e*V — 1)

alakba transzformalodik. Wrigth uttoré munkassaga ota ([Wrib5|) dolgoza-
tok tucatjai foglalkoztak ennek az egyenletnek és kiilonféle altalanositasainak
a dinamikajaval. Most a Wright egyenlet periodikus egyiitthatos valtozatat
tanulmanyozzuk:

i(t) = —ar(t)(e*D — 1), (8.24)



8. Bifurkacié rezonancia esetén 76

ahol a > 0 és r(t) folytonos fiiggvény, amelyre r(t + 1) = r(t) teljesiil
minden ¢ € R esetén. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy
f31 r(s)ds = 1, mivel a konstansszorzot kihozhatjuk a paraméterbe. Ekkor
9(§) = £+ 18+ 3+ 0O(&Y), ami azt jelenti, hogy S =1 és T = 1. Az alabbi
tétel a 8.3.1. Lemma és a 8.4.2. Tétel kozvetlen alkalmazéasabol adodik.

8.5.1. Tétel. A (8.2/) egyenlet periddus-leképezéseinek csalddja szuperkriti-
kus bifurkdcion megy dt és pontosan eqy invaridns gorbe bifurkdl a 0 egyen-
sulyr helyzetbdl, amint az o paraméter dthalad 5-n.

Erdemes megjegyezni, hogy ha r(t) = 1, akkor visszakapjuk az autonéom
esetet. Az autonom Wright egyenletre kozismert, hogy az a = F-ben egy pe-
riodikus megoldas jelenik meg az egyensulyi helyzet koriil egy szuperkritikus
Hopf bifurkéicio kovetkeztében. Ez konzisztens a mi tételtinkkel is.



9. AZ INVARIANS TORUSZ DINAMIKAJA ES
EGZISZTENCIAJA, TOVABBI KERDESEK

9.1. Dinamika a toruszon

A matematika 6néllé aganak tekinthet§ a dinamikai rendszerek vizsga-
lata toruszon, amely rendkiviil kiterjedt irodalommal rendelkezik. Itt csak
néhany alapvetsé eredményt emlitiink meg, amelyek kapcsolodnak a problé-
méinkhoz, és amelyekrdl [Wig90]-ben, [Kuz98|-ban és [Guc83]-ban is olvas-
hatunk. A Neimark-Sacker bifurkicional eltekintettiink a magasabb rendt
tagoktol, azok nem befolyasoltdk az invaridns toérusz keletkezését, a torusz
dinamikajaban viszont mar jelentss szerepet jatszanak. Legyen T? egy inva-
ridns torusz. Vegylink rajta egy mer6leges metszetet, ehhez tartozik egy P
Poincaré-leképezés, ami egy S'-gyel homeomorf zart gérbét énmagaba képez,
ez felel meg az invaridns gorbénknek. Ezen definialhatjuk az

a(¢) = P(¢) — ¢

anguléris fliiggvényt. Ha egy p-periodikus pont a meridiant g-szor keriili meg
egy p-hosszu ciklus alatt, akkor ezt (p, ¢)-ciklusnak nevezziik. A rotacios szé-

mot a o
P . Pk
L i 6(0)+alP9) £ -+ alP1(0)
27 k—oo k
formulaval definidljuk. A rotaciés szam jol meghatéarozott, a hatarérték 1é-
tezik és fiiggetlen ¢-t6l. P-nek pontosan akkor van (p, ¢)-ciklusa, ha p = g.

Ha p irraciondlis és P legalabb C%-sima, akkor topologikusan ekvivalens a
2mp szOghdz tartozd egyenletes forgatassal. Vannak ellenpéldék, ha P csak
C'-sima. Strukturalis stabilitas akkor van, ha p racionalis és minden periodi-
kus palya hiperbolikus. A phase-locking az a jelenség, amikor egy racionélis
rotacios szamunk van és a rendszer "beragad" az adott (p,q) frekvenciara,
mint ahogy ez egy tgynevezett Arnold-nyelv belsejében torténhet. Képzeljiik
el, hogy a komplex sikon az egységkoér minden racionalis pontjabol egy vé-
kony kis nyelvet inditunk kifelé. Szuperkritikus bifurkacié esetén a kritikus
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sajatérték a komplex egységkort kifelé metszi, és tipikus esetben atmetszi eze-
ket a siirtin elhelyezked6 nyelveket is. A jelenség prototipusa az Arnold-féle
korleképezés:

T+ x4+ w+ecos(2mxr) mod 1,

amely tobb tankonyvben is szerepel. Az Arnold-nyelvek maig komoly kuta-
tas targyat képezik, lasd pl. [BGVO03]. Egy Arnold-nyelv belsejében a rotécios
szam csakis az a racionalis szam lehet, amelyikbdél az adott nyelv indul. Mas-
részt minden racionélis pontboél indul egy nyelv, amelyek kiszélesednek, igy
metszik is egymast. Ebbdl az kovetkezik, hogy ha a sajatérték a komplex si-
kon Arnold-nyelvek metszetébe keriil, akkor ott méar nem létezhet az invaridns
gorbe, mivel két kiilonbozd rotacios szama lenne. A bifurkacié utan tehat az
altalanos viselkedés az, hogy a sajatérték kiilonb6zé Arnold-nyelveken halad
at, ekozben az invarians gorbe rotacios szama allanddan valtozik, allandoan
hosszu periodikus palyak sziiletnek és halnak el, amig az invaridns gorbe meg
nem sztinik. A dinamikai viselkedést tehat a magasabb rend nemlinearités
mellett a kritikus sajatérték szamelméleti tulajdonségai is befolyasoljak.

Egy masik tipikus példaja az Arnold-nyelveknek és az invarians gorbe
megsziinésének az

Tpp1 = rap(l —xp_q) + €

perturbalt logisztikus leképezés ([Kuz98|). Ha kiindulunk az 1:7 gyenge re-
zonancidhoz tartozé bifurkicids pontbol, egy rovid ideig az 1:7 Arnold-nyelv
belsejében létezik az invarians gorbe, hamarosan azonban egy peridédus-kett6z6
bifurkacion megy at a hét-periodikus palya és az invarians gérbe megsziinik.

9.2. Globélis bifurkécio

A globalis bifurkacios tételek funkcional-differencidlegyenletekre egészen
Rabinowitz 70-es évek eleji munkajaig nyulnak vissza ([Rab71]). Az alaptéte-
lek Nussbaum nevéhez fiiz6dnek ( [Nus75], [Nus76], [Nus78|, [MPN8&6|). Egy
alkalmazas a Wright-egyenletre szerepel [CH82]-ben, egy kissé altalanosabb
egyenlet pozitiv monoton esetre [AB88|-ban. A lényeg nagyjabol az, hogy ha
a rendszer elég szabélyos, akkor a lokélis bifurkacié soran kialakult strukti-
rak (pl. periodikus megoldésok) nem tiinhetnek el csak ugy hirtelen, topolo-
giai folytathatosag van és Osszefiiggdségnek kell lennie kiilénb6z6 bifurkacios
pontok kozott. Egy attekintd monografia a téméaban [KW97|. Azt néha nem
nehéz belatni (pl. a diszkrét Ljapunov-funkcional alkalmazasaval), hogy a
kiilénbo6z6 pontokban bifurkalt strukturak a kdztes paraméterértékeken nem
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alakulhatnak a4t egymaésba. Az irodalomban fellelhet6 példak szinte mind au-
tonom egyenletek Hopf-bifurkacioja soran keletkezett periodikus megoldasok
globdlis létezésével kapesolatosak. Definidlunk egy leképezést (az adott egyen-
lettdl fiiggden) az R x C' téren, ahol C' a fazistér, az R-komponens pedig a
paraméter. A bifurkiciés pontok egy kornyezetéhez hozzarendelhetéek ennek
a leképezésnek bizonyos, a periodikus megoldasbol adodé fixpontjai, ha pél-
daul egy "time-t map"-et hasznélunk, ahol t egy lehetséges periddushossz.
Ez a modszer a mi esetiinkre nem alkalmazhato, hiszen a fazistérben nem
tudunk fixpontot garantalni semmilyen time-t map-re. Legyen

G:={glg:S'— C,gcC}
a folytonosan differencialhato zart gérbék metrikus tere a

gl = llgll+ llg'll

normaval, ahol ||.|| jeloli a szokasos szuprémum-normat. Definialjuk az
F:RxG—RxG ,

F(y.9) = F,({g()t € (0,1]})

leképezést. Ha adott a C térben egy zart gérbe, aminek a pontjai ¢ € C
fiiggvények, akkor az F' periddus-leképezés melletti képhalmaza ezen gorbe
pontjainak szintén egy zart gorbét alkot a folytonossag miatt. Ily moédon F'
egy leképezést indukal a gorbék halmazan. Amennyiben egy invarians gorbé-
r6l van sz0, akkor az fixpontja lesz ennek az indukalt leképezésnek. Tehat egy
kritikus paraméterérték kornyezetében (v, g,) fixpontja lesz F-nak, ahol G
jeloli a bifurkalodott invaridns gorbét, v pedig kozel van valamelyik kritikus
¥, értékhez. Most mar hasonlit a szituacio a fejezet elején vazoltakhoz. Ellen-
6rizniink kell még, hogy a bifurkacié soran megjelend invarians gorbe eleme-e
a G térnek, valamint az F leképezés jol definialt, mindezek utéan ellendérizni
kell, hogy a folytathatosagi, globalis bifurkicids tételekben megkévetelt tu-
lajdonsagokat is teljesiti-e F. Ez egy lehetséges eljarasnak tiinik, az el6bb
ismertetett Arnold-nyelvek és a masodlagos bifurkaciok miatt azonban ugy
néz ki, nem nagyon lehet globélis 1étezést elvarni. Az irodalomban egyéltalan
nem taléltam globalis eredményeket torusz-bifurkaciora.
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9.3. Kiilonbo6zo késleltetések és periodusok

A disszertacioban végig kulcsfontossagi volt, hogy egyenleteinkben a pe-
riodus megegyezett a késleltetéssel, igy pontosan ki tudtuk szamolni a Floget-
egyiitthatokat. Erdekes és tovabbi kutatésra érdemes probléma, hogy mi tor-
ténik az egyéb esetekben. Ha a késleltetés a peridodus egész szami tobbszo-
rose, akkor triviadlisan visszavezethets a probléma az altalunk targyaltra. Ha
racionalis tobbszorose, akkor Floquet tétele egy tobbdimenzids differencia-
legyenletre vezet, ezt kellene megoldanunk a Floquet-egyiitthatok kiszamo-
lasdhoz. Az altalanos esetben azonban ez egzakt modon nem oldhatdé meg.
Hasonl6 probléma, amikor egy autoném egyenletet linearizalunk egy periodi-
kus megoldés koriil. Ezt vizsgalta Walther és Skubachevski, akiknek sikeriilt
némi informéciot nyerni a Floquet-egyiitthatokrol (van-e az egységkoron)
abban az esetben, amikor a periédus harom és még egyéb feltételek teljestil-
nek a jobboldalra ([WS03|). Waltheréknek van egy tjabb munkaja is, amely
még nem jelent meg ([WS05]), ebben racionalis approximécioval probalnak
feltételt nyerni a periodikus palya hiperbolicitasara irracionalis periddus ese-
tén is. A magasabbrendi egyenleteknél, mint a Mathieu-egyenlet, ugyanez a
probléma &ll el§, nincs zart formula a Floquet-egyiitthatokra. A gyakorlati
alkalmazasok szempontjabol néha elég a Floquet-egyiitthatok kozelits értéke,
ehhez a monodrémia-operator kiilléonb6z6 approximacioit tekintik, vagy a C'
tér egy véges-dimenzios kozelitését szakaszonként konstans fiiggvényekkel.
A numerikus modszerek jelenleg is intenziv kutatas alatt allnak, egy friss
eredmény példaul [BMV04]. Az az eset, amikor a késleltetés és a periodus ir-
racionalis egyméshoz, rendkiviil nehéznek tiinik. Az egyetlen altalam ismert
probélkozas ebben az iranyban a Floquet-egyiitthatok meghatarozasara Hu-
ang és Mallet-Paret egy 1995-6s preprintje ([HMP95]), amely azonban soha
nem Kkeriilt publikdlasra. Ebben egy homotépia elvén miik6dé modszert is-
mertetnek, amellyel bizonyos diofantikus feltételeket teljesité egyenletek ese-
tén a Floquet-egyiitthatok egyértelmiien megfeleltethetGek egy racionélis eset
egyiitthatoinak és azoknak adott kérnyezetében helyezkednek el.



10. SUMMARY

We study the local dynamics of the time-periodic scalar delay differential
equation

i(t) = y(a(t)z(t) + f(t, z(t — 1)),

in the neighborhood of critical values of the parameter. Such equations arise
very naturally in several applications (neural networks, population dynamics,
mechanics of high speed machines). At certain critical values of the parame-
ter the dynamics dramatically change, for instance the equilibrium loses its
stability, appearance of periodic orbits can be observed, etc. The classical
theory of bifurcations was established for one- and two-dimensional dynami-
cal systems. Using center manifold reduction and projection methods, one
can generalize bifurcation theory to higher dimensional systems. For delay
differential equations the usual phase space is the infinite dimensional Ba-
nach space of continuous functions on the initial interval. In the critical case,
all the essential qualitative features of our dynamical system are captured
by the center manifold. Unfortunately, the classical process of computing the
dynamical system restricted to the center manifold using Hale bilinear forms
can not be applied directly to periodic equations. Recently a normal form
theory was presented for general periodic functional differential equations,
but that works only for equations with autonomous linear part.

The main achievement of this dissertation is that we give a complete bi-
furcation analysis for a wide class of periodic delay differential equations.
When the delay is the same as the period, then we are able to build up the
entire theory of Neimark-Sacker bifurcations for the infinite dimensional case
without any additional restrictions on the nonlinearity. The main technical
difficulty is that we need explicit computation of normal forms and finite
dimensional manifolds in our Banach space. To perform this, we use a func-
tional analytic approach, the spectral projection method. All the results are
explicit, we can determine the bifurcation points and the direction of bifur-
cations by the right hand side of our equation, this is important for specific
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applications. We observe the appearance of invariant tori in an extended
phase space.
The equation

#(t) =7 f(t, x(t = 1))

is not only a special case of the previous one, taking a(¢) = 0, but qualitatively
new phenomena may appear. In this situation we have bifurcations with
strong 1:4 resonance and the invariant torus does not necessarily exist. Strong
resonances have an extended theory, in this dissertation we also generalize
the case of 1:4 strong resonance to periodic delay equations. All our results
are explicit again.

Now we delineate the applied mathemical tools. Using Floquet theory, we
detect the critical values and the critical multipliers. The Floquet multipliers
are the eigenvalues of the monodromy operator, which is the derivative of the
period map at the equilibrium 0. By the characteristic equation we find the
number of multipliers inside the unit circle. We show that the conditions of
the bifurcation theorem are fulfilled. Varying the parameter, at critical va-
lues a pair of Floquet multipliers crosses the unit circle and Neimark-Sacker
bifurcation of an invariant curve occurs, which can be considered as an in-
variant torus in an extended phase space. To compute the map restricted
to the center manifold and to determine the direction of the bifurcation, we
generalize the projection method. The spectral projection operator is repre-
sented by a Riesz-Dunford integral. After solving a boundary-value problem,
we are able to compute the resolvent. The spectral projection is the residuum
of the resolvent. Then we present the bifurcation analysis and give an exp-
licit, checkable condition to determine the direction of the bifurcation and
stability properties of the invariant curve. We apply this result to periodic
versions of the most remarkable equations such as Mackey-Glass, Nicholson
and Krisztin-Walther equations. We obtain several new bifurcation theorems.
We give explicit results on extending the results to the resonant case. We can
detect the appearance of stable and unstable 4-periodic points. We deduce
the resonant Poincaré normal form. We prove that in case of periodic coeffi-
cients the strong resonance has no effect on the bifurcation. We illustrate this
on the example of the celebrated Wright-equation with periodic coefficient.
We pose some further questions: global existence of invariant tori, generali-
zation to the case when the delay is not the same as the period and to higher
order systems.
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The dissertation is organized as follows: after a short summary in Chap-
ter 2 one finds a brief introduction into the history of delay equations and
bifurcations, and we explain how our theorems are connected to the previous
papers in the literature. As a motivation, we give an overview of applicati-
ons from different subjects, leading to periodic delay differential equations in
Chapter 3. Chapter 4 is a general outline of the mathematical background.
Chapter 5, 6 and 8 contains only new results. In Chapter 5 we compute the
characteristic equation, the Floquet-multipliers, the resolvent of the monod-
romy operator and the spectral projection operator, then we generalize the
projection method to prove the Neimark-Sacker bifurcation theorem for pe-
riodic delay equations. Applying this theorem, in Chapter 6 we prove several
new bifurcation theorems for some notable specific equations. Chapter 7 is a
special one, we deduce the resonant Poincaré normal form. In the literature
there are contradictory results about that. The correct formula was also pub-
lished, but without the detailed computations. For that reason we present
the details here. In Chapter 8 the results related to the strong resonances are
collected: resonant bifurcation theorem and the theorem of periodic coeffici-
ents. Some further questions are discussed in Chapter 9, such as the possible
dynamics on the invariant tori and the case of different delay and period.
We finish the dissertation with an English summary and a comprehensive
bibliography.
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