
A 2012. évi Schweitzer Miklós Matematikai Emlékverseny
feladatai

október 26. � november 5.

1. Van-e olyan α valós szám, amelyhez vannak olyan f(n) és g(n) (N-b®l N-be képez®)
rekurzív függvények, hogy

α = lim
n→∞

f(n)

g(n)
,

ugyanakkor az α n-edik tizedesjegyét megadó függvény nem rekurzív?

2. Nevezzük a (Zn,+) ciklikus csoport egy A részhalmazát gazdagnak, ha minden x, y ∈ Zn-
hez van olyan r ∈ Zn, amelyre x− r, x+ r, y− r és y+ r mindegyike A-ban van. Milyen
α-hoz létezik olyan Cα > 0 konstans, amelyre bármely páratlan n-re minden A ⊂ Zn
gazdag halmaz legalább Cαn

α elem¶?

3. Bizonyítsuk be, hogy egy k-kromatikus gráf éleit tetsz®legesen két színnel színezve van
olyan k pontú részfa, melynek élei ugyanolyan szín¶ek.

4. Legyen K egységnyi térfogatú konvex test az n-dimenziós térben. Legyen S ⊂ K
olyan Lebesgue-mérhet® halmaz, melynek mértéke legalább 1 − ε, ahol 0 < ε < 1/3.
Bizonyítandó, hogy K-t a súlypontjából 2ε ln(1/ε) arányban kicsinyítve, a kapott test
tartalmazza S súlypontját.

5. Legyenek V1, V2, V3, V4 olyan négydimenziós lineáris alterek R8-ban, amelyek közül
bármely kett®nek a metszete csak a nullvektorból áll. Mutassuk meg, hogy van olyan
W négydimenziós lineáris altér R8-ban, amelyre mindegyikW∩Vi metszet kétdimenziós.

6. Legyenek A, B, C olyan n × n-es, komplex elem¶ mátrixok, melyekre [A,B] = C,
[B,C] = A és [C,A] = B, ahol [X, Y ] az X és Y mátrixok XY − Y X kommutátorát
jelöli. Bizonyítsuk be, hogy e4πA az egységmátrix.

7. Legyen Γ egy r sugarú körben fekv®, rekti�kálható, l hosszúságú egyszer¶ görbeív, és
legyen k egy természetes szám. Bizonyítsuk be, hogy ha l > krπ, akkor van olyan r
sugarú körvonal, mely Γ-t legalább k + 1 pontban metszi.

8. Rendeljük hozzá minden f : R2 → R függvényhez azt a Φf : R2 → [−∞,∞] függvényt,
amelyre Φf (x, y) = lim supz→y f(x, z) minden (x, y) ∈ R2-re.

(a) Igaz-e, hogy ha f Lebesgue-mérhet®, akkor Φf is Lebesgue-mérhet®?

(b) Igaz-e, hogy ha f Borel-mérhet®, akkor Φf is Borel-mérhet®?

9. Legyen D = {z ∈ C : |z| < 1} a komplex egységkörlemez, és legyen 0 < a < 1 valós
szám. Tegyük fel, hogy f : D → C \ {0} olyan holomorf függvény, amelyre f(a) = 1 és
f(−a) = −1. Bizonyítsuk be, hogy

sup
z∈D

∣∣f(z)
∣∣ ≥ exp

(
1− a2

4a
π

)
.
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10. LegyenK egy csomó a 3-dimenziós térben (tehát a körvonal egy di�erenciálható beágya-
zása R3-ba), és D a csomó diagramja (azaz olyan vetülete egy síkra, amely transzverzális
duplapontoktól eltekintve szintén di�erenciálható beágyazása a körvonalnak). Színez-
zük ki D komplementumát sakktáblaszer¶en feketével és fehérrel. De�niáljuk a diagram
ΓB(D) fekete gráfját a következ® módon: ΓB(D) csúcsai legyenek a fekete tartományok,
és két tartomány minden érintkezési pontján át menjen egy ®ket összeköt® él.

(a) Adjuk meg az összes olyan csomót, amelynek van olyanD diagramja, hogy a ΓB(D)
gráfnak legfeljebb 3 feszít®fája van. (Két csomót nem tekintünk különböz®nek,
ha az egyik a másikba mozgatható a körvonal beágyazásainak egy 1-paraméteres
seregével.)

(b) Lássuk be, hogy bármely csomó bármely D diagramjára ΓB(D)-nek páratlan sok
feszít®fája van.

11. Legyenek X1, X2, . . . független, azonos eloszlású valószín¶ségi változók, és legyen Sn =
X1 + · · ·+Xn, n = 1, 2, . . . . Melyek azok a c valós számok, amelyekre minden n esetén

P

(∣∣∣∣S2n

2n
− c

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Snn − c
∣∣∣∣) ≥ 1
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1117 Budapest, Pázmány P. stny. 1/C.,
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A verseny eredményhirdetése december 14-én, pénteken 14 órakor a Rényi Intézet Nagy-
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1A Társulat budapesti irodája a Rényi Intézetbe költözött!
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