A 2007. évi Schweitzer Mikl6és Matematikai Emlékverseny feladatai

1. Igazoljuk, hogy van

a) nem mérhetd,

b) 0 mértékid és kontinuum szadmossagu
részteste R-nek!

2. Egy n? + n — 1 elem@ halmaz 6sszes n elemii részhalmazat két csoportba osztjuk. Bizonyitsuk
be, hogy valamelyik csoportban lesz n paronként diszjunkt halmaz!

3. Jelolje w(n) az n természetes szam primosztéinak szaméat (multiplicitds nélkiil). Legyen

F(z) = maxw(n), G(z) = max (w(n) + w(n® +1)).

n<x n<x

Igazoljuk, hogy hogy G(x) — F(z) — oo ha = — oc.

4. Legyen p primszam, és legyenek aj,...,a,—1 a p elemil Z, (mod p) csoport nem feltétleniil
kiil6nb6z6 nem 0 elemei. Igazoljuk, hogy Z, minden eleme el64ll bizonyos a;-k 6sszegeként (az iires
Osszeg 0)!

5. Legyen D = {(z,y) | z > 0, y # 0}, és legyen v € C*(D) olyan korltos fiiggvény, amely
harmonikus D-ben, és amelyre © = 0 az y tengelyen. Mutassuk meg, hogy u azonosan 0!

6. Mely A C R halmazokra igaz az, hogy ha0 < zg <z < ... <z, <1,n=1,2,... tetsz6legesek,
akkor vannak olyan y; € A szdmok, hogy y;+1 — y; > ;41 — x; minden 0 < j < n-re?

7. Mutassuk meg, hogy léteznek ng, my, k = 0,1,2,... természetes szamok 1gy, hogy az nx + my,
k = 1,2,... 6sszegek kiillonb6z6 primszamok, és az x™*y™* polinomok linedris kombinaciéinak
halmaza stirti C([0, 1] x [0, 1])-ben a szuprémum normara nézve!

8. Egy A = {a;}2, sorozatra legyen SA = {ag, ap + a1,a0 + a1 + as, ...} az ap + a1 + ag + - - - sor
részletosszegeinek sorozata. Van-e olyan nem azonosan nulla A sorozat, amelyre az A, SA, SSA,
SSSA, ... sorozatok mind konvergensek?

9. Legyen A és B két haromszog a sikon gy, hogy mindkettd a belsejében tartalmazza az origét,
és minden origé kézéppontu C,. kérvonalra |C,. N A| = |C,. N B (itt | - | ivmértéket jelent a C..-en).
Igazoljuk, hogy A és B egybevagd. Igaz marad-e az 4llitds, ha az origé A és B hatdrdn van?

10. Legyenek (1, (s, ... azonos eloszlasu, valds értékii fiiggetlen valdszintiségi véaltozok 0 varhatd
értékkel. Tegyiik fel, hogy a A(\) := log Eexp(A(;) logaritmikus momentumgeneralé fiiggvényiik
minden A € R-re létezik (E a varhaté értéket jeloli). Legyen tovabba G : R — R olyan fiiggvény,
amelyre G(z) < min(|z|,2?). Bizonyitsuk be, hogy akkor elég kis v > 0O-ra az aldbbi sorozat

korlatos: 1 00
{Eexp (fylG (7(C1++Cl)>>} )
=1
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