Az 1997. évi Schweitzer Miklés Emlékverseny feladatai

1. feladat. Definidljuk minden k pozitiv egész szamra grafoknak egy G, osztalyat
a kovetkez6 médon. Egy G = (V, E) graf pontosan akkor eleme Gi-nak, ha létezik
éleinek olyan ¢: E — [k] = {1,2,...,k} szinezése, hogy a csicsok tetszileges
¢: V. — [k] szinezése esetén taldlhaté a grafnak olyan e = {x,y} éle, melyre
o(z) = ¢(y) = ¢(e). Bizonyitsuk be, hogy léteznek ¢; < ¢y pozitiv konstansok az
alabbi két tulajdonsaggal:

(a) minden Gi-beli grafnak legalabb c;k? csicsa van;
(b) van Gy-ban olyan graf, melynek legfeljebb cok? csticsa van.

2. feladat. Legyen A = {1,4,6, ...} azon n természetes szdmok sorozata, melyekre
n péaros szamid, n + 1 pedig péaratlan szamu primszam szorzata (az ismétl6dé
primeket multiplicitdssal véve). Bizonyitsuk be, hogy az A elemeinek reciprokaibél
képzett sor divergens.

3. feladat. Jeldlje f,(z) € Z[z] a H?Zl(x + j — 1) polinomot. Mutassuk meg,

hogy ha az a és 8 szamokra fige7(a) = fig99(3) = 0, akkor figer() # fi909(5)-

4. feladat. Egy 0-1-métrix elemi valtoztatasan egy elemének és vele egyiitt osszes
vizszintes, fiiggbleges és atlds szomszédainak (0-rél 1-re vagy 1-rél 0-ra) megval-
toztatdsat értjik. Zérusmatrixa alakithaté-e minden 1791 x 1791 tipusi 0-1-matrix
elemi valtoztatasokkal?

5. feladat. Legyen a; > ay > a3 > a4 > ... nulldhoz zaté sorozat. Egy egység
oldali négyzetbe a; sugaru kordket tesziink atfedés nélkiil egyészen addig, mig
tobb mér nem fér el. (Korabban letett kort nem szabad elmozditani.) Ezutan as
sugarti koroket helyeziink a megmaradt részbe addig, mig tébb mar nem fér el.
Folytassuk ezt az eljarést az as, ay, ... sugard korokkel. Mekkora lehet a korok
altal lefedett rész tertilete?

6. feladat. Legyen x végtelen szamossag és legyenek A, B k-szamossagu hal-
mazok. Konstrualjuk meg f: A — B fiiggvényeknek egy olyan 2% szdamossagu
F csaladjat, hogy akarhogyan vélasztunk véges sok kiilonboz6 fi,...,f, € F
fliggvényt és tetszoleges by, ..., b, € B elemeket, mindig van olyan a € A, amelyre

fl(CL) = bl, ey fn(a) = bn
7. feladat. Legyen G egy Abel-csoport, 0 < € < 1 és f: G — R" egy olyan
fiiggvény, amely kielégiti az

If(@+y) = fl@) = fl < Ifl (zy) € G

egyenl6tlenséget. Igazoljuk, hogy ekkor léteznek olyan A: G — R™ additiv és
v: A(G) — R™ folytonos fiiggvények, hogy f = p o A.

8. feladat. Legyen H végtelen dimenzids szeparabilis komplex Hilbert-tér és jelolje
B(H) a H korlétos linedris operatorainak algebréjét. Tekintsiik az
l«(N,B(H)) = {(An) | Ay € B(H) (n € N), sup |4, < oo}
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és
C(BN,B(H)) = {f: BN = B(H) | f folytonos a B(H)-beli norméra nézve}

algebrakat a pontonkénti miiveletekkel és a szuprémumnormaval. Mutassuk meg,
hogy ezen C*-algebrédk nem izometrikusan izomorfak. (Itt SN jeloli a természetes
szamok halmazanak Stone-Cech kompaktifikaltjat.)

9. feladat. Legyen adva egy (M, g) Riemann-sokasdg. Terjessziik ki a g metrikus
tenzort a T'M érintésokasagra a kovetkezé eléirdssal: ha a,b € T,TM (v € T,M),
akkor

gu(a, b) := gp(&(0), 5(0)) + gp(DaX(0), DY (0)),
ahol a, § olyan M-beli gorbék, hogy «(0) = B(0) = p; X és Y a- illetve S-menti
vektormez6 az X (0) = a, Y/(0) = b feltétellel; D, és Dy a Levi-Civita konnexid
szerinti, a megfelel6 gorbék menti kovaridans derivalasi operatora. Harmonikus-e
az (M, g) Riemann-sokasdg energiafiiggvénye a (7'M, §) Riemann-sokasdgon?

10. feladat. Rendeljiink egy n-dimenziés kocka csicsaihoz fiiggetlen standard
normalis eloszldsu valészintiségi véltozokat. Egy cstcsot mondjunk nagyobbnak
egy masiknal, ha a hozzarendelt szam nagyobb mint a masikhoz rendelt. Definial-
junk egy bolyongast a csiicsokon a kovetkezo szabdlyok szerint:
(a) a kezdSpontot az Osszes cstcs kozil egyenld valdsziniiséggel vélasztjuk,
(b) ha utunk soran olyan pontba jutunk, amelyhez talalhaté a vele szomszédos
csucsok kozott nala nagyobb, ezek koziil egyenlo valdszintiséggel valasztjuk
a kovetkez6 pontot,
(¢) ha ilyen nincs, megallunk.
Igazoljuk, hogy tetszoleges pozitiv e-hoz talalhaté olyan K, hogy
P(A> Klogn) <e

teljestil minden n > 1 mellett, ahol A a bolyongas lépéseinek a szama.

A feladatsort Mardéti Miklés gépelte jra.



