Kooperativ jatékok
(eladasjegyzet, 2022. majus 4.)

Katai-Urban Kamilla

Neumann Janos és Oscar Morgenstern az n-személyes kooperativ jatékok vizsgalatanal a
racionalis osztozkodas torvényeit tanulméanyoztak.

1. Definicié. Legyen N = {1,2,...,n} a jatékosok halmaza. Az S C N halmazt ko-
alicionak nevezzik, azaz S € P(N), ahol P(N) az N hatvanyhalmazat jeloli (N Osszes
részhalmazanak halmaza).

2. Definicié. A v: P(N) — R leképezést karakterisztikus fiigguénynek nevezziik. Tetszdleges
S € P(N) esetén a v(S) az a kifizetés, amit az S-ben 16v6 jatékosok Osszefogva elérnek, a
v(0) = 0 egyenlGségnek tetszsleges v karakterisztikus fliggvény esetén teljesiilnie kell. (Az
()-ra vonatkozo értéket sok esetben ki se irjuk.)

3. Jeldlés. (N,v) azt az n-személyes kooperativ jatékot jeloli, ahol N = {1,2,...,n} a
jatékosok halmaza, a v pedig a jatékhoz tartozo karakterisztikus fliggvény.

4. Példa. Megoldjuk a feladatsor 38. feladatat.

A csongradi fitness egyesiiletben Judit az edz8. Ha egyediil tartja az edzéseket, akkor
a heti haszna 6 ezer forint. Elgondolkozik azon, hogy felvehetne maga mellé egy vagy
két segédedzst, és akkor tobbet jarhatnanak a gyerekek edzésekre. Ha csak Ancsat veszi
fel maga mellé, akkor 16 ezer forint lenne a haszon, ha csak Fannit, akkor 26 ezer forint
lenne. Ha mindkettGjiliket felveszi, akkor 36 ezer forint lenne a haszon. Ancsa és Fanni
kiilon-kiilon nem alakitana egyesiiletet, de ha egyiitt alakitanak, akkor 6 ezer forint lenne a
hasznuk. Hatarozza meg a feladathoz tartoz6 3-személyes kooperativ jaték karakterisztikus
fliggvényét.

A jaték résztvevoit a kovetkezGképpen jeloljik, 1: Judit, 2: Ancsa, 3: Fanni. Tehéat a
jatékosok halmaza N = {1,2,3}, a feladat szovege alapjan a karakterisztikus fiiggvény:

6, haS={1}
0, haS={2}
0, haS={3}
v(S) =< 16, haS={1,2};
26, ha S ={1,3};
6, hasS=1{23);
36, ha S — N.

5. Feladat. Oldja meg a feladatsor 39. feladatat.

1. SZAVAZASOK

A tarsadalmi valasztasok elmélete a kovetkezd kérdésekkel foglalkozik.

e Hogyan tud emberek egy csoportja kézos dontésre jutni?

e Milyen tulajdonsagokkal rendelkezzenek a valasztasi rendszerek?
e Mikor lesz egy valasztési rendszer demokratikus?

e Hogyan lesz az egyéni sorrendekbdl kzos sorrend?

A kovetkezdkben néhany szavazasi rendszerrel ismerkediink meg. Alternativiknak nevez-
ziik azokat a dolgokat, amelyekre szavazni lehet.
6. Jeldlés. Az alternativak halmazat jelolje A.

7. Definicié. Legyen N = {1,2,...n}. Ha az S C N koalici6 nyer, akkor legyen v(S) = 1,
kiilonben a karakterisztikus fiiggvény értéke 0. A karakterisztikus fliggvény tobbségi szava-
zasndl két alternativa esetén:

_ [ 1, ha|S|>3;
v(S) _{ 0, kiilsnben.



Elsfordulhat, hogy egyes szavazoknak tobb szavazata van, tehat a szavazoknak mas a
sulya, igy jutunk a kovetkez§ szavazasi forméhoz.

8. Definicié. Legyen N = {1,2,...n}, és w; jelolje, hogy az i. szavazoénak mennyi szavazata
van, tovabba ¢ jeloli, hogy hany szavazatot kell elérni. Ha az S C N koalicié nyer, akkor
legyen v(S) = 1, kiilonben a karakterisztikus fliiggvény értéke 0. A karakterisztikus fiiggvény
stlyozott tobbségi szavazas esetén két alternativdndl:

_J 1, ha ) qwi>g;
v(S) = { 0, kiilonben.

Jele: (q;wy,wa ... wy).
9. Feladat. Oldja meg a feladatsor 40. és 41. feladatat.

Kenneth O. May 1952-ben bizonyitotta, hogy két alternativa esetén a tobbségi szavazas
tobb szempontbol is az egyetlen jo szavazasi modszer. A kovetkezd példa azt mutatja
be, hogy harom alternativanél mér el6fordulhat, hogy tobbségi szavazéis esetén az lenne a
gyGztes, akit a tobbség a legkevésbé akar. Tehét fontos az alternativak sorrendje is.

10. Jeldlés. Legyen A = {z,y}, és az = > y jelolje azt, hogy a szavaz6 az x alternativat
jobban szeretné, mint az y-t, azaz az x-et preferdlja y-nal szemben.

11. Példa. Legyen A = {x,y,z}, és n = 16 a szavazok (jatékosok) szama, a preferencia-
sorrendek legyenek:

e x>y > z: 7 szavazbénal,

e y >~ 2> x: 4 szavazénal,

® 2 >y = x: 5 szavazénal,

Ekkor a tobbségi szavazas (mivel akkor csak azt vessziik figyelembe, hogy mi van az 1.
helyen), az x alternativat hozza ki gyGztesnek, pedig a szavazok tobbsége azt szeretné leg-
kevésbé.

Ha ketténél tobb alternativa van, az egyik lehetéség, hogy t6bb koros szavazéast tartanak.
A tébbségi szavazds rdjdtszdssal gy zajlik, hogy minden kérben tobbségi szavazast tartanak,
és az az alternativa esik ki, amelyik a legkevesebb szavazatot kapta.

12. Példa. Tekintsiik a[I1] példat 1. kornek egy réjitszasos tobbségi szavazdsnal. Ekkor
az 1. korben az y alternativa kapta a legkevesebb szavazatot, igy az esik ki. A masodik
korben viszont az x: 7, a z: 9 szavazatot kap, tehat a z nyer.

Sok esetben nem akarnak tobb koros szavazast rendezni. Jean-Charles de Borda francia
matematikus, fizikus, 1770-ben a Francia Tudoményos Akadémia tagjainak megvalasztasa-
ra talalta ki a kovetkez6 modszert, amely egy kozos sorrendet Allit el a szavazok egyéni
preferencia-sorrendjeibdl. Ezt a szavazési rendszert most is hasznéljak a tudoményos élet-
ben, pl. a Szegedi Tudoméanyegyetemen is vannak szavazasok, amelyek igy zajlanak.

13. Definicié. A Borda-pontozds menete:

e Minden szavazo az alternativikat kozott sorrendet allit fel, azaz megadja a preferencia-
sorrendjét.

e Ha az alternativik szama |A| = m, akkor az elsé helyen 1évS alternativa m pontot
kap, a mésodik helyezett m — 1 pontot, és igy tovabb, az utolsé 1-et.

e A pontokat Gsszegzik az egyes alternativak esetén az Gsszes szavazora.

A Borda-pontozasban az a gy6ztes, aki a legtobb pontot éri el, és az elért pontok alapjan
egy kozos sorrend is megadhato.

14. Példa. Megoldjuk a feladatsor 42. feladatat.
Az A = {x,y, z,u} az alternativdk halmaza, és 15 szavazo esetén a preferencia-sorrendek

legyenek:
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o y > x>z >u:l szavazonal,
e T >z > u>y: 6 szavazénal,
e 2> x>y~ u: 8 szavazénal.

Adja meg, hogy a Borda-pontozas alapjan ki a gy&ztes, és hatarozza meg a kozos sorrendet
is.

Ennél a feladatnal |A| = m = 4, igy az egyes alternativikra es6 pontokat a kovetkezSkép-
pen kapjuk.

e r:1-3+6-448-3=51,

y:1-4+6-1+8-2 =26,
z2:1-246-3+8-4=052,
u1l-14+46-248-1=21.
Ez alapjan a valasztéast z nyeri, a kozos sorrend: z = x = y > u.

15. Feladat. Oldja meg a feladatsor 43., 44. feladatat.

Megfigyelhets, hogy a 42. és 43. feladatnal megadott preferencia-sorrendeknél, csak egy
szavazonal van kiilonbség. Ha a szavazd tudja, hogy melyik két alternativa lehet esélyes
a gyoGzelemre, akkor a sajat preferncia-sorrendjét tudja tigy modositani, hogy a szamara
kedvez6bb alternativa gy6zzon. Ezért a Borda-pontozas taktikailag manipuldlhato szavazasi
rendszer. A Borda-pontozéas nem fiiggetlen a lényegtelen alternativdktol, hiszen két alterna-
tiva helyzete a végsd sorrendben nemcsak azon mulik, hogy egymashoz képest hogy rendezi
a szavazo, hanem attol is fliigg, hogy a tobbi alternatividhoz képest hogyan rendezi.

A francia forradalom idején talalta ki Nicolas de Condorcet a kovetkez6 modszert, ami
egy joO szavazasi rendszernek tiinik, de a késGbbiekben latjuk, hogy vannak vele problémék.

16. Definicié. A Condorcet-mddszer menete:

e Az alternativak kozott az Osszes parra tobbségi szavazast hajtunk végre.
e Az az alternativa a végsé gydztes (Condorcet-gydztes), ami minden paronkénti tobb-
ségi szavazasban gyGztes.

17. Példa. Az A = {z,y,z} az alternativak halmaza, 3 szavazé esetén a preferencia-
sorrendek legyenek:

e >y =z,

e Y>>z,

® z>1x .

A péaronkénti tobbségi szavazasnal: x =y, x>z, y > z.
Az z alternativa a Condorcet-gy6ztes, a k6zos sorrend: = = y > z.

18. Példa. Az el6z6 példahoz képest csak annyit valtoztassunk, hogy a masodik preferncia-
sorrendben cseréljiik fel x és z szerepét.
oy z
e Yz,
o 2> Y.
A paronkénti tobbségi szavazésnal: x =y, y = z, z > .
Nincs Condorcet-gyGztes, ez az ugynevezett Condorcet-paradoxon.

Kenneth Arrow 1950-ben egy érdekes tételt bizonyitott, amelynek kimondasahoz néhany
fogalomra sziikséglink van. KEgy szavazot diktdtornak neveziink, ha az altala megadott
prefencia-sorrend lesz minidig a koézos sorrend. Egy szavazasi rendszer diktatira, ha van
a szavazok kozott diktator. A szavazasi rendszert egyhangunak nevezziik, ha minden szava-
zonak ugyanaz a prefencia-sorrendje, akkor ez lesz a kozos sorrend is. A szavazési rendszer
figgetlen a lényegtelen alternativdktol, ha két alternativa helye a kozos sorrendben csak attol
fligg, hogy egymashoz képest hogyan rendezik a szavazok, és nem fiigg attol, hogy a tobbi
alternativahoz képest hogyan rendezték. (Korabban lattuk, hogy a Borda-pontozas nem

fiiggetlen a lényegtelen alternativaktol.)
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19. Tétel. (Arrow-tétele) Legaldbb hdrom alternativa esetén, ha a szavazdsi rendszer egy-
hangi, és fliggetlen a lényegtelen alternativdktol, akkor diktatira.

2. STRATEGIAI EKVIVALENCIA

20. Definicié. Az (N,v) n-személyes kooperativ jatékot valddi (Iényeges) jatéknak nevezziik,
hav(N) > > v({i}) teljestil. Azaz ha az Gsszes jatékos sszefog, akkor nagyobb kifizetést
érnek el, mint kiilon-kiilon.

21. Definicio. Az (N,v) és az (N, v') n-személyes kooperativ jatékok stratégiailag ekviva-
lensek, ha léteznek olyan ay,aq, ..., a, valés szdmok, és ¢ > 0 valds szam, amelyre

v'(S) = cv(S) + Zai, barmely S C N-re.
€S

22. Megjegyzés. A stratégiai ekvivalencia olyan relacio, amely reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv, azaz ekvivalenciarelacio, igy tartozik hozza egy osztalyozas. A kovetkezd definicio
és tétel segitségével minden osztalybol kijelolhetd egy specialis tulajdonsaga elem.
23. Definicié. Az (N,v) n-személyes kooperativ jaték (0, 1)-normalizalt, ha teljesiilnek a
kovetkezsk:

(1) v({i}) =0, barmely i = 1,2, ..., n esetén;

(2) v(N) =1.
24. Tétel. Minden valédi (Iényeges) (N,v) n-személyes kooperativ jaték stratégiailag ekvi-
valens egy egyértelmien meghatdrozott (0,1)-normalizdlt jatékkal.

Bizonyitas. Keressiik az (N, v)-vel stratégiailag ekvivalens (I, v") jatékot, amelyre igaz,

hogy v'({i}) = 0 barmely i = 1,...,n-re és v'(N) = 1, azaz az (N,v’) kooperativ jaték

V({i}) =cv({i}) +a; =0, i=1,...,n; (1)

V(N)=co(N)+ > ai=1. (2)
=1

Az (1) egyenletbdl kapjuk:

a; = —cv({i}). (3)
Az (1)-ben szereplé n egyenletet dsszegezve kapjuk: > 7" a; = —cy i~ v({i}). Ezt behe-
lyettesitve a (2) egyenletbe

co(N) — e wv({i}) = 1. (4)
i=1
Mivel feltettiik, hogy a jaték valodi, igy a definici6 alapjan v(N) — > v({i}) > 0. Tehat
a (4) egyenletbdl kifejezhetjiik a c-t:
- ! >0 (5)
o(N) =i e({ih) ©

A (3)-ba behelyettesitve, amit a c-re az (5)-ben kaptunk:

: —v({7})
a; = —cv({i}) = —. (6)
' v(N) =i v({i})
Mivel az (1) és (2) egyértelmd megoldasa az (5) és a (6), igy a v’ is egyértelmtien meghata-
rozott, tehat egyetlen (0, 1) normalizalt jaték van minden ekvivalenciaosztalyban.
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25. Példa. Megoldjuk a feladatsor 45. feladatat.
Végezzen (0, 1)-normalizaciot az (N, v) 4-személyes kooperativ jatékon, ha N = {1,2, 3,4},
és a karakterisztikus fliggvény tetszéleges S C N koaliciora a kovetkezd:

2, halS|=1,

_ ) 5 halS|=2
v(8) = 7, halS|=3;
10, ha S=N.

Keressiik azt a (0,1)-normalizalt (INV,v) 4-személyes kooperativ jatékot, amely straté-

c sz

cv(S) + > ,cq @i teljesiil barmely S € N-re. A tétel bizonyitasa alapjan a ¢ és az

ai, ..., a4 szamok a kovetkezSképpen szamolhatok:
1 1 1 1
C = 4 - = 4 = = -,
o(N) =3 v({i})  10-37_,2 10-8 2

1
aiz—cv({i}):—g-Q:—l, i=1,...,4.

Tehat az eredeti jatékkal stratégiailag ekvivalens (0, 1)-normalizalt (N, v') jaték karakterisz-
tikus fiiggvénye:

-2—1=0, halS|=1,

5—-2=1, hal|S|=2

~7—3:§, ha |S| = 3;

10—4=1, haS=N.

V'(S) =

D[ 00| | = | =

26. Feladat. Oldja meg a feladatsor 46. feladatat.

3. ELOSZTASOK (SHAPLEY-ERTEK, MAG)

27. Definicié. Az (N,v) n-személyes kooperativ jaték esetén elosztdson egy olyan n-
komponenst = = (z1,x2,...,z,) € R™ vektort értiink (z; az i. jatékos ,része”), ami teljesiti
a kovetkezo feltételeket:

(1) @i > v({i});
(2) 2z @i = v(N).

Az §sszes elosztas halmazat E(v)-vel jeloljiik.

28. Megjegyzés. Az (1) azt jelenti, hogy az i. jatékos akkor fogad el egy elosztést, ha a
kifizetés legalabb akkora, mint amit egymaga is elért volna. A (2) alatt azt értjiik, hogy a
jatékosok altal szerezhetd teljes nyereményt szétosztjuk.

Lloyd S. Shapley 1953-ban definialt egy ® fliggvényt, amely minden (N, v) n-személyes
kooperativ jatékhoz hozzarendel egy ®(v) € R™ vektort gy, hogy a ®(v) vektor i. koor-
dinatdja az i. jatékos hatéasat tiikkrozze a jatékban. A ®(v) € E(v) vektorral megadott
elosztast Shapley-értéknek nevezziik, és a kévetkezd tétel szerint szdmolhato.

29. Tétel. Az (N,v) n-személyes kooperativ jatékhoz tartozo egyértelmien meghatdrozott
®(v) Shapley-érték komponensei a kovetkezd médon szamolhatdk:

Bi(v) = Y A(ISD(S) —v(S\ {i})), (7)
1€ESCN

ahol 4(|S]) = (|5|—1)7!1(!n—|5\)!'



30. Megjegyzés.

e A formulaban a 7(|S]) egyiitthatd azt mutatja meg, hogy milyen valoszintiséggel
csatlakozik az S\ {i} koalicibhoz az i. jatékos. A nevezGben a jatékosok Gsszes
sorrendjének szama szerepel. A szdmlaloban pedig az, hogy hany olyan sorrend van,
amikor az S\ {i}-hez csatlakozik az i. jatékos. Ezt ugy kapjuk, hogy azok, akik az
i.-en kivil tagjai az S-nek (|.S| — 1)! sorrendben léphettek be a koalicioba, mig az
S-en kiviilieknek (n — |S|)!-féle sorrendjiik lehet.

o A formula v(S) —v(S\ {i}) része azt mutatja, hogy a koaliciéra milyen hatéssal volt
az 1. jatékos, azaz mennyivel nétt a kifizetés azzal, hogy belépett S-be.

31. Példa. Megoldjuk a feladatsor 47. feladatat.

Hatéarozza meg a[dl példaban megadott 3-személyes kooperativ jatékhoz tarozo Shapley-
értéket. (Hasznalja a |4} példa megoldasaban talalhato jeloléseket.)

A ®(v) vektor komponenseit a tétel segitségével hatarozzuk meg. Mivel a jaték
3-személyes, igy n = 3, és a y(|S|) értékei a[29 tételben szerepls képlet alapjan:

%, ha |S] = 1;
Y(IS)) =19 g halS[=2
Pl =3

30
A (7) formula alapjan a kovetkezo értékeket kapjuk:

©i(v)= Y (ISN((S) — (S \{1})) =

1eSCN
= L (({(1) —v() + S (0({1,2}) ~ v({2) + S(({1,3)) — o({3})+
2 0({1,2,3) ~ o({2,3)) =
:3(6—0)+é(16—0)+é(26—0)+%(36—6) _ %7 _ 10,
Dy(v) = %(0—0)+é(16—6)+é(6—0)+é(36—26) = 1—38 = 6,
D3(v) = %(0 -0)+ é(% —6) + é(G —0) + %(36 —16) = % =11.

A jatékhoz tartozo Shapley-érték: ®(v) = (19,6,11), ami elosztas, hiszen teljesiti a
definici6 feltételeit. Tehét a hasznon tgy osztoznak a Shapley-érték szerint, hogy Judit 19
ezer forintot kap, Ancsa 6 ezer forintot, Fanni pedig 11 ezret.

32. Feladat. Oldja meg a feladatsor 48. feladatat.

33. Definicié. Az (N,v) kooperativ jaték v karakterisztikus fliggvényét szuperadditivnak
nevezziik, ha tetszéleges S, T C N, SNT = () esetén, v(SUT) > v(S) +v(T). Ez azt fejezi
ki, hogy Osszefogas esetén legaldbb annyit nyernek, mint kilén-kiilon.

34. Feladat. Oldja meg a feladatsor 49. feladatat.
35. Definicié. Legyen (N, v) n-személyes kooperativ jaték, és z,y € E(v) elosztasok. Az x
elosztds domindlja y-t az S C N koalicidra nézve, ha teljesiilnek a kovetkezsk:

(1) x; > y;, barmely i € S esetén;

(2) Sies i < 0(S).
Jele: x =gy
36. Definicié. Legyen (N, v) n-személyes kooperativ jaték, és z,y € E(v) elosztasok. Az x
elosztds domindlja y-t, ha 1étezik olyan nemiires S C N koalici, amelyre nézve x dominalja

y-t.
Jele: x =y



37. Példa. Legyen N = {1,2,3}, és tekintsiik azt az (IV,v) 3-személyes jatékot, amelynek
karakterisztikus fliggvénye:

0, halS|=1;
o(8) =1 2, hals|=2;
1, haS=N.
Az z = (%, 1—75, ) ésazy = (3, %, &) vektorok elosztasok, mert teljesitik a definicio

feltételeit. Az x elosztas dominalja az y-t, ugyanis az S = {2, 3} koaliciéra nézve teljesiilnek
a definicio feltételeit:

(1)T;>1%’%2>é; 2

(2) 15 + 5= 3 < U({2?3}) =3
Tehat az x elosztas kedvezébb, mint az y az S = {2,3} koalicié szempontjabol, ugy, hogy
az altaluk elérhet§ kifizetés keretein beliil marad.

A Shapley-érték segitségével egyetlen elosztast adunk meg, mig a kooperativ jaték magja
az elosztésok egy részhalmaza lesz.

38. Definicié. Egy (N, v) n-személyes kooperativ jaték magja azon x € E(v) elosztasokbol
all, amelyeket egyetlen elosztas sem dominal. Jele: C(v)

39. Tétel. Ha egy (N,v) n-személyes kooperativ jiték v karakterisztikus figgvénye szuper-
additiv, akkor

n
Cv) = {(.’El,l‘g, cey Tp) le =ov(N) és sz > v(S) bdarmely S C N—re} .
i=1 i€S
40. Példa. Megoldjuk a feladatsor 50. feladatat.

Igazolja, hogy a [l példaban megadott karakterisztikus fiiggvény szuperadditiv. Haté-
rozza meg az elosztasok halmazat, és a kooperativ jaték magjat. (Hasznalja a . példa
megoldasaban talalhato jeloléseket. )

A karakterisztikus fliggvény:

6, haS={1};
0, haS=/{2};
0, haS={3};
v(S) =< 16, haS={1,2};
26, ha S =1{1,3};
6, haS=1{23};
| 36, haS=N.

A karakterisztikus fiiggvény szuperadditiv, mert a 2-elemi halmazok kifizetései nagyobbak,
mint az 1-elemii halmazoké, ami kézott kettd 0 kifizetéssel szerepel, tovabba az Gsszes jatékos
halmazabdl elhagyva egy tetszéleges elemet a kifizetés nagyobb mértékben cstkken, mint az
1-elemt halmazok kifizetése.

Az elosztasok halmaza a 27 definici6 szerint:

E(U) = {($1,$2,$3): T 2> 67 T = 07 z3 > 07 T+ T2+ T3 = 36}

A tétel alapjan a magban szerepld elosztasokra a kovetkezd egyenlGtlenségek teljesiilnek
még: 1 +x > 16, 1 +x3 > 26, x9+x3 > 6. Ezeket a feltételeket az E(v)-ben szereplkkel
Osszevetve kapjuk, hogy 6 < 1 < 30, 0 < z9 <10, 0 < 23 < 20 teljesiil, tehat a mag:

Cv) ={(z1,22,23): 6 <21 <30, 0 <xo <10, 0 <23 <20, 21+ 22+ 23 =36}.
Ezek azok az elosztasok, amelyeket egyetlen elosztas sem dominal.

A mag elemei tehat bizonyos szempontbdl a legjobb elosztasoknak tekinthetdk, viszont
van olyan kooperativ jaték, aminek a magja iires.

41. Feladat. Oldja meg a feladatsor 51., 52. és 53. feladatat.
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