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az X halmaz részhalmazainak halmaza, azaz az X halmaz hatvanyhalmaza
a természetes szamok halmaza, N ={1,2,...}

az egész szamok halmaza, Z ={...,—2,—1,0,1,2,...}

a racionalis szdmok halmaza

a valds szamok halmaza

a komplex szamok halmaza

a z komplex szam valds része

a z komplex szam képzetes része

a racionéalis szamtest felett algebrai komplex szamok halmaza

{(a,a) | a € A} — az egyenl@ségrelacio az A halmazon
A X A — a teljesrelacié az A halmazon

a K test feletti 1 x n-es matrixok halmaza

az A négyzetes matrix determinansa

az A matrix transzponaltja

az oy,..., &, elemekhez tartoz6 Vandermonde-matrix

az «&1,...,%, elemekhez tartoz6 Vandermonde-determinans

Csoportok, permutaciécsoportok
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Vektorterek
dimg (V)
[V] yooe ,Vk]
Hom(V, W)
Hom(V)
idvy
Ov
Im(o)
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A A A

a G csoport X C G részhalmaz altal generalt részcsoportja
a szimmetrikus csoport a H halmazon

az alternalé csoport a H halmazon

az n-edfoku diédercsoport

a K test feletti x-hatarozatlant polinomgytird

az T € K[x] polinom fokszama

az x hatarozatlan racionalis kifejezéseinek halmaza a K test felett (Qyx))
az T € K[x] polinom x hatarozatlan szerinti (formalis) derivaltja

a K test feletti V vektortér dimenzioja

a Vvi,...,vk vektorok altal generalt altér

a 'V — W linearis leképezések vektortere

a V — V linearis transzforméaciok vektortere

a V vektortér identikus linearis transzformacidja, idy: V =V, vi— v
a V vektortér zérus linearis transzformacidja, idyv: V-V, vi— Oy
az @ linearis leképezés képtere

az @ linearis leképezés megtere
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DETERMINANSOK

Determinans és kifejtése, a ferde kifejtés tétele. A determinanselméleti dualitési elv. A determinénsok szor-
zéastétele, méatrixok inverze. Cramer-szabaly

1.1. A determinans

Legyen K test, n természetes szam és A € K™*™. Az A matrix determinansat az alabbi modon definialjuk:

Z sgn(7) - ar,i;. .. Anne

TTESH

Az A matrix determinansat det(A) vagy |A| jeloli. Az n természetes szamot a det(A) determinans rendjének

nevezzik.
Legyenek a;j (1 < 1i,j < n) tetszoleges K-beli elemek, ekkor ezen elemek determinansan az ezen elemekbdl
képzett A = (ai,j)nxn € K™*™ matrix determinansat értjiik, jelolése:

a0 Qin

An,1 **° Qnmn
1.1. Példa. Legyen K test és a; 5 € K (1 <1i,j < 3).

(a) Legyen A = (01,1)- Ekkor |A| = Zne& sgn(m) - ar,1x = ai,;1.

(b) Legyen A = (a]’] am). Ekkor

azi a2
ar,; arp

det(A)=| " = E sgn(7) - a1,1702 2 = (+1) - ar1a22 + (1) - ar2az,71,
a1 a2

TES
azaz a fédtloban dllo elemek szorzatdbdl ki kell vonni a mellékdtlcban dllo elemek szorzatdt.

(c) Legyen A = (aij)3x3. Ekkor

ar1 ar2 a3
det(A) =|az,1 az2 a3
as,1 a4z 033

D sgn(n) - a1,1702,2003 37
eSS

= a1,102,203,3 +a7,202,303,1 +a1,302,103,2 — A1,102,303,2 — A7,202 1033 — 01,302 203 7.
A determinans definiciojanak négy egyszeri kovetkezményét fogalmazzuk meg az alabbiakban.
1.2. Kovetkezmény. Legyen A négyzetes mdtrixz a K test felett. Ha az A mdtriz
(a) wvalamely sordnak minden eleme 0, akkor determindnsa 0,
(b) két sora megegyezik, akkor determindnsa 0,

(¢) trianguldris, akkor determindnsa a fédtlobeli elemek szorzatdval egyezik meg.
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d) Ha A = (@i j)nxn €s valamely ip € {1,...,n} indexre ai, ; = a! .+ a!’ . teljesiil minden j-re (1 <j < n),
s) 05) 1

05J 10,]
akkor

ar A1 n a A1 n

QAig—1,1 - Qiz—1n Aig—1,1 - Qig—1,n
/ / " "

det(A)=| a{;1 - Qigm |+| aign 0 aign
QAig+1,1 -+ Qig+1n Qig+1,1 - Qig+1mn

Qn,1 te An,n an,1 co an,n

Bizonyitds. Legyen A = (aij)nxn-
(a) Tegyiik fel, hogy az A matrix valamely sordanak minden eleme 0. Ekkor

det(A) = Z sgn (7'[) ‘A1 Anne = O)
TES

mivel tetszéleges 7 € S, permutaciéra az aq 15 - - An,nx Szorzat O.
(b) Tegyiik fel, hogy az A maétrix i-edik és j-edik sora megegyezik (1 <1i < j < n). Ekkor

det(A) = Z (Sgn (7'[) . H ak,kn) = Z <Sgn (7.[) : H ak,kn) + Z (Sgn ((1 J)Tt) : H Qi ((i j)on)) = O)
k=1 k=1 k=1

TESH TTEA TEA L

mivel S, = Ap U{(ij)om| e AL}
(c) Gondoljuk meg, hogy ha m € S, nem az identikus transzformacio, akkor az aj 1. --- annx szorzat O,
mivel valamelyik tényezGje 0. Igy

det(A) = Z sgn (7() A1 Anne = Q1,1 - - Ann.
TTESH

teljesiil.

(d)
det(A) = Z sgn (1) -a1,17 - Aiy—1,(ig—1)m * Qig,igm * Qig+1,(ig+1)mAn,nmx
_ / "
= Z sgn (1) -a1,17 - - - Qig—1,(ig—1)m * (aio,ioﬂ' + aio‘ioﬂ) *Qig+1,(ig+1)mOn,nm

!
= E sgn (T0) *Q1,1m -+ Qig—1,(ip—1)m * Qig,ignm * Qig+1,(ig+1)nOn,nm

"
+ E sgn (1) a1 17 - Qig—1,(ig—1)m " Qig,igm * Qig+1,(ig+1)An,nm

TTESh
ai, e @im ai, e aim
Qig—1,1  ** Qig—1,n Qig—1,1 -+ Qig—1,n
/ / " 1"
=] Qg Qg [T Qg Qg
Qig+1,1 - Qig+i,n Qig+1,1 0 Qig+1,n
anJ e anm. anJ e anm
Ezzel az allitasban foglaltakat igazoltuk. O

1.3. Tétel. Legyen A tetszdleges négyzetes mdtriz a K test felett. Ekkor
det(AT) = det(A). (1)

Bizonyitds. Legyen A = (aij)nxn és bij =aj i (1 <1i,j <n). Ekkor

det(AT) = Z sgn (7-[) 'b1,17t"'bn,n7'[: Z Sgn(n)'aln,l o Qnan

TTES TTESH
= Z sgn (ﬂ_1) Qa1 A1 = Z sgn (7'[) A1yl Anan = det(A)
n—1eSy TESH
Ezzel az allitast igazoltuk. O

1.4. Tétel (Determinanselméleti dualitasi elv). Ha egy determindnsokra vonatkozd igaz dllitdsban a ,sor” és az
,082lop” szavakat felcseréljiik, akkor egy igaz dllitdast kapunk.



1. DETERMINANSOK >3

1.2. Elemi atalakitasok

A determinéansok bizonyos atalakitasai jol atlathato modon véltoztatjak meg a determinéns értékét, ezek — amint
majd latni fogjuk — komoly szerepet kapnak a tovabbiakban.
ar1 -0 Qi

Legyenek a;j (1 <1,j <n) tetszéleges K testbeli elemek, és legyen D = | : © |. A D determinans

An,1 *° Qnn
elemi atalakitasai a kovetkezsk:

e két sor |oszlop| cseréje,
e egy sor [oszlop| szorzasa valamely (K \ {0})-beli elemmel,

e egy sorhoz [oszlophoz| hozzéadjuk valamely sor [oszlop| K-beli elemszeresét.

Az elemi atalakitasok tulajdonsagait az alabbi allitasban foglaljuk Gssze. Az allitdsokat csak sorokra mondjuk ki
és igazoljuk, de a dualitasi elv szerint oszlopokra is igazak.

Legyen A tetsz6leges K test feletti (n x n)-es matrix (n € N). Definialjuk az alabbi métrixokat:
o Aij az A matrix i-edik és j-edik sorainak felcserélésével kapott matrix (1 <i#j < n),
e A,xi az A maétrix i-edik soranak o € K\ {0} elemmel val6 szorzasaval kapott matrix (1 <i < n),

e Aj,pxi az a matrix, amely ugy keletkezik, hogy az A matrix j-edik sorahoz hozzdadjuk i-edik soranak
B-szorosat (B € K, 1 <1#j<n).

1.5. Allitas. Legyen K test, n € N és A = (aij)nxn € KM*™. Ekkor igazak az aldbbiak:
(a) det(Aicy) = —det(A) (1<i#j<n);
(b) det(Agxi) =ca-det(A) (1 <ig<n, aeK);

(c) detl(Ajipxi) =det(A) (1<i#j<n, BeK).

. o . r_ /
Bizonyitds. (a) Legyen ai , = ajv, aj,

legyen v = (ij). Ekkor

=aiy (1 <v<n)ésa), =ayy (I <wv<n, u#i,j), valaming

/ / / /
det(Aij) = E sgn (70) @] 10 Qi @ Annn
TTES L

= E Sgn(ﬂ)’a1,17'r‘"aj,in"'ai,jn"‘an,nn
TTESH

= E sgn (71) @1 17 Qijje e Qi Gy
TIES

= § sgn (YW) A1 1y Ay Qiy Anny
TTES K

= § Sgn(n)'a1,17t"‘ai,i71'"aj,jn"'an,nn
TTES

= —det(A).

det(Axxi) = Z sgn (70) -Q1 17+ Q41 (1) - X i * Qi1 (i41)7 - Qnynre
€S

= Z Sgn (70) Q1,1 @i, (1) Qe * Qg1 (L4 1) ** Qnyne
TESH

= o - det(A).
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det(Aj+B><i) = Z sgn (T[)'a],]ﬁ"'(aj,jﬂ+[3ai,j7f)"'an,ﬂﬂ

TTESH
= Z sgn (7'[) Q10 Qiig s Ayt Anyne + 13 Z sgn (7'[) A1 Qigize s Qigje s - ° Annn
TESH TESH
Qai T Ain
=det(A)+ - :
ai,n Ain
| S —
0
=det(A).

1.6. Tétel (Kifejtési tétel). Legyen K test, n természetes szam és A € K™ *™. Ekkor tetszdlegesr,c € {1,2,...,n}
természetes szamokra teljestil, hogy

n n
det(A) = Z arj(—1 )THDTJ = Z arjArj  (az r-edik sor szerinti kifejtés),
=1 =1

n n
det(A) = Z ai‘c(—UHCDi‘c = Z ai,cAic  (a c-edik oszlop szerinti kifejtés).
i=1 i=1

Bizonyitds. Legyen A = (aij)nxn ésT €{1,2,...,n}. Ekkor ath')vetkezmény (d) részét tobbszor alkalmazva
kapjuk, hogy

aii a1,j,1 a]’j am“ aln
ai e Al n
: : no|0r—1,1 ... Qr—15-1 Gr—15  Qr—1j+1 ... Qr—1n
ar,l ... Qrn| = E 0 0 Qr,j 0 0
. : =1 |Qr41,1 cee s Qrglj—1 0 Qrglj Qreglj+l oee Qrgln
an,1 an,n
an,1 e An,j—1 An,j An,j+1 e anon
arj .. 0 0 .0
arj arj—1 alj+1 a1 n
n . . . .
(A-1)+(—1
= E (D)0 G s a1 Qe1get eee Gt
j=1 Ar+15  oee Qr41j—1 Qrplj+1 ove Qrglm
and e an,jq an‘jﬂ e An,n
n
i+
=3 (-1N"ar ;D
j=1
Oszlop szerinti kifejtésre az allitas hasonléan bizonyithato. O

1.7. Tétel (A ferde kifejtés tétele). Legyen K test, n természetes szam és A € K™*™. FEkkor tetszéleges
1/ c,c’ €{1,2,...,n} (r#71', c #c’) természetes szamokra teljestil, hogy

n
: aT)jAT/»j = O’

j=1

n
E ai’CAi,C/ =0.
i=1
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1.8. Tétel (A determinansok szorzastétele). Legyen K test, n természetes szam és A,B € K"*™. Ekkor
det(A - B) = det(A) - det(B).

1. Bizonyitds. Legyen A = (ai j)nxn €5 B = (bij)nxn. Ekkor A-B = (ZE:1 ai‘kbk)j)

det(A-B)= > sgn(n)-[] <i ai,kibkt,in>

kovetkeztében
nxn

nESn i=1 kl:1
n n
— Z cen Z al;k] "'an»kﬂ ’ dk]""’kn)
k=1 kn=1
ahol
dk] ik = Z sgn(n) . bk1 A7 e e bkmnﬂ
T[€Sn
bk]J bkhn
bkn,] bkn)n
0, ha [k, ..., knll <m,
sgn <k1 kn) ' |B|> ha |{k1)- ”»kn}‘ =T
Ezért
n n
det(A-B) = Z Z A1,ky + - Anyky - dk‘>""k“
k=1 kn=1
n n 1 n
= Z ; Q1 Kk - On k, © SED <k1 kn> - |B

Il Il
/N~

OESH
(

Ezzel az allitast igazoltuk.

det(A) - det(B).

> sen T n “Q1k +--Ank, | o[BI
’ ki ... kn K1 T

kn=1

sgn(o) - arig... an,m;> - |B|

2. Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi (2n x 2n)-es M matrixot:

_ A Onxn _
0- (4, -

a1 ajn 0 0

an,] . an,n 0 0
-1 ... 0 b1 bin
0 —1 bn] bnn
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Ekkor det(M) = det(A) - det(B). Alakitsuk at a det(M) determinénst:

a1 ... Qin 0 0 o ... 0 2?21 a1,jbj,1 Z?:] a1,ibiyn

_|Qn,1 eee Qun 0 0 . 0 0 2?11 an,jij 2?11 an,jbj,n
detM) =5 00 by e bin| -1 L 0 b b

0 oo —1 bni ... bn,n 0o ... —1 b, bnn

0 ... 0 Yiyaiibin .. Fiyanbia

- o R
_ 0 0 Z]-:1 an,jb” Zj:] an,jbj,n _ A-B Onxn

_1 “ee O O oo 0 0T1><n E‘Tl

0 —1 0 0
= det(A - B).

O

1.9. Tétel. Legyen K test, n természetes szam és A € K"*™. Ekkor az A mdtriznak pontosan akkor van inverze,
ha det(A) # 0. Ha A-nak van inverze, akkor

-
At - Arn
] , .
~ det(A) :
n,1 te An,n
Arqg 0 Aln
Az méatrixot az A matrix adjungalt martixanak nevezziik (jel.: Adj(A)).
An,l e An,n
1.3. Cramer-szabaly
Legyen K test és a5, b1 e K(mymneN, 1<i<m, 1<j<n). Az
ai1x1+---+ainxn = by
: (2)
Am,1X1 + -+ amnXn = bnp

egyenletrendszert szabalyosnak nevezziik, ha m = n és az egyenletrendszer matrixanak determinansa nem 0.

1.10. Tétel (Cramer-szabaly). Ha szabdlyos egyenletrendszer, akkor pontosan egy megolddsa van:

ar; - arj—1 bt a0 arn
Am,1 o Qmyji—1 bm Am,j+1 o Qmyn .
Xj — 5 5) s) > (1 g] < Tl)
ar; o Qin
Am,1 o Omn

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer szabalyos. Legyen az egyenletrendszer méatrixa A, a kons-
tansokat tartalmazo vektor b = (by,...,bn)7T és x = (x1,...,xn)". Mivel det(A) # 0, ezért az egyenletrendszer
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matrixa invertalhato, igy x = A~'b az egyetlen megoldas. Tovabba, az Tétel felhasznalasaval adodik, hogy

Az
aig

)

Am,1

x=A""b
T
At o Arn
— ] . b
~ det(A) : - :
Ani  Ann
: A1’1b1+"'—|—An,1bn
~ det(A) :
A],nb1 +---+ An,nbn

(A1,1b1 + -+ Ayn1bn)/det(A)

(A1 by + -+ Ay nbn)/det(A)

arj1 b a0 aim

= A]’]b1 + e + An’]bn

Qm,j—1 Bm  Qmj+1 *° Qmn

egyenlGség a determinans j-edik oszlopa szerinti kifejtésével adodik (1 <j < n).
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K

1.4. Feladatok
1.4.1. Feladat. Bizonyitando, hogy

bi+c¢1 ci+ar a+by a; by
(a) ba+cy cx+ax ar+byl=2|az by c3|,
b;+c3 c3+az az+bs a3 bz cs3
1 x x?_1
1T x2 ... X;il
(b) . . 3 . == H (Xj*Xi).
. - : 1<i<jgn
1T xn xn—1

1.4.2. Feladat. Tetszdleges m természetes szdmra és f: R xR — R wvalds figguényre legyen A¢ m = (f(1,5))mxm-

Szdmitsa ki az A mdtriz determindnsdnak az értékét:
i4i2 ..
(1-;_11 )) ha L) € N)

meN ésf(i,j) =
(&) és flL,)) {O, kiilonben,

TH—i.-.}—j—Z haiieN
(b) ke Ny, meN és f(i,j) = (") haijeN,
0, ktilonben,
]_bifb
b
c) byeR (keNy), m=n+1ecNésf(i,j)=< "
1
)
0,
hai=jeN
(d) axeR, meN éf(i,j) =14 "r=IEN
a, kulénben,
ai—1 +bi1,
(e) axeR (keNpo), m=n+1€eN ésf(i,j) =< aj_1,
0,
In.k.o.(i,j), hai,jeN
(f) mENéSf(i,]'): 1 0(1»])) a'L,JG )
0, kiilonben,

1.4.3. Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi determindnsok négyzetét:
1 1 1 1

(5) meN és f(i,j) = {

hai=j €N,
haijeN, i—j=—1,
hai,jeN, i—j=1,

kiilénben,
hai=jeN,
hai,j €N, 1#j,
kiilénben,

0,

a b c d

—b a —d c
—C d a -b
—d -—c b a
1 0 ... 0
21 ... 0
1 2 ... 0
0 0 2

1 1 -1 -1
@ 7 7 1 b (b)
1 -1 -1 1
1.4.4. Feladat. Szdmitsuk ki a kovetkezd determindnsok értékét:
2
T+x1y1 14+x1y2 1+ %X1Yn 1
T+xy1 14+xy2 1+ X2Yn
(@) | . : A (b) |°
T+xnyr 14+xnY2 14+ XnYn 0
at af ' a}bi ab?' by
a? ag_lbz ag_zb% azb’zl_1 by
(c) . )
Nt a:;} bnis ag;%biﬁ an41 bﬁﬂ T

1.4.5. Feladat. Az a,b € R paraméterek mely értékei esetén van megolddsa az aldbbi linedris egyenletrendszer-

nek?
ax + y + z = 4
x 4+ by + z = 3
x + 2by + z = 4.

Hatdrozza meg a megolddsokat.

Ik.k.t.(i,]),

ha i,j € N,
kilonben.
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1.4.6. Feladat. Mi annak a sziikséges és elegendd feltétele, hogy egy egész szamokbdl dllo mdtriz inverze is egész
szamokbaol dlljon?

1.4.7. Feladat. Oldjuk meg a kévetkezd mdtrizegyenleteket:

o x@)-(09)

T 11 210 0
01 1 ... 1 121 ... 0
b x|0 01 .| Zfo1 2 .0
000 ... 1 00 0 2
1 1 1 -1 0 0 1.0 0 0 0
—1 0 0o 0 1 - 0 0 2 I 0 0
@ [0 11 0 0]x 0o 1 ol _|o -1 2 0 0
0 0 0 ... —1 1 10 o0 1 0 0 0 .. —12

1.4.8. Feladat. Hatdrozza meg az @ abrdn . old.) ldthato bivdsnégyzetek ,determindnsdt”.

1.4.9. Feladat. Legyenek ai; (1 <1,j < 2n) valds szamok (n € N), valamint legyen

ai o ain A1 n+1 o A1 n4n
A= : : ) A= : : )

an,1 -+ Qnn Ann+1 ° Annin

An+1,1 °° On4in An+in+1 0 An4lndn
Az = : ) Al =

An4n,1 *°° Qniyn,n An4n,n+1 On4+n,n+n

és A = (aij)i<ij<on- lgazak-e az aldbbiak:

(a) det(A) = det(A; 1 ) det(Azyz) —det(Aq ’2) det(AzJ );
(b) det(A) =det(Aq11A22 — A1 2A21);

a0 @ Grn41 0 Qlngn

(c) det | @n,1 == G Gnngl oo Qungn | =det(Aq) — Ag);

En En

(d) ha Ay > invertdlhatd, akkor det(A) = det(AL]Azyz — A1’2A£12A2’1A2y2) ?

Legyenek m és n természetes szamok gy, hogy m < n — 1, valamint &y, ..., x_1, %o, X1,

..y xm a K test elemei.
Jelolje Bandn (6¢—quy ey X1, X0y X7y«

..y 0m) azt az (N X n)-es (ai j)igi,jgn (K test feletti) matrixot, amelyre

xk, hai—j=Kk,
aij = e
0, kiilénben.

1.4.10. Feladat. Legyen K test, a,b € K és n € N. Hatdrozza meg az alabbi mdtrizok determindnsdt:
(a) Bandn(1,2,1); (b) Band,(1,a+1,1); (¢) Band,(1,a+ b,ab);
(d) Band,(1,...,1,2,1,...,1); (e) Band,(1,...,1,a+1,1,...,1).
1.4.11. Feladat. Legyen Uy =1 és U,, = det(Band,(1,2x,1)) € R[x] (n € N). Bizonyitsa be a kovetkezdket:

(a) han > 2 egész szam, akkor Uy = 2xUp_1 — Up_2;
(b) Un(1)=n+1 (n € Np);
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() Un(cos @) =R (n e Ny, 0< @ < 7).

(Az Uy (n € Np) polinomok a masodfaja Csebisev-polinomok.)

1.4.12. Feladat. Legyenek A és B a K test feletti (n x n)-es mdtrizok (n € N). Igazolja az aldbbiakat:
(a) Adj(A-B) = Adj(A) - Adj(B);
(b) Adj(Adj(A)) =A% - A.

1

1.4.13. Feladat. Legyen A, = () € Q™™ (n € N). Mutassa meg, hogy Ay € Z™<™.
1+)— 1 nxn

1.4.14. Feladat. Legyenek A és B olyan R™*™-beli mdtrizok, amelyek hasonléak C™*™-ben. Mutassa meg, hogy
R™*™_ben is hasonldak.

1.4.15. Feladat. Legyen A, = (ij)n n € R™™ (n € N). Hatdrozza meg az An mdtriz determindnsdt.

X

1.4.16. Feladat. Legyen A, = ((—1)[i/j])nxn € R™™ (n € N), ahol [x] az x valds szdm egészrészét jeldli.
Hatdrozza meg az Ay, mdtrix determindnsdt.

1.4.17. Feladat. Legyen A,, = ((—1 )[tg(i/m) € R™*™ (n € N). Hatdrozza meg az Ay, mdtrix determindnsdt.

nxn

1.4.18. Feladat. Legyen A, = (o(In.k.0.(1,j)))
AL mdtriz determindnsdt.

e R™" (n € N), ahol o(m) = Zdlm d. Hatdrozza meg az

nxn

1.4.19. Feladat. Legyen A, = (02(In.k.0.(i,3)))
az An mdtrixz determindnsdt.

nxn

€ R™™ (n e N), ahol 02(m) = }_4,, d*. Hatdrozza meg

1.4.20. Feladat. Legyen A, = nﬂ)) € R™™ (n € N). Hatdrozza meg az An mdtriz determindnsdt.

nxn

((TL*]
1.4.21. Feladat. Legyen A, = ((nzij)) € R™*™ (n € N). Hatdrozza meg az Ay, mdtriz determindnsdt.

nxn

1.4.22. Feladat. Legyen A, = (Ink.o.(n+1i,n—j))
determindnsdt.

axn € RY™ (n € N). Hatdrozza meg az An mdtric

1.4.23. Feladat. Legyen An = (9(ij))
A mdtriz determindnsadt.

€ R™™ (n € N), ahol ¢ az Euler-féle fiigguény. Hatdrozza meg az

nxn

1.4.24. Feladat. Legyen A, = (1(ij))
A mdtriz determindnsdt.

€ R™*™ (n € N), ahol u az Mébius-féle figguény. Hatdrozza meg az

nxn

1.4.25. Feladat. Legyen A, = (i — € R™™ (n € N). Hatdrozza meg az An mdtriz determindnsdt.

D nsn

1.4.26. Feladat. Legyen A, = ((1 — j)z)nxn € R™*™ (n € N). Hatdrozza meg az An mdtriz determindnsdt.
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VEKTORTEREK

Vektortér, altér, alterek metszete és Osszege. Alterek direkt Gsszege. Linearis kombinacio, generatorrendszer.
Linearisan fliggs és fiiggetlen vektorrendszerek, kicserélési tétel, béazis, dimenzi6. Vektor koordinatai adott
bazisban. Vektorrendszer rangja. Alterekre vonatkoz6 dimenziotétel.

2.1. A vektorterek definicidja

Legyen K = (K; +, -) test és V nemiires halmaz. Legyen @: VxV — V kétvaltozos, valamint legyenek A®: V — V
egyvaltozos miiveletek (A € K). AV = (V; &,A- (A € K)) algebrai strukttra vektortér a K test felett, ha az
alabbiak teljestilnek:

(V1) a @ miivelet asszociativ,

(

V2)
(V3) van olyan 0 € V elem, amelyre v 0 = 0 @ v = v teljesiil tetszéleges v € V esetén,
Va)

(

tovabba tetszGleges v,w € V és A, u € K elemekre érvényesek, hogy

a @ miivelet kommutativ,

tetszéleges v € V esetén van olyan w € V, hogy vbw=wdv =0,

(Vs) AO(vew) =A0veAow,
(Vo) A+ ov=A0vouoy,

(V7)) A- ) Ov=A0(nov),

(Vs)

Legyen V vektortér a K test felett. A V halmaz elemeit vektoroknak a K test elemeit pedig skalaroknak

nevezziik. Megjegyzésre érdemes, hogy a (V7)-(V4) tulajdonsagok éppen azt mondjak, hogy a (V; @ ) algebrai
struktura Abel-csoport, melynek egységeleme 0. Ebbdl azonnal adédnak a kovetkezdk.

2.1. Allitas. Legyen V vektortér a K test felett.

1-v=v, ahol 1 a K test egységeleme.

(a) A (V3) pontban definidlt O vektor egyértelmi; a 0 vektort a 'V vektortér zérusvektoranak nevezzik.

(b) Tetszdleges v € V wvektor esetén a (Vy) pontbeli w € V wvektor egyértelmi; a w vektor v ellentett vektora,
melyet a tovdbbiakban —v-vel jeldliink.

2.2. Példa. Az aldbbi struktiurdk vektorterek:
o Tetszbleges K = (K; +, - ) test és n természetes szdm esetén (K™, & ,A® (A € K)), ahol
(a1)---)an)€9(b1)---)bn) = (al +b1)---aan+bn))
AG (A1y.eyan) = (A ay...,A-an).
o Tetszdleges K = (K; +, - ) test és n természetes szam esetén (K™*™ & A ©® (A € K)), ahol
(ai,j)nxn D (bi,j)nxn = (ai,j +bi,j)n><n)
AO (ai,j)nxn =(A- ai,j)nxn-

o Tetszbleges K = (K; +, - ) test esetén (K[x]; +,A - (A € K)), ahol

pdq=p+q,

AOPp = Ap.
e (C(R); ®,A® (A€R)), ahol C(R) ={f: R — R | f mindenditt folytonos } és

(f&g)(x) =f(x) +g(x) (x €R),
(A® f)(x) = Af(x) (x € R).
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2.2. Alterek

Legyen V = (V;+,A - (A € K)) vektortér a K test felett, U C V. Azt mondjuk, hogy U altere V-nek, ha a
+ kétvaltozos és a A - (A € K) egyvaltozos miiveletek megszorithatok U-ra, valamint (U;+|y, A - ju (A € K))
vektortér K felett (jel.: U < V).

2.3. Allitas. Legyen V wvektortér a K test felett, U C V. Ekkor U pontosan akkor altere a 'V vektortérnek, ha

(a) 0 e,

(b) U zdrt +-ra, azaz valahdnyszor u,u’ € U, mindannyiszor u+u’ € U,

(¢) U zdrt a K-beli skaldrokkal vald szorzdsra, azaz valahdnyszor u € U és A € K, mindannyiszor A - u € U.
Legyen V vektrotér a K test felett és U, U’ < V. Ekkor az U és U’ alterek komplexus Osszegének

nevezziik és U + U’-vel jeloljiik az
u+u juel, u eu’}

halmazt. Azt mondjuk, hogy U+ U’ az U és U’ alterek direkt Osszege, ha minden (U + W')-beli vektor
egyértelmtien all el6 uw+ u’ alakban, ahol u € U és u’ € U’. Jelolése: U+ U ' =Ua U’ .
2.4. Allitas. Legyen V wektortér a K test felett és U, U’ < V. Ekkor UNU’ és U+ U’ is altere V-nek.

2.5. Allitas. Legyen V vektortér a K test felett és U, U’ < V. Ekkor V pontosan akkor direkt dsszege az U és
U’ altereknek, ha U4+ U =V és UN U ={0}.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy V = U & U’. Ekkor minden V=U & U’ = U+ U’. Legyen v e UNU’. Ekkor
v e U, U,V kivetkeztében v =v + 0 = 0 + v, ami maga utan vonja, hogy v =0. Azaz UN U’ = {0}.

Tegyiik fel, hogy U+ U’ =V és UN U’ = {0} teljesiil az U és U’ alterekre. Ekkor minden V-beli v vektor
felirhaté v =u 4 u’ alakban, ahol u € U és u’ € U’. Tegyiik fel, hogy v =u; +uj =uy +u), ahol uj,u; € U
és uj,u) € U'. Ebben az esetben azt kapjuk, hogy w; —u, = u) —uj € UN U = {0}, aminek kovetkeztében
w =up ésuj =u). Igy minden V-beli vektor egyértelmien all el6 uw+u’ alakban, ahol w € U és u’ € U/, ezért
v=ugu' [

2.6. Allitas. Legyen V wektortér a K test felett és Uy,..., U < V (k € N, k > 2). Ekkor V pontosan akkor
direkt 0sszege az Uq,..., Uy altereknek, ha

) V:u1 +”'+uk7
o UjN(Uy+---+Uj_1) ={0} teljesiil minden j-re (2 <j < k).

Legyen V = (V;+,A - (A € K)) vektortér a K test felett. A vq,...,vn € V vektorok A7,...,An € K (n € N)
skalarokkal vett linearis kombinaciéjanak nevezziik a

)\] 'V]+"‘+7\n'\)n€v

vektort. A Ay-vq+---+A, v, linearis kombinéci6 trivialis, ha Ay = --- = A, = 0. A trivialis linearis kombinécio
a zérusvektorral egyenld.

2.7. Allitas. Legyen V = (V;+,A- (A € K)) vektortér a K test felett, vi,...,vn € V. Ekkor a

A vi+ o+ A vn | A, A €K (3)
részhalmaz altér V -ben.

Az alteret a vi,...,vy vektorok altal generalt altérnek nevezziik (jel.: [vi,...,vnl). A vi,...,vy
vektorrendszer generatorrendszer, ha [vi,...,v,] = V.

Legyenek a vi,...,v, vektorok a V vektorrendszer tetszGleges vektorai. Azt mondjuk, hogy a vi,...,vn
vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha valahanyszor Ajvy +- - -+ Apvn = 0, mindannyiszor A; = --- = A, =0.
Azaz, a vq,--- , vy vektorrendszer pontosan akkor lineédrisan filiggetlen, ha csak a trivialis linearis kombinaciéjuk
allitja el6 a zérusvektort. A vi,...,v, vektorrendszer linearisan fiiggs, ha nem lineéarisan fiiggetlen, azaz
vannak olyan Aq,..., A, € K skalarok, amelyek nem mindegyike 0 és Ay - vy +---+ Ay - v, =0.

2.8. Allitas. Legyen V wvektortér a K test felett és vi,...,vqn € V (n € N).

(a) Ha 0 € {vi,...,vn}, akkor a vi,...,vn vektorrendszer linedrisan figgd.

(b) Ha vi =vj teljestil valamely i-re ésj-re (1 <1< j < n), akkor avi,...,vn vektorrendszer linedrisan fiiggd.
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(¢) Ha avi,...,vn vektorrendszer linedrisan figgetlen és 1 C {1,...,n}, akkor a vi (i € 1) vektorrendszer is
linedrisan fiiggetlen.

2.9. Tétel (Kicserélési tétel). Legyen V wektortér a K test felett, vi,...,vn linedrisan figgetlen vektorrendszer,
valamint Wy, ..., Wy generdtorrendszer V-ben. Ekkor minden i indexhez (1 € {1,...,n}) van olyanj € {1,...,m}
index, hogy a Vi,...,Vi—1,Uj,Vig1,...,Vn vektorrendszer linedrisan figgetlen.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a tétel allitisa nem igaz. Ekkor van olyan i index (i € {1,...,n}), amelyre a

Viye. ey Vie 1, U5, Vig1, ..., Vn vektorrendszer tetszéleges j index esetén nem linedrisan fiiggetlen (j € {1,..., m}).
Mivel a vi,...,Vi_1,Vit1,...,Vn vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ezért ez csak tugy lehetséges, hogy
UlyeroyWim € V1, ety Vi1, VidTye oy Vnl,

aminek kovetkeztében

WiyeoosUml € V1o, Vie 1y Vigry .o vl GV
Ez pedig ellentmond annak, hogy wq,...,u, generatorrendszer. O
AV vektortér vy, ..., v, vektorrendszerét bazisnak nevezziik, ha linearisan fiiggetlen és generatorrendszere

a vektortérnek. Azt mondjuk, hogy V véges dimenzids, ha V-nek van véges bazisa.

2.10. Allitas. Legyen V wvéges dimenzids vektortér a K test felett. Ekkor V minden bdzisa véges, sét barmely
két bazis elemszdma megegyezik.

Véges dimenzios vektortérben a bazisok kozos elemszamat a vektortér dimenziojanak nevezziik és dim(V)-
val jeloljiik.

2.11. Allitas. Legyen V véges dimenzids vektortér a K test felett, vi,...,vn bdzis V-ben. Ekkor tetszdleges
V -beli vektor egyértelmiien irhatd fel a bdzisvektorok linedris kombindcidjaként.

Legyen V véges dimenzios vektortér a K test felett, 5: vi,...,v bazis V-ben. Legyen tovabba v egy tetszéle-
ges V-beli vektor. Ekkor a Allitas szerint vannak olyan egyételmiien meghatarozott A1,...,An € K skalarok,
hogy v=A1-vi+- -+ Ay -vn. AAr,..., A\ skalarokat a v vektor vy, ..., Vv, bazisra vontakozé koordinatainak
nevezziik. A (A1,...,An)" € K™ elem-n-es a v vektor koordinatasora a vy,...,v, bazisban (jel.: [v]z).

2.12. Tétel. Legyen V véges dimenzids vektortér a K test felett. Ekkor igazak az aldbbiak:

(a) V barmely véges generdtorrendszerébdl kivdlaszthatd bazis;

(b) V bdrmely linedrisan fiiggetlen vektorrendszere kiegészithetd bdzissd.

2.13. Kovetkezmény. Legyen V n-dimenzidos vektortér a K test felett (n € N) és vq,...,vn € V. FEkkor az
aldbbi allitdasok ekvivalensek.

(1) A viy,...,vn vektorrendszer bdzis.
(il) A vi,...,vn vektorrendszer linedrisan figgetlen.
(iil) V=1[vi,...,vnl.

2.14. Ko6vetkezmény. Legyen V wvéges dimenzids vektortér a K test felett. Ekkor tetszéleges vi,...,vn € V
vektorrendszer barmely két mazimdlis linedrisan fliggetlen részrendszere ugyanannyi vektorbdl dll.

Legyen V véges dimenzios vektortér a K test felett. Ekkor avy,..., vy € V vektorrendszer rangja a maximalis
lineérisan fiiggetlen részrendszereinek kozos elemszama. Jelolése: r(vi,...,vn).
2.15. Kovetkezmény. Legyen V wvéges dimenzids vektortér a K test felett, vi,...,vin € V. Ekkor v(vi,...,vn)
megegyezik a [vi,...,vnl altér dimenzidjdval.

2.16. Tétel (Alterekre vonatkozo dimenziotétel). Legyen V véges dimenzids vektortér a K test felett, U, U < V.
Ekkor U és U’ is véges dimenzids, tovdbbd fenndll a

dim(U + U’) + dim(UNU) = dim(U) + dim(U’).
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Bizonyitds. Legyen uq,...,uy béazis az UN U’ altérben. A Tétel szerint az U, illetve U’ alterek uq, ..., ux
generatorrendszere kiegészithetd béazissa; legyen

Ulyeeey Uk, Ukiy. .., U bazis U-ban,
Wiy vy Uy UigTy ..., Uy bazis U’'-ban.
Azt fogjuk megmutatni, hogy az uq,..., U, vektorrendszer bazis az U + U’ altérben. Legyen u+u’ az U+ U’
altér tetszéleges vektora. Ekkor vannak olyan K-beli «1, ..., «q, illetve B1,..., Bk, B1+1,---, Pm skalarok, hogy
k
ERPELIE > ww
i=1 i=k+1
k
u' = Z “uy + Z Bi-ui,
i=1 i=1+1
igy
k 1 m
u+w =) (e +B) wi+ Y oaicuit Yy Bioug
i=1 i=k+1 i=1+41
azaz ui,..., Wy generatorrendszer U + U’-ben.
Az uq,...,un vektorrendszer linearis fliggetlenségének igazolasahoz, tegyiik fel, hogy

m
D viowi =0,
i1

ahol y1,...,Ym € K. Legyen u = ZL] Yi-ug € U Ekkoru=—3Y ", vi-u; € U kévetkeztében ue UNU’.
fgy Yiy1 =--- =7y1 =0, mivel uy, ..., bézis U-ban. Legyen ' = Y & | yi-wi+ Y ", vi-ui € U. Ekkor
u' = fZLkH vi-ui € U kovetkeztében u/ € UNU’. Igy yiy1 = =Ym =0, mivel Uy, ..., U, Uii1yen.y Um

bazis U’-ben. Végiil az adodik, hogy
m k
OZZ% U :Z'Yi'ui»
i=1 i=1

igy y1 = --- = vk = 0, hiszen az uq,...,ux vektorrendszer linedrisan fliggetlen. Ezzel belattuk, hogy az
U1,..., Wy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, igy béazis.
Ekkor azt kapjuk, hogy

dim(U+U) +dimUNU) =m+k=1+ (k+ (m—1)) =dim(U) + dim(U").

Ezzel a tételt igazoltuk. O
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2.3. Feladatok
2.3.1. Feladat. Fejezze ki av = (3,1,4)" € R® vektort az

w=0L-0" wu=_0-,2-3)" u=03-47"
vektorok linedris kombindcidjaként.
2.3.2. Feladat. Fejezze ki av = (2,—5,3)" € R® vektort az
w=(1,-3,2)", u=(2,-4,-1)", uz=(1,-57"T
vektorok linedris kombindcidjaként.
2.3.3. Feladat. Fejezze ki a p = 5x* —3x + 4 € R[x] polinomot az
Pr=x>—2x+5, pr=2x*—-3x, pz=x+2

polinomok linedris kombindcidjaként.

4 7
7 9

() oD =)

mdtrizok linedris kombindcidjaként.

2.3.4. Feladat. Kifejezhetd-e az M = ( ) € R?*2 mdtriz az

2.3.5. Feladat. Legyen V wvektortér a K test felett és U nemiires részhalmaza V-nek. Mutassa meg, hogy U
pontosan akkor altere V-nek, ha tetszdleges o1, oty € K skaldrokra és wi,uy € U vektorokra o1 -uy + o0z -uy € U.

2.3.6. Feladat. Mutassa meg, hogy az wy = (1,1,1)7, u, = (1,2,2)7, uz = (3,3,—-3)" wektorok kifeszitik a
V =R3 vektorteret.

2.3.7. Feladat. Milyen feltételek teljesiilése esetén lesz a v = (a,b,c)’ € R3 vektor eleme az [ur,uz,uz] < R3

altérnek, ahol w; = (1,2,0)7, up = (=1,1,2)7, uz = (3,0,—4)" 2
2.3.8. Feladat. Legyen S a K test feletti V vektortér tetszdleges részhalmaza. Bizonyitsa be az aldbbiakat.
(a) AV vektortér

def.
[S] éf{oq ‘U1t ancun [N € Ngy, Uy, un €8, &1y...,an € K}

részhalmaza altere V-nek, amely tartalmazza S-et.
(b) Ha a V wvektortér W altere tartalmazza S-et, akkor [S] C W.

2.3.9. Feladat. Legyen V a valds fiigguények K = R feletti vektortere. Mutassa meg, hogy az f = sin, g = cos
és h = idg filiggvények linedrisan fiiggetlenek.

2.3.10. Feladat. Legyen V walds vektortér és u,v,w € V linedrisan figgetlen vektorok. Igaz-e, hogy az w4+ v,
u—v, u—2v+w vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

2.3.11. Feladat. Mutassa meg, hogy az w = (1+1,21)" ésv = (1,1 +1)" vektorok linedrisan fiiggék a C feletti
C? vektortérben, de linedrisan figgetlenek az R feletti C* vektortérben.

2.3.12. Feladat. Legyen V wvektortér a K test felett, A € K ésv € V. Mutassa meg, hogy A -v = 0 pontosan
akkor teljestil, ha A =0 vagy v = 0.

2.3.13. Feladat. Legyen V wektortér a K test felett. Mutassa meg, hogy tetszdleges v € V wvektor esetén —v =
(—1) - v teljestil.

2.3.14. Feladat. Legyenek V = (V; ®,A 0 (A€ K)) és W = (V; B, A (A € K)) vektorterek a K test felett.
Igaz-e, hogy ® =B és A0 =AH (A€ K)?

2.3.15. Feladat. Legyenek V =(V; ®,A 0 (A€ K)) és W = (V; &, A (A € K)) vektorterek a K test felett.
Igaz-e, hogy A\ =AE (A€ K)?
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2.3.16. Feladat. Legyenek V =(V; ®,A0 (A€ K)) és W = (V; B,A® (A € K)) vektorterek a K test felett.
Igaz-e, hogy & = H?

2.3.17. Feladat. Legyen V wvektortér a K test felett. Igazoljuk, hogy a Vvi,...,vk € V wvektorrendszer akkor
€s csak akkor linedrisan figgetlen, ha minden V -beli vektor legfeljebb egyfélekképen dll elé a vy, ...,vi vektorok
linedris kombindcidjaként.

2.3.18. Feladat. Legyen V n-dimenzids vektortér, U pedig V egy (n—1)-dimenzids altere. Bizonyitsuk be, hogy
V-nek van U-n kivili vektorokbdl dllo bazisa.

2.3.19. Feladat. Igaz-e, hogy tetszdleges V vektortér barmely u,v,w vektordra
r(u,v,w) =r(u+v,u+w,v+w)?

2.3.20. Feladat. Igazoljuk, hogy ha V véges dimenzids vektortér, akkor V bdrmely U alteréhez van olyan U’
altér, hogy
V=UgU’

2.3.21. Feladat. Mutassuk meg, hogy a ,két vektor cseréje” elemi dtalakitds elddllithaté a tobbi két fajta elemi
dtalakitds véges szdma alkalmazdsdval.
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MATRIXOK

3.1. Matrix rangja

Matrix determinansrangja, rangszamtétel. Lineéris egyenletrendszerek megoldhatosaga (Kronecker—Capelli-
tétel). Homogén lineéris egyenletrendszer megoldasainak altere.

Legyen K tetszéleges test és mym € N. Legyen A = (aij)mxn € K™ ™ é 0 < 51 < -+ < s <M
(sorindexek), T < 07 < --- < ox < n (oszlopindexek), ahol k € N és 1 < k < n. Ekkor az A métrix s7,...,sk
idexti sorai és o1,...,0x indext oszlopai altal meghatarozott aldeterminansan a

Asi,00 7 Qsqo0k

Ds1 yeeesSK;0T5eeeyOK (A) =

Asp,00 0 Osy,0x

k-rendii determinénst értjiik. Az A méatrix determinansrangja pedig a legnagyobb rendd nemeltiing aldeter-
minansanak a rendje (jelolés: r4(A)). Azaz, az A méatrix determinansrangja k, ha vannak olyan 1 < s7 < -+ <
sk <més 1 <oy <--- <ok <nindexek, hogy

DS] yeeeySKk;01 ,...‘Ok(A‘) # 0

és minden k-nal nagyobb rendd aldeterminans 0.

A determinansrang definiciojanak kozvetlen kovetkezménye az alabbi allitas.

3.1. Allitas. Legyen A tetszéleges K test feletti (m x n)-es mdtriz (m,n € N). Ekkor
0 < 7(A) < min{m, n},
tovdbbd T(A) pontosan akkor 0, ha A minden eleme 0.

Az A € K™ ™ matrixhoz természetes modon rendelhets tovabbi kétféle rang. Az A matrix sorrangja, a
matrix sorai mint K™-beli vektorok altal alkotott vektrorrendszer rangja (jel.: r4(A)).
Az A matrix oszloprangja, a matrix oszlopai mint K™-beli vektorok &ltal alkotott vektrorrendszer rangja

(Gel.: 15 (A)).
3.2. Tétel (Rangszamtétel). Tetszdleges K test feletti A mdtriz esetén vs(A) =1,(A) =T14(A).

Tetszoleges K test feletti A matrix esetén az 15(A) = 15(A) = rq(A) mennyiséget az A méatrix rangjanak
nevezziik és r(A)-val jeloljiik.

Legyen v1, ..., vk tetszGleges vektorrendszer a K test feletti V vektortérben, valamint legyen A = (aij)mxn
tetszoleges K feletti (m x n)-es matrix.
Vektorrendszerek elemi dtalakitdsaz.

e@
Vi eeeyVigeeesViyee oy Ve 3 Viyoaay Vjyenny Vigeony Vi (1<i<j<k), (4)
@
ViyeroyVigeoos Ve S5 V1 ea, 00 Viyeuny Vi (1<i<k, acK\{0}), (5)
8.

Viyeooy Voo oy Viyeo oy Ve A9 Vioo 0, Vigee o, Vi + 00 Viy.on, Vi (1<1,j <k, xeK). (6)
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Matrixok elemi dtalakitdsai sorokra.

ai,n Ain @ aji ajn
: S I (1<i<j<k), (7)
aj 1 ajn ain Ain
. . e® . .
a1 v Qin ~laair ccr KGin (e K\ {0}, 1 <i<k), (8)
a1 o Qin &) ai,1 + a1 -0 Qin T XAjn
129}
. 1,),« . .
3 (xeK, 1<i,j<k); 9)
a1 Agyn aj,1 aj,n

Madtrizok elemi dtalakitdsai oszlopokra.

a],l .. a],] E ... a]‘i .. a]‘]
= : (1<i<j<k),  (10)
Am,i PN Am,j NN .o Qm,j RN Am,i
ai i xXan 4
1,i E 1,i '
> (x e K\{0}, T<i<k), (11)
am,i. ... ... a‘am,]
a]’i aLj E (1]‘1+0((11‘j (11‘)-
= (xeK, 1<i,j<k).  (12)
am’i’ am’j am)i_i_o(_amyj am,j

3.3. Allitas. (a) Vektorrendszerek 7@ elemi dtalakitdsai nem vdltoztatjdk meg a vektorrendszerek rangjdt.
(b) Mdtrizok sorokra vonatkozo @7@ elemi dtalakitdsai nem vdltoztatjdk meg a mdtrizok sorrangjdt.
(¢) Madtrizok oszlopokra vonatkozd 7 elemi dtalakitdsai nem vdltoztatjdk meg a mdtrixok oszloprangjdt.

Bizonyitds. (a) Legyen vi,..., Vi tetszéleges vektorrendszer a K test feletti V vektortérben, és legyen vi,..., vy
a f@ elemi atalakitasok valamelyikével kapott vektrorrendszer. Ekkor [vi,...,v{] C [vi,...,w] miatt
vy ..y ) < 1(vi,...,vx). Ha

E i li / / E

Viyeooy Vi~ V.o, Vi, akkor vi,... v~ v, Vi,
132) e®

Vigeooy Vi~ Vi oV, akkor vii...,vi 250 vy vy
e® @

c

5 € li I ! / LEVR)
Viyeeoy Vi~ Viyeo,Vy, akkor vy, v M vy vy
igy a vektorrendszer rangja valtozatlan kell maradjon az elemi atalakitasok soran, mivel megfelel6 elemi atalaki-

tassal a vi,..., v vektorrendszerb6l megkaphato a vi,..., v vektorrendszer.
A tétel (b) és (c) részei az (a) rész kivetkezményei. O

A Allitas birtokaban mar a Rangszamtétel is egyszertien bizonyithato.

A . Tétel (Rangszdmtétel) bizonyitdsa. Legyen A tetszleges K feletti (m x mn)-es matrix. Ha A = Opxn,
akkor r4(A) =15(A) =1,(A) = 0. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy A # Oyxn-

Sorokon végrehajtott elemi atalakitasokkal az A méatrix 1épcsds alakit matrixsza alakithato, legyen ez a matrix
L. A[3.3] Allitas kévetkeztében 15(A) = 15 (L).
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A bizonyitas masodik részében megmutatjuk, hogy elemi atalakitasok soran a determinansrang nem csokken.
Legyen k = t4(A) és legyenek 1 < s7 < -+ <sp <m, 1 <07 <--- < og <n olyan sor-, illetve oszlopindexek,
amelyekre Ds, . si:01,...,00 (A) # 0, valamint legyen B = (as, o, )kxk. Ekkor |B| = Dg, . s.:01,...,01 (A) # O.
Megmutatjuk, hogy az A matrix sorain végzett elemi atalakitas utan is van a kapott matrixban nemelting
k-rendd aldeterminéns:

e sorcsere: 1d. [6] abra old.);
e valamely sor szorzasa egy 0-t6l kiilonbo6z6 skalarral: 1d. m abra old.);
e valamely sor skaldrszorosat hozzdadni egy masik sorhoz: 1d. |8l abra old.).

O
3.2. Kronecker—Capelli-tétel
Legyen m,n € N, K test és a;j,b; e K (1 <i<m, 1<j<n). Az
a; X1+ -+ A4 nXn = by,
: (13)
Am,1X1 + -+ AmnXn = bnp

A (13) linearis egyenletrendszer matrixan az

a0 Qin
c Km><n
Am,1 T Am,n
matrixot értjiik, az egyenletrendszer kiegészitett matrixan az
a0 ain | by
c Kmx(n+])
Am,1 te Am,n bm
matrixot értjiik.
A egyenletrendszer matrixos, illetve vektoros alakja:
Ax = b, (matrixos alak)
ay X1 +---+ay-xn =b, (vektoros alak)

ahol A a egyenletrendszer matrixa, x = (x1,...,xn)", b = (by,...,bm)" és a; = (a1,j,...,am,j)T G =
1,...,m).

3.4. Tétel (Kronecker-Capelli-tétel). Legyen m,n € N, K test és a;;,b; e K (1 <i<m, 1<j<n). 4
egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha

T(A) =r(A [b),
aholb = (by,...,bm)", A az egyenletrendszer mdtriza és (A | b) az egyenletrendszer kiegészitett mdtriza.
A egyenletrendszer homogén, ha b = 0.
3.5. Példa. Tekintsik az

X2 + 2x3 + X4 + 2x5 + 5x¢ + 4x; = 2
X2 — X3 — 2x4 + 5x5 4+ 2x¢ — 4x; = 0
X2 + 2x3 + X4 + x5 + 2x¢ + 3x; = 1
2x2 + 3x3 + X4 + 4dxs5 + 66 + 4dx; = 6

linedris egyenletrendszert, amelynek mdtrizos alakja Ax = b, ahol

X1
01 2 1 25 4 zz 2
01 -1 =25 2 —4 3 ) | o
A=lo1 2 1 12 3 |» X=| ¢ b=1
02 3 1 4 6 4 X5 6

X6
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Eldszor hatdrozzuk meg az egyenletrendszer bévitett mdtrizdnak lépcsds alakjdt (sorokon végzett elemi dtalakitd-
sokkal):

o1 2 1 25 42 o10 -1 0 -9 0]—62
(Alb) = o1 -1 =252 40| 00T 1T 0 4 0] 42
o1 2 1 1 2 3|1 000 0 1T 3 0f12
02 3 1 46 4|6 000 0 0 0 1|11

Az egyenletrendszer
X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7
o 1.0 -1 0 -9 0 -62
0 0 1 1T 0 4 0 42
o o o o 1 3 0 12
o o o o o0 0 1T —M

kiegészitett” kiegészitett mdtrizdban az oszlopokhoz tartozo ismeretlenek is megjelentek; a kotott ismeretleneket
(piros szinnel jelolt viltozok) fejezhetjiik ki a szabad ismeretlenekkel (kék szinnel jeloltekkel) az aldbbi mddon:

X2 = —62 + x4 + 9Xs,

X3 :42—7(4 —4X6,

X5:12*3X@

x7 =—11,
ahol azx1,x4,%¢ € R ismeretlenek értéke tetszblegesen megudlaszthaté. Igy az egyenletrendszer megolddshalmaza:
Uap = {(x1,—62 + X4 + 9x6,42 — x4 — 4xg, X4, 12 — 3xg, X6, —11) T | x1,%4, X6 € R} .
A fejezet zarasaként a homogén lineéris egyenletrendszerek megoldashalmazait fogjuk megvizsgalni.

3.6. Tétel. Legyen myn € N, K test és A = (ai,j)mxn € K™*™. Ekkor az Ax = 0 homogén linedris egyenlet-
rendszer megolddsainak Ua halmaza altér R™-ben, amelynek dimenzidja n —r(A).

Bizonyitds. Legyen d = r(A). Ha d = 0, akkor A = Ouxn, Ua = R™. A tovabbiakban feltessziik, hogy d > 0.
Az egyenletek sorrendjének atrendezésével és az ismeretlenek atindexelésével elérhets, hogy

a1 - Qia
# 0.
agq,1 - Qq4,a
Legyen B = (ai,j)axn. Ekkor a Bx = 0 homogén egyenletrendszer ekvivalens az eredetivel, igy Ug = Ua. Legyen
Cdtly---sCn ER. Az

ar1x1 +---+aj axa —Q1,d+1Cd+1 — - — A1 nCn

aq,1X1 +---+0aq,dXa = —0d,d+1Cd+1 — " — Qg nCn

egyenletrendszer szabalyos, igy a Cramer-szabaly ([1.10] Tétel) szerint pontosan egy megoldasa van. Legyenek a

1 d T
vy = (cg ),...,cg ),1,0,...,0)
—d —d
Vg4 = (cgTL J,...,cfin ) 0,...,0,1)T

vektorok megoldésai a Bx = 0 egyenletrendszernek. Ekkor a vi,...,vn_gq vektorok bazist alkotnak Ug = Ua-
ban. Ha (c1,...,cn) € Ua, akkor

n—d ) n—d .

Cd+1 Vi + - +Cat(n-d) " YVn-d = Z Cd+j021),.--> Z Cd+jC(d]),Cd+1)--->Cn

j=1 j=1
kévetkeztében (c1,...,Cd,Cd41,++-yCn) = Ca41 V1 + - +Cdt(n—d) Vn—d, 8ZaZ V1,...,Vn_4 generatorrendszer.
Tegyiik fel, hogy cqy1 -vi + -+ + Ca4(n—d) - Vn—d = 0. Ekkor cqy1 = -+ = ¢ = 0, aminek kévetkeztében

V1,...,Vn_q linearisan fiiggetlen, ezért bazis. Igy dim(Ux) =n —d =n —r(A). O
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Az Ua altér tetszoleges bazisat az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszer fundamentalis megoldas-
rendszerének nevezziik.

3.7. Tétel. A egyenletrendszer megolddsainak halmaza co + Ua, ahol co a egyenletrendszer eqy tetszd-
leges megolddsa.

3.3. Matrixegyenletek

A linearis egyenletrendszerek altaldnositasaként vizsgalhatjuk az
AX =B (14)
alaku egyenleteket, ahol A és B adott K test feletti matrixok. A célunk az X (K feletti) matrix(ok) meghatarozasa.

3.8. Allitas (Sziikséges feltétel a méret alapjan). Legyen K test, A € K™*™ ¢és B € K™, Ha a mdatriz-
egyenlet megoldhatd, akkor m =1 és tetszdleges X megolddsdra X € K™** teljesiil.

3.9. Tétel (Kronecker-Capelli-tétel matrixegyenletekre). Legyen K test, A = (aij)mxn € K™™ és B =
(bi,x)mxs € K™*. Ekkor a mdtrizegyenlet pontosan akkor oldhaté meg, ha v(A) = r(A|B), ahol

aii arn b1,1 b1,s

(AB) =

QAm,1 cer Qmn bm,1 bm’S
Bizonyitds. Az A és B matrixok oszlopvektorait jelolje a; (1 <j <n) és by (1 <k <s). Ekkor

AX = B megoldhato <= (3(xj,x)nxs € K"®)(bx =x1 -1+ + Xk -an (1 <k <s))
< by,...,bs € [ay,...,ay]
< [a7,...,a,] = [a7,...,an,b1,...,bg]
&~ r(aj,...,a,) =71(a,...,an,by,...,bg)
< r(A) =1(A[B).

O

Matrixegyenlet megoldasa is lehetséges Gauss-eliminécioval. Az el6z6 tétel jeloléseit hasznalva, a egyenlet
megoldasa azt jelenti, hogy egyszerre kell megoldanunk az Ax; = by,..., Axs = by linearis egyenletrendszereket.
Tegylik fel, hogy r(A) = r(A|B). Elemi atalakitdasok alkalmazaséval keressiik meg az (A|B) matrix 1épcsss alakjat:

(AIB) ~ (LAIB').

Ekkor La az A matrix 1épcsés alakja, valamint ha Lo valamely sora csak 0-kat tartalmaz, akkor B’ megfelels
sora is csak O-kat tartalmaz. Most mar csak az a kérdés, hogy hogyan olvashaté le a megoldas. (Ezt a kedves
olvasora bizzuk.)
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3.4. Feladatok

3.4.1. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi C feletti mdtrizok rangjdt. A feladat (b) és (c) részében az a,b,t
paraméterek tetszdleges komplex szdmok.

3 12
01 1 1 1 2 1 2 a :zttfl
@) A=[1 0 1 1], ) B=(1 -1 1 =1 b], @c=|" 1 . 5
11 01 4 1 2 12 L e

3.4.2. Feladat. Oldja meg az aldbbi R feletti linedris egyenletrendszereket. A feladat (d) részében a tetszdleges
valds paraméter.

x + y = f
5 4+ 6y = 2e
(2) 5 4+ 6y = 3v,
f + v = e+2
X1 + X2 + x3 + 12x4 = 2,
(b) X1+ X2 + 12x3 + X4 = 7,
x1 + 12x2 + X3 + xqg = 1
X1 + X2 + x3 + 12x4 = 2,
() X1  + x2 + 12x3 + X4 = 7,
X1 4+ 12x; 4+ X3 + xqg = 1,
12x7  + X2 + X3 + xq = 8§,
X1+ X2 + x3 + 12x4 = 2
X1 + X2 4+ 12x3 + xXq = 7,
(d) x1 + 12x; + X3 + xqg = 1,
12%4 + X2 + X3 + x4 = 8§
3x7 + X2 4+ 4xs + X4 = dq.
1 12
1T 12 1
A 13.4.2| Feladat (d) részének megoldasa. Legyen A = | 1 12 1 1], x = (x1,...,x4)" és b =
12 1 1 1
31 4 1
(2,7,1,8,a)". Ekkor egyenletrendszeriink matrixos alakja: Ax = b; az egyenletrendszer kiegészitett matrixa:
1 1 1 1212
1 1T 12 1 7
1T 12 1 1 1 R
121 1 1 8
3 4 1 a

(csak sorokon végzett elemi atalakitasokat alkalmazva) a méatrix lépcsss alakja az alabbi:

1.0 0 0] 23/33—a/51
01 0 0| 2/33—a/5
0 0 1 0|—19/33+14a/51
00 0 1| 5/33—a/5l
00 0 0| 1—55a/221

Ha 1 — 55a/221 # 0, azaz a # 221/55, akkor az egyenletrendszer a Kronecker—Capelli-tétel szerint
nem oldhaté6 meg. Ha a = 221/55, akkor az egyenletrendszer megoldhatd, egyetlen megoldasa van:

(34/55,—1/55,29/55,4/55)".

3.4.3. Feladat. Oldjuk meg a komplex szamok korében az

X1 + x2 4+ x3 4+ x4 + x5 = 0,

x1 4+ ix2 + X3 + X4 + x5 = —141,
X1 + X2 + ixz + X4 + x5 = —1—i
x1 + x2 + x3 + ixqg + x5 = 1-Ai
X1 + x2 + x3 + x4 + ixs = 141
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egyenletrendszert.

3.4.4. Feladat. Hatdrozzuk meg az

x1 + x2 + x3 = 1
X3 + xa + x5 = 4,
X1 + x3 + x4 = 2,
X2 + x3 + x5 = 3.

eqyenletrendszer dsszes megolddsdt a X testben, ahol K a Q,R,C, Z2,7Z3,Zs, GF(2%), GF(23) testek valamelyz'ke

3.4.5. Feladat. Tetszdleges n > 3 természetes szdmra oldjuk meg az X1 +X2 =+ =Xn—1+Xn =Xn +%x1 =1
egyenletrendszert a raciondlis szdmok korében.

3.4.6. Feladat. Legyenek m < n természetes szamok. Oldjuk meg az

X1+t xm = 1,
X2+t xmer = 1,
Xn-mt1t+-txn = 1,
Xn—m+2 + -+ Xn + X1 = 1)
Xn +X1 4+ X =1,

egyenletrendszert a raciondlis szdmok korében.

3.4.7. Feladat. Legyen N természetes szdm és T: {0,1,..., N} — R olyan leképezés, amelyre teljesiilnek az

fn—=1)+f(n+1)
2

fn) =1+ (1<n<N) (15)

egyenldségeknek.

(a) Mutassa meg, hogy a {0,1,...,N} = R, 1+ —n? leképezés eleget tesz a egyenldségeknek.

(b) Mutassa meg, hogy tetszéleges o, p € R walds szamokra a {0,1,...,N} = R, n— an+ B leképezés is eleget

tesz —nek.
(¢) Hatdrozza meg azokat az f:{0,1,...,N} = R leképezéseket, amelyekre (15)) és f(0) =0, f(N) =0 teljesiil.

3.4.8. Feladat. (a) Mutassa meg, hogy mdtrizok elemi dtalakitdsai (E, ceny EC) alkalmas invertdalhato mat-
rizokkal vald szorzdssal is megualdsithatdk.

(b) Legyen K test és A,B € K™*"  ghol myn € N. Ha a B mdtriz elemi dtalakitdsokkal keletkezik az A
mdatrizbol, akkor van olyan invertdlhaté C mdtriz, amelyre B = CA teljestil.

Legyen n € N és 1 < 1,j < n, valamint US}) € K™™ az a méatrix, amely i-edik soranak j-edik eleme 1, a tobbi
elem pedig 0.

(a) Legyen
(m _ (m) (m) (m) (m)
Chog =Em — Uiy — W50 + U + Uy 5
(m) _ (m)
C[i]+c Gl — Em + ui»i )

Ekkor a fenti matrixokkal valo bal oldali szorzas éppen a sorokon végzett, a transzponéaltjukkal val6 jobb oldali
szorzés pedig az oszlopokon végzett elemi atalakitdsokat eredményezi.

1Legyen p primszam és n € N. Ekkor GF(p™)-nel jeldljiik a p™-elemi testet, amely izomorfiatél eltekintve egyértelmt, GF(p™)
Zyp[x]/(f), ahol f € Zyp[x] irreducibilis n-edfokt polinom. A GF jeldlés a ,Galois field” kifejezésbdl ered.
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3.4.9. Feladat. Legyen A a K test feletti (n x n)-es mdtriz. Mutassa meg, hogy ha az (A | En) € KM mtriz
elemi (csak sorokra vonatkozd) dtalakitdsokkal (En | C) alakra hozhatd, akkor C szikségképpen az A mdtriz
inverze.

3.4.10. Feladat. (a) Mikor kollinedrisakﬂ az R?-beli P1(x1,Y1), P2(x2,Y2), P3(x3,y3) pontok?
(b) Mikor kollinedrisak az R?-beli P1(x1,Y1),..., Pn(Xn,Yn) pontok (n € Nyn > 3)?
(c) Mikor kollinedrisak az R3-beli P1(x1,Y1,21), P2(x2,Y2,22), P3(x3,Y3,23) pontok?
(d) Mikor kollinedrisak az R3-beli P1(x1,Y1,21);- -+, Pn(XnyYn,zn) pontok (n € Nyn > 3)?
3.4.11. Feladat. (a) Mikor illeszkednek az R?-beli P1(x1,Y1), P2(x2,Y2), P3(x3,Y3) pontok egyazon kérre?
(b) Mikor illeszkednek az R?-beli P1(x1,Y1), ..., Pn(Xn,Yn) pontok egyazon kirre (n € Nyn > 4)?

3.4.12. Feladat. Legyen f: Ng x Ng — C tetszdleges leképezés, valamint tetszdleges n természetes szamra legyen
Ain) = (ai,j)nxn € CY", ahol ay; =f(i+j—2,j—1) (1 <i,j <n). Hatdrozza meg az /-\(fn) mdtrix rangjdt az
aldbbi esetekben:

(a) f(a,b)=a, ne€{1,2,3,4,5,6}; (b) f(a,b) =(}), n€{1,2,3,4,5,6};
(¢) f(a,b) =min(a,b), ne€{1,2,3,4,5,6}; (d) f(a,b) =max(a,b), n€{1,2,3,4,5,6};
(e) f(aab):a+bia n€{1>2)3a4»5)6}; (f) f(a)b):a/(b+1)) n6{1)2»3)4)5)6}-

3.4.13. Feladat. Oldja meg az aldbbi Ax = 0 alaki homogén linedris egyenletrendszereket. Ha van nemtrividlis
megolddsa az egyenletrendszernek, akkor adjon meg eqy fundamentdlis megolddsrendszert is.

3343 4 4
2233

43 21 3434 3 4

(a)A—<1357>’ (b)A_ggég’ © A=14 33 4 43

4 4 43 3 3

3.4.14. Feladat. Hatdrozza meg az &, 3,7, ... egyutthatdkat az aldbbi kémiai reakciokban.

aBr” +BH" +yMnOs — §BrO; + e Mn?" + (H,0;
nFe+d0OH™ — (Fe(OH), + ke
AH20 + Oz +&e” — mOH™;
pFe(OH)2 + 00, +TH,0 — @ Fe(OH)3.
3.4.15. Feladat. Legyen f1,...,fy € K™ az Ax =0 (K feletti) homogén linedris egyenletrendszer egy fundamentd-

lis megolddsarendszere. Mutassuk meg, hogy f1,...,f{ € K™ akkor és csak akkor fundamentdlis megolddsrendszere
ugyanennek a linedris egyenletrendszernek, ha van olyan C € Kixt nemelfajuld mdtriz, amelyre

f3 f
| =cl
f{ fy
teljestil.
2 6 2 7 2 6 -2 1 2 2 6 21
3.4.16. Feladat. Legyen/lh—(1 3>,A2—(1 3>,A3—(1 3 O),B1_(3 4),Bz_<] 3 3 ]>
2 6
ésBz=[1 3. Oldja meg az A;X = Bj, BjX = A, XA; = Bj és XBj = Ay (1 < 1,j < 3) madtrizegyenleteket.
2 2
1T 11 0 0 2 33 1 11
v 1210 -1 4x6 +p |5 3 1 3 3 4%5 .
3.4.17. Feladat. Legyen A = 201 2 1 1 eR és B = 6 4 2 4 2 € R**°. Hatdrozza
T 1 1 1 1 1 4 2 2 2 2

meg az AX = B mdtrizegyenlet 6sszes megolddsdt.

2A Pq,...,Pn pontok kollinearisak, ha egy egyenesre illeszkednek.
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LINEARIS LEKEPEZESEK

Linearis leképezések és transzformaciok, vektorterek izomorfidja. Linearis leképezések mag- és képtere,
rangja, linearis leképezések dimenzidtétele. Miiveletek linearis leképezésekkel. Lineéris leképezés matrixa.
Bézisatmenet-matrix, lineéaris leképezés matrixa kiilonb6z6 bazisokban, hasonlé matrixok.

4.1. Linearis leképezések

Legyenek V, W a K test feletti vektorterek. A @: V — W leképzést linearis leképezésnek nevezziik, ha
barmely v,v’ € V vektorokra és A € K skalarra teljesiil, hogy

ev+V) =M+ o),
eA-v) =A-o(v).
Ha V =W, akkor a @: V — V linearis leképezést linearis transzformaciénak nevezziik.

Azt mondjuk, hogy a V és W vektorterek izomorfak, ha van egy @: V — W bijektiv linearis leképezés. A
V és W vektorterek izomorfizmusat az alabbi médon jeldljiik V = W vagy V =, W.

4.1. Allitas. Legyenek V és W a K test feletti vektorterek. A @: V — W leképzés pontosan akkor linedris
leképezés, ha
eA-VEAN - V)=A- W)+ A (V)
teljestil tetszdleges v,v' € V vektorokra és A\\" € K skaldrokra.
4.2. Tétel. Legyenek V és W wvéges dimenzids vektorterek, vi,...,vn bdzis V-ben és wy,...,wy tetszéleges

vektorok W -ben. Ekkor pontosan egy olyan @: V — W linedris leképezés létezik, amelyre @(vi) = wy teljestil
minden i-re (1 <1< n).

4.3. Példa. (a) Legyenk V a sik vektorainak vektortere R felett. Ekkor az origd korili o-sz0gd forgatds (0 <
o < 27) és az x-tengelyre vonatkozd tikrozés is linedris transzformdcidja 'V -nek.

(b) Ha 'V a valds szdmok halmazdn értelmezett, akdrhdnyszor differencidlhatd fiigguények tere, akkor a
VoV, faf

leképezés linedris transzformdacidja V -nek.

(¢) Legyen V a valds szamok halmazdn értelmezett dsszes fiigguények tere és W =R. Ekkor a
V oW, f— f(0)

leképezés linedris.
(d) Tetszdleges V vektortér esetén az
dy: V=SV, vy
leképezés linedris transzformdacidja V -nek.

(e) Tetszdleges V és W vektorterek esetén a
VoW, vies Ow
leképezés linedris.

Legyenek V és W a K test feletti vektorterek, valamint legyen @: V. — W linearis leképzés. Ekkor ¢
képtere:

Im (@) ={@(v) [v eV},
magtere:
Ker (@) ={veV]oev)=0w}.
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4.4. Allitas. Legyenek V és W a K test feletti vektorterek, valamint legyen @: V — W linedris leképzés. Ekkor
Im (@) altér W-ben és Ker (@) altér V-ben.

4.5. Tétel (Linearis leképezések dimenziotétele). Legyenek V és W a K test feletti véges dimenzids vektorterek,
valamint legyen @©: V — W linedris leképzés. Ekkor

dim(Ker (¢)) + dim(Im (¢)) = dim(V).

4.6. Kovetkezmény. Legyen V a K test feletti véges dimenzids vektortér, valamint legyen @: V — V linedris
transzformdcid. Ekkor a kivetkezdk ekvivalensek:

(a) @ bijektiv,
(b) @ injektiv,
(¢) @ szirjektiv.

Legyenek V és W a K test feletti vektorterek, @: V. — W, 1: V — W linearis leképzések és A € K. Ekkor
a @+ és A- @ leképezéseket az aldbbi modon definialjuk:

P+ V=W, vis ov) +h(v),
A@e: VoW, v a-@(v).

4.7. Allitas. Legyenek V és W a K test feletti vektorterek, @: V. — W, : V — W linedris leképzések és
A € K. Ekkor a @ +1 és A- @ leképezések linedrisak.

4.2. Linearis leképezés matrixa

Legyenek V és W véges dimenzids vektorterek a K test felett, £: eq,...,e;n bazis V-ben, F: f,...,f,, bazis
W-ben. Ha wy,..., Wy, tetszdleges W-beli vektorok, akkor a [£.2] Tétel szerint pontosan egy olyan ¢: V — W
linearis leképezés van, hogy @(ej) = wj teljesiil minden j-re (1 <j < m). A wi,...,wy, vektorokat irjuk fel az
f1,...,fn bazisban:

n
plej) =w; = Z ay;-fi (ai; € K).
i=1
Ekkor az a;j; € K (1 <i<n, 1<j<m) egyiitthatok egyértelmtien meghatarozottak. Az

ain o A1m
A(E’]:) _ : - : c Knxm

Anm  ° Anm

maétrixot a @ linearis leképezés matrixanak nevezziik az £ és F bazisokban. Ha V = W, akkor egy bézist

valasztunk; a @: V — V linearis transzforméacié matrixa az £: ey,..., e, bazisban: AEP ),

4.8. Allitas. Legyenek V és W véges dimenzids vektorterek a K test felett,
E:e1y...,€m bdzis V-ben €s F:fry...,fn bdzis W-ben.

FEkkor

teljestil tetszdleges v € 'V -re.
4.9. Allitas. Legyenck V és W véges dimenzids vektorterek a K test felett,
E:ery...,em bdzis V-ben és Fifr,...,fn bdzis W-ben.

Ekkor a
{o|@: V=W linedris leképezés} — K™, @ — Ang»f)

leképezés bijekcio.
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4.10. Példa. (a) Legyen V = R? mint a valds test feletti vektortér és a @ linedris transzformdcié az origora
vald tiikrézés. Ekkor ¢ mdtriza az £: e; = (1,0)7, ez = (0,1)T (standard) bdzisban:

10
£
Agh:<o —J>

mivel @(e1) = (—=1,0)T =(=1)-e; +0-e2 és p(ez) = (0,—1)T =0-e7 + (—1) - es.

(b) Legyen V n-dimenzids vektortér. Ekkor az idv: V — V, v — v identikus transzformdcié mdtriza 'V
barmely bdzisdban B, (az (n X n)-es egységmdtriz).

(c) Legyen V = R? mint a valds test feletti vektortér és a\p linedris transzformdcid az x-tengelyre vald tiikrozés.
FEkkor \ mdtriza a standard bdzisban:
& (1 0
W= 5)

mivel P(e1) = er ésP(ey) = —ey.

4.3. A bazisatmenet-matrix

Legyen V véges dimenziés vektortér a K test felett, £: eq,...,em és £’ ef,..., el bazisok V-ben. Ekkor
m
ej:Zci)--e{ (j:],...,m),
i=1

ahol (c1j,...,cmj)" € K™ az e; (bazis)vektor koordinatasora az ef,..., e/ bézisban (i=1,...,m). A Cg g/ =
(cij)mxm € K™*™ matrixot az £ béazisrol az £’ bazisra térténs bazisatmenet-matrixnak nevezziik. Legyen
v tetsz6leges V-beli vektor, melynek koordinatasora az eq,...,em béazisban Mg = (A1,...,An)" € K™, az
ef,...,en bazisban pedig [Vlg: = (A],...,A,)T € K™. Ekkor

m m m m m
AEDITUES B (D RCHE) B W PR IR
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
kovetkeztében A/ = Z;l] Ajci; (i=1,...,m), azaz

Mer=Myeo o M) T =Ceer - My oy Am) T = Cergr - We.

4.11. Allitas. Legyen V véges dimenzids vektortér a K test felett, £: ey,...,em ésE': €}, ... ek bdzisok V-ben.
Ekkor a Cg g/ € K™ ™ mdtriz invertdlhato, melynek inverze Cg/ g.

4.4. Linearis leképezés matrixa kiilonb6zé bazisokban

Legyenek V és W véges dimenzios vektorterek a K test felett, £: eq,...,em és £': ef,..., e, bazisok V-ben,
tovabba F: f1,...,fn és F': f{,...,f] bazisok W-ben. Tekintsiik a ¢: V — W lineéris leképezést, melynek
matrixai: A(gp’f = (Aij)nxm ©és Afp/’f/ = (a{j)nxm. Ha v € V, akkor v@ koordinatasora az F béazisban, az

Allitas szerint, a kovetkezoképpen szamolhato:

[eW)]F = Aﬁf’f) e,
masrészt
[@W)]7 =Crr 7 - loW)F
=Cr 7 (Af’ﬁ) : [v]gl)
=Cr 7 (Affl’f') (Ceer [V]s))
- (pr; Agl’f,) Ce 5/) Ve
Ezen két eredményt osszevetve azt kapjuk, hogy Ag’f) =Cr/ r- AEP‘S'»J"') Ceer = C;‘]]:/ ~A5¢f/’f') Cogr, anan

Ag F) Cr 7 .AEPE,FJ . ng‘g,.
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4.12. Tétel. Legyenek V és W véges dimenzids vektorterek a K test felett, £,E’ bdzisok V-ben és F,F' bdzisok
W -ben. Ekkor tetszdleges @: V — W linedris leképezésre

AT =Crr AST) - Co
teljestil.

Legyenek A és B a K test feletti (m x n)-es matrixok. Azt mondjuk, hogy az A és B méatrixok ekvivalensek,
ha vannak olyan C € K™*™ ¢s D € K™*" invertalhaté matrixok, hogy B = CAD™! (jelslés: A ~ B).

Legyenek A és B a K test feletti (m x m)-es méatrixok. Azt mondjuk, hogy az A és B matrixok hasonloak,
ha van olyan C € K™*™ invertalhaté matrix, hogy B = CAC™! (jelélés: A ~ B).

4.13. Allitas. Mdtrizok ekvivalencidja, illetve hasonlésiga ekvivalenciareldcid.
4.14. Tétel. Legyen V m-dimenzios és W n-dimenzids vektortér a K test felett.

(a) Két K™*™-beli mdtrix akkor és csak akkor ekvivalens, ha elddllnak igy mint eqy V.— W linedris leképezés
mdtrizai kilonboézd bdzisokban.

(b) Két K™*™_beli mdtriz akkor és csak akkor hasonld, ha elédllnak gy mint egqy V. — 'V linedris transzfor-
mdcid mdtrizas kilonbozé bdzisokban.
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4.5. Feladatok
4.5.1. Feladat. Mutassa meg, hogy a[{.3 Példdban megadott leképezések valdban linedrisak.

4.5.2. Feladat. Legyen K test, és tekintsik a K[x] polinomgydrd (mint K feletti vektortér) aldbbi leképezéseit:
(a) Kx] =K, f—f(1); (b) Klx] = KIx], f— f(x—1); (¢) Kixl = Kxl, f—=1+f(x—1);
(d) Klx] — K[x], f— mtf(x?); (e) Klx] — K[x], f s f2; (f) Kix] = Kx], f— [ f(t)dt.

Melyek linedrisak a fenti leképezések kizil. Linedris leképezések esetén hatdrozza meg a kép- és magteret is.

4.5.3. Feladat. Melyek linedrisak az aldbbi leképezések kiozil. Linedris leképezések esetén hatdrozza meg a kép-
€s magteret 1s.

(a) R* - R?, (a,b,c,d) = (a+b+c+d,NT; (b) R* = R? (a,b,c,d)" = (a+b,c+d)T;
(d) R® = R4 (a,b,c)" = (a+b,b+c,c+a,07"; (e) R* =R, (a,b,c,d)" — ac+ bd.

4.5.4. Feladat. Legyen K test és myn € N. Tetszdleges A € K™ mdtriz esetén legyen @a az aldbbi leképezés:
oA K™ S K™Y (ar,...,am)" —A-(a,...,am) .

Mutassa meg, hogy a @A leképezés linedris. Hatdrozza meg a @A linedris leképezések kép- és magterét az aldbbi
A mdtrizok esetén:

1 -1 1 1 —1 ; 111 ;
) A=|0 2|; b A=[1 -1 1]; (€ A=
2 1 —1 1 0 -1
-3 9 =27
Legyen K test, m,n € Nés A = (aij)mxn € K"*™. A @a leképezés lineéris, mivel
[ ] (p(OKm) =A~0Km :OKn,
e plata’)=A-(at+a’)=A-at+A-a’'=¢(a)+¢(a) (aa €Km"),
e p(Ara)=A-(A-a)=A-(A-a)=A-¢(a) (ac K™AeK).
Tekintsiik K™-ben és K™-ben is a standard bazist: £ : er,...,em és F : f1,...,fn. Ezekben a bazisokban @a
matrixa:
AEF) A
0] )
mivel @a(ex) =A-ex = (aji)nxm - (0,...,0,1,0,...,0) = (a1,ky...,anx) (K €{T,...,m}).

1 -1
A [4.5.4| Feladat (a) részének megoldasa. Legyen A = (0 2 ) . Ekkor tetszSleges a = (a,b)" € R? esetén
2 1

1T -1
oala) =A-(ab) = [0 2 (
2 1

A @A lineéris leképezés magtere:

g) = (a—b,2b,2a +b).

Ker(pa) = {a€R?|gla) =0} = {acR’[a-A=0} ={acR|A-a=0} =Ur.

1T -1 1 -1 1 0
0o 2 |~(0 2 |~[0 1].
2 1 0 4 0 0

Ekkor A rangja 2, igy dim(Ua) =m—1(A)=3-2=16és Ua = {(O, 0,¢) |ce R} =1(0,0,1)T]. A @a linearis
leképezés képterét pedig az @a(e1), @a(ez2) vektorok generaljak, ahol eq, es a standard bazis R2-ben:

Hatarozzuk meg A lépcs6s alakjat:

Im (@A) = [paler), pale2)] = [(1,0,2)",(=1,2,1)"].
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4.5.5. Feladat. Legyenek V és W a K test feletti vektorterek, valamint legyen @: V — W linedris leképzés.
Mutassa meg, hogy

(a) @ pontosan szirjektiv, ha Im (@) = W;

(b) @ pontosan injektiv, ha Ker (@) = {0v}.
4.5.6. Feladat. Tetszdleges K testre és m,n pozitiv egészekre hatdrozza meg a K™*™ (K feletti) vektortér di-
menzigjat.

4.5.7. Feladat. Legyenek V és W ugyanazon test feletti véges dimenzids vektorterek. Hdany dimenzidos a V.— W
linedris leképezések tere?

4.5.8. Feladat. Igazoljuk, hogy minden V. — W injektiv linedris leképezésnek van a linedris leképezések korében
balinverzeP]

4.5.9. Feladat. Legyen V tetszdleges véges dimenzids vektortér, @ pedig V egy linedris transzformdcidja. Iga-
zoljuk, hogy @-re ekvivalensek az aldbbi feltételek:

(a) T(¢) < dim(V),
(b) létezik V-nek olyan nemitrividlis b linedris transzformdcidja, amelyre @ o = Ov,
(c) létezik V-nek olyan nemtrividlis x linedris transzformdcidja, amelyre X o @ = Ov.

4.5.10. Feladat. Legyen V K feletti n-dimenzios vektortér, vi,...,vn tetszéleges vektorrendszer V-ben, és
tegyiik fel, hogy K-ban 1+ 1 # 0. Mutassuk meg, hogy léteznek V-nek olyan ey, ..., ey, illetve f1,...,fy bdzisai,

hogy
vi=e;+f,...,vqp =e€1 + .

4.5.11. Feladat. Legyen V n-dimenzios vektortér, ¢ pedig V-nek olyan linedris transzformdcidja, amelyre
©? = ¢ teljesiil. Bizonyitandd, hogy

(a) Im (@) ={ve V]l =},
(b) V =1Im (¢) ® Ker (),

(¢) V-nek van olyan eq,...,en bdzisa, hogy ¢(ei) € {ei, 0} minden i-re (1 <i< n).

4.5.12. Feladat. LegyenekV és W a K test feletti vektorterek, ©: V — W linedris leképezés. Mutassa meg, hogy
© pontosan akkor injektiv, ha megdrzi a linedris fliggetlenséget, azaz valahdnyszor vi, ...,V linedris fiiggetlen
vektorrendszer V -ben, mindannyiszor @(v1),...,©(vk) linedrisan fiiggetlen vektorrendszer W -ben.

4.5.13. Feladat. Legyen V =R3. Tetszéleges u = (w1, uz,u3)’ ésv = (v1,v2,v3)" V-beli vektorokra legyen
U X V= (Uzv3 — U3V, U3V) — U1V3,U V2 —Uavy) .

Mutassa meg, hogy tetszdleges v € V wvektorra a .o xv:V — V, w— u X v leképezés linedris. Hatdrozza meg a
La XV linedris leképezés kép- és magterét.

4.5.14. Feladat. Legyen @: R — R linedris leképezés. Mutassa meg, hogy a R? — R?, (x,y)" — (x,y —@(x))T
leképezés izomorfizmus.

4.5.15. Feladat. Legyen V n-dimenzids vektortér a K test felett, @ linedris transzformdcidja V-nek. Ekkor a
kévetkezok ekvivalensek:

(1) Im (@) = Ker (¢);
(i) @ # Ov, @?> = Oy és dimIm (@) =n/2.

o i
4.5.16. Feladat. Legyen « tetszdleges valos szdm, A = (COS(X St oc) és B = (e 0 ) Hasonloak-e az

sinax  coso 0 e«
A és B C feletti mdtrizok?

4.5.17. Feladat. Legyen V = Zg a 7y test feletti vektortér. Melyek linedrisak az aldbbi @: V — V leképezések
kozil. Linedris leképezések esetén hatdrozza meg a kép- és magteret is.
2

a b a a a at+1
(@ o[v]=[=a|: ) o |b]={v?]; © ob|=b+7
c 1 c c? c c+1

SA P: W — V linearis leképrzés balinverze @-nek, ha o @ = idy.
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4.5.18. Feladat. Legyen p primszim és V egy Zy felett 3-dimenzids vektortér. A @,V — 'V linedris transz-
formdcio mdtriza 'V valamely bdzisdban

= = N

Nl W[ N
N[ = =

Mutassa meg, hogy @p pontosan akkor izomorfizmus, ha p # 5.
4.5.19. Feladat. Hatdrozza meg a @ linedris leképezés mdtrizdt, ahol az (c)—(f) részekben K tetszdleges test:

e: R = RY (a,b,c)T = (a+b,b+c,c+a,a+b+c)';

)
(b) ¢: R* 5 R3 (a,b,¢,d)T = (a+b+c,at+c+dat+b+d)T;
(¢) @: K**2 5K, (aij)ax2 — a1,1 +az,2;
(d) @: K?*? 5 K22 A AT;
(e) o: Kylx] = Ksx], f— f’;
(f) @: Kslx] = Kalxl, £ [ f(t)dt;

4.5.20. Feladat. Legyenek U, V és W ugyanazon (K) test feletti véges dimenzids vektorterek, valamint «, 3 €
Hom(U,V) és v € Hom(V,W). Az «, B ésy linedris leképezések mdtriza az £,F,G bdzisokban rendre A =
A&g’}—), B = Ag’}—) és C = A(yf’g). Hatdrozza meg az x+ B, A- o« (A € K) ésyo « linedris leképezések mdtrizdt
a megadott bdzisokban.

4.5.21. Feladat. Legyen V =R[x,y] és W ={f € V| f* < 3}.

(a
of @

) Adjon meg eqy £ bdzist W -ben.

(b) Mutassa meg, hogy a W — W, fi— & — a—f leképezés linedris, majd adja meg a mdtrixzdt az £ bdzisban.
)
)

y
(¢) Mutassa meg, hogy a W — W, f — X% —xg—g leképezés linedris, majd adja meg a mdtrizdt az € bdzisban.
(d) Mutassa meg, hogy a A:V — V, = Af = g—i}c + gng leképezés linedris. Bizonyitsa be, hogy Ker (A) nem
véges dimenzids. Hatdrozza meg a W N Ker (A) altér dimenzidjdt.

11

4.5.22. Feladat. Legyen V = R?*2, A = 11

> és @: V-3V, M- MA V: V5V, M— AMA. Adjon
meg bdzist a Ker (@) és Ker () alterekben.

4.5.23. Feladat. Legyen V wvéges dimenzids vektortér és m: V. — V olyan linedris transzformdcio, amelyre
72 = 7 teljesiil, azaz legyen T projekcié. Bizonyitsa be, hogy

(a) V =Im () ® Ker (n);
(b) Tlim () = idim(n), azaz T(v) =v, ha v € Im (7);

(C) W‘Ker(n) = OKer(n); azaz 7'[(\)) =0v, hav € Ker (7).
4.5.24. Feladat. Legyen V wvéges dimenzids vektortér és m € Hom(V) projekcid. Mutassa meg, hogy
Ker (1) = Im (idy — 7).

Ha ¢ € Hom(V), akkor Im (7t) pontosan akkor @-invaridns, ha o @ o = mo @, valamint Ker (1) pontosan
akkor @-invaridns, ha To@om=@oT

4.5.25. Feladat. Legyen V wvéges dimenzids vektortér és my, ..., olyan projekcick V-n, amelyekre 15 o 7y =
m oy = Oy teljesdl (1 <1i#j < {). Bizonyitsa be, hogy

(a) m=my + -+ + 71¢ projekcid V-n;
(b) Im (711) + -+ + Im (7r¢) = Im (717) @ - - - & Im (71¢) a 7 projekcio képtere.

4.5.26. Feladat. Legyen V wvéges dimenzids vektortér, valamint m és o projekciok V-n. Bizonyitsa be, hogy

(a) 7+ o pontosan akkor projekcid V-n, ha mo o+ ocom= Oy;

(b) 4 o pontosan akkor projekcio V-n, ha mo o =0com = Ovy;

4A V vektortér U altere invarians a @ € Hom(V) linearis transzformaciora vonatkozéan, ha @(U) C U, azaz tetszéleges u € U
esetén @(u) € U.
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(¢) m— o pontosan akkor projekcic V-n, ha mo o =0om = 0.
4.5.27. Feladat. Mely K"*™-beli mdtrizok cserélhetdk fel minden K™*™-beli mdtrizszal?

4.5.28. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat a linedris transzformdcidkat (véges dimenzids vektortereken), amelyek-
nek a mdtriza minden bdzisban ugyanaz.

4.5.29. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges A € K™"*™ mdtrizhoz van olyan C nemelfajuld mdtriz, amelyre
CA lépcsds alakii.

4.5.30. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden A € K™*™ mdtriz elddll PBQ alakban, ahol P € K™*™ Q €
K™*™ nemelfajuld mdtrizok és alkalmas k nemnegativ egészre B = (b; ;) € K™*™,

1, hai=j<k,
Y00, kilénben.

1T -2 -1 3
Hatdrozzon meg alkalmas P,B és Q madtrizokat az | —9 —17 16 1| mdtriz esetén.
2 1 -3 2

4.5.31. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha o K testben 1+ 1 # 0, akkor bdrmely A,B € K™*™ mdtrizokra az
A B . A—B 0
<B A) ° ( 0 A+ B)
alaki (2n x 2n)-es mdtrizok hasonléak.
4.5.32. Feladat. Legyen V tetszdleges K feletti vektortér. A V halmazon tekintsiik a

P(X>U>7~)=X—U+7~ €s fc(X,U)ZCX-F“—C)U (ceK)

mdveleteket. Bizonyitsuk be, hogy a (V;p,{fc | c € K}) algebra részalgebrdi pontosan a 'V altereinek a mellék-
osztdalyai, azaz az U +v alaki halmazok, ahol U altér V-ben ésv € V.
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LINEARIS TRANSZFORMACIOK

Lineéris transzformécidok és matrixok sajatértékei, sajatvektorai és karakterisztikus polinomja. Jordan-
normaélalak (ismertetés). Euklideszi terek, f6tengely- és spektraltétel.

5.1. Euklideszi terek

Vektorok skalar vagy bels6 szorzata jol ismert fogalom a sik- vagy a térvektorok korében. Célunk az, hogy ezeket
a fogalmakat mas vektorterekre is kiterjessziik.

Standard belsS szorzatnak nevezziikk az R™ vektortéren a

{LoyLa) : R™ x R™ - R, <(u1,...,un)T, (v1,...,vn)T> =UV] + -+ UnVn
leképezést. Milyen tulajdonsigai vannak a standard belsG szorzatnak? Legyenek u = (ug,...,uy)’, v =
(Viyeoryvn)T 88 W = (Wq,...,Wn)" tetszéleges elemei R™-nek, valamint legyen A € R. Ekkor az alabbi tu-

lajdonségok nyilvanvaloan teljesiilnek:

n n
V) = Zujvj = Zvju]- ={(vu

J':1 j=1

(u, Av) = ZuJ Av;) 7)\Zu)v]f?\ (u,v),

]71 j=1
n n
(u,v+w) = ZVJ vj + wj) :Zujvj—FZujwj:(u,v>+<u,w>.
j=1 j=1 j=1

Tovabba, (u,u) = Zrl u) > 0 és (u,u) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha uw = 0. Ezek lesznek azok a tulajdon-
sagok, amelyek kivanatosak lesznek altalaban a belsd szorzat esetén.
Legyen V valos vektortér, azaz vektortér a valos szamtest felett. A

(Loya): VXV -oR
leképezés belsd szorzat V-n, ha tetsz6leges u, v, w € V vektorokra és k, A € R skalarokra teljesiilnek az aldbbiak:
(a) (u,v) =(v,u) (szimmetria),
(b) (uyk-v+A-w)=x(uv)+Au,w) (linearitas),
(¢) {(uyu) >0 és (u,u) =0 pontosan akkor teljesiil, ha u =0y (pozitiv definitség).
A (b) tulajdonsag valojaban az ,els6 valtozoban valo linearitas”, de a szimmetria kovetkeztében
(Vyk-wHA-u) = (k- w+A-u,v) =k (w,v)+A{u,v) =k {v,w)+Av,u),

azaz a bels§ szorzat a ,masodik valtozoban is lineéris”E]
A (véges dimenzios) valos V vektorteret (valés) Euklideszi térnek nevezziik, ha adott rajta egy belss
szorzat. Mivel a tovabbiakban csak valés Euklideszi terekkel foglalkozunk, ezért a ,yvalés” jelzét el fogjuk hagyni.

5Két apro valtoztatassal valés vektorterekrsl konnyen attérhetiink komplex vektorterekre. Legyen V a komplex szamtest feletti
vektortér. A
Loyt : VXV C
leképezés (komplex) belsS szorzat V-n, ha tetszSleges u,v,w € V vektorokra és k,A € C skalarokra teljesiilnek az alabbiak:
(a) (u,v) = (v,u) (konjugalt szimmetria”),
(b) {k-v+A-w,u) =& Wu)+A(wu) (linearitas),
(¢) (u,u) >0 és (u,u) =0 pontosan akkor teljesiil, ha u =0y (pozitiv definitség).
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5.1. Példa. Az aldbbi vektorterek FEuklideszi teret alkotnak a megadott belsé szorzatokkal.
(a) V=R" és (Li,L1): VXV =R a standard belsé szorzat V-n;
(b) V =Cla,b] azla,b] zdrt intervallumon folytonos figguények vektortere és (f, g) = fz f(x)g(x) dx (f,g € V);
(¢) V =R, [x] alegfeljebb n-edfoki valds egyiitthatds polinomok vektortere és (f, g) = f; f(x)g(x) dx (f,g € V).

A 'V Euklideszi tér v vektoranak normaja |[v|| = 1/(v,v). A v é w vektorok d(v,w) tavolsagan a v —w
vektor normajat értjik, azaz d(v,w) = ||[v—w||.
A norma legalapvet&bb tulajdonsagait foglalja Gssze az alabbi tétel.

5.2. Tétel. Tetszdleges V FEuklideszi tér bdrmely v,w vektoraira és A € R skaldrra igazak az aldbbiak:
(a) [[A- vl =Al-[]v];
(b) [{(vy,w)| < ||v]| - [[W]| (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenldtlenség);
(c) Iv+w| < |||+ |w] (Hdromsziog-egyenldtlenség).
Bizonyitds. Legyen V Euklideszi tér, A € R és vyw € V.

(a) Ekkor
AVl = VAV Av) = /A2 (v v) = A V]

(b) Mivel tetszsleges x valos szamra

VE+X-W, VX W)

v, V) + 2 (v, W) - x + (w, W) X2,

0< [v+x-wl?
=
=
ezért (2 (v,w))? —4 (v,v) (w,w) < 0, aminek kévetkeztében | (v, w) | < [[v] |w].
(c) Mivel tetszSleges vektor norméja nemnegativ, ezért
v+ Wil < I+ [l <= (v +wl® < (V] + [w])?
& vHw vt w) < VIE )+ 20w
(v v) A+ Wy w) + 2 v, w) < (V)] + [Iwl|* + 21v] - w]
= v,w) < vl - [wll,
ez utobbi egyenlstlenség pedig (b) kovetkezménye. O
A V Euklideszi tér v és w vektorai altal kozbezart szoge az a 0 < @ < 7 sz6g, amelyre

cosp = — W)
V]| [[wl]

teljesiil. A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség szerint
=Vl lwll < (vyw) < [vI] - [[wll,

ezért a kozbezart szog joldefinialt.

5.1.1. Ortogonalis bazisok

Legyen V Euklideszi tér. A v vektor merdsleges vagy ortogonalis a w € V vektorra, ha (vyw) = 0. A
Vi,...,Vn € V vektorrendszer ortogonalis, ha (vi,vj) = 0 (1 < 1 # j < n), azaz a vektorok paronként
ortogonélisak.

5.3. Tétel. Legyen V FEuklideszi tér, vi,...,vn € V\{0}. Ha a v1,...,vn vektorok pdronként ortogondlisak,
akkor linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a vi,...,vn vektorok paronként ortogonalisak. Legyenek «q,..., &, olyan valds
skalarok, amelyekre o1 - vi + - -+ + &y - v = 0 teljesiil. Ekkor tetszéleges k-ra (1 <k < n):

0={(vk,0) = (v, 011 - V1 4+ 4 0 - V) = &1 - (Vi, V1) + -+ 0k - Vi, Vi) + -+ + &tny - (Wi, V) :ock-||vk||2

teljesiil, aminek kovetkeztében og = 0, hiszen ||vi|| # 0. Ezzel igazoltuk, hogy a vi,...,v vektorrendszer
linearisan fiiggetlen. O
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5.1.2. A Gram—Schmidt-féle ortogonalizaci6

N

Legyen V Euklideszi tér. A vi,...,vy € V vektorrendszer ortonormalt, ha (vi,v;) =85 (1 <i<j <n), ahol

dij a Kronecker-féle delta-szimbélum.

5.4. Tétel (Gram—-Schmidt-féle ortogonalizacio). Legyen vi,..., v tetszdleges linedrisan figgetlen vektorrend-
szer a V FEuklideszi térben. Ekkor van olyan wi,..., Wy ortonormdlt vektorrendszer V-ben, amelyre
iy vid = iy wid

teljestil tetszdleges k-ra (1 <k < n). A

k—1< /

W'avk>

wi=vi, wp=wic— Y i / wi (2<k<n)
]:1 <W])W]>

vektorrendszer ortogondlis, igy a

1
wp=1—7 Wi (1<k<n)
[will
vektorrendszer eleget tesz a fentieknek.

Azt mondjuk, hogy a V és W Euklideszi terek izomorfak, ha van olyan ¢@: V — W bijektiv linearis
leképezés, amelyre megérzi a bels§ szorzatot, azaz

(e), (v )y = (v, V')y

teljestil tetszdleges v,v' € V vektorokra, ahol rendre (L1,1.),,, illetve (L,L1)\, a belsd szorzatok a V, illetve a
W Euklideszi terekben.

5.5. Tétel. Legyen V n-dimenzids Euklideszi tér a (Lo,1)y, belsd szorzattal. Ekkor V izomorf az R™ Euklideszi
térrel, ahol a belsd szorzat a standard belsd szorzat.
5.1.3. Ortogonalis komplementum

Legyen X tetsz6leges részhalmaza a 'V Euklideszi térnek. Az X részhalmaz ortogonalis komplementuma
Xt ={ve V| ,v) =0 teljesiil minden u € X-re}.
5.6. Allitas. Legyen V Euklideszi tér, X C V és U véges dimenzids altere V-nek. Ekkor teljesilnek az aldbbiak:
(a) Xt altér V-ben;
(b) Us Ut =V;
(¢) haui,...,ux bdzis U-ban, akkor U+ ={v € V| (u;,v) =0 teljesiil minden j-re (1 <j < k)}.
5.7. Kovetkezmény. Ha V véges dimenzios Euklideszi tér és U altér V-ben, akkor
(a) (U =U;
(b) dim(U) + dim(U+) = dim(V).

5.2. Bilinearis alakok

Legyen V valos vektortér. Az F: V x'V — R leképezés bilinearis alak, ha ,mindkét valtozojaban linearis”, azaz
tetszéleges u,v,w € V vektorokra és «, 3 € R skalarokra

o Floc-u+B-v,w) = aF(u,w)+ BF(v,w),
o Flu,a-v+ B -w) = aF(u,v) + F(u, w)

teljestil. Az F bilinearis alak szimmetrikus, ha
e F(u,v) =Fv,u) (u,ve V).

5.8. Példa. Legyen V. =R™ és A € R™*™. Ekkor az F: V. x V = R, F(x,y) = x" Ay leképezés bilinedris alak
V-n, amely pontosan akkor szimmetrikus, ha az A mdtriz szimmetrikus.
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5.2.1. Reprezentacié matrixokkal

Legyen F bilinearis alak a V vektortéren, valamint legyen £: e;,..., e, bazis V-ben. Ha v = ZE:] Xk - ek és
w=3Y ., Bk ex, akkor

Flv,w) =F(o1 -e1 -+ an-en,pr-e1+---+ Pn-en)
n
=) oFle,Br-er+---+Bn - en)
k=1
n n
=Y ) PBiFleg,e)
k=1 1=1
n n
= Z Z xicBiF(ex, e).
k=11=1
Legyen F bilinearis alak a V vektortéren, valamint legyen £: eq,..., e, bazis V-ben. Az
F(e1)e1) F(e1,en)
A = . L
Flen,e1) -+ Flen,en)

métrix az F bilinearis alak matrixa az £ bazisban.

5.9. Allitas. Legyen F bilinedris alak a V vektortéren, valamint legyen E: e1, ..., ey bdzis V-ben. Ekkor tetszé-
leges viw € 'V wektorokra:

Flv,w) = M - A e
teljestil.

5.10. Allitas. Legyen F bilinedris alak a 'V vektortéren, valamint legyenek £: ey, ... en €s F: f1,...,fn bdzisok
V-ben. Ekkor
AP =T A
ahol P = Czlx = Crpe.
Bizonyitds. Legyen v és w tetszdleges V-beli vektorok. Ekkor V] = P~!-[V]¢ és wlr = P71 [wlg kovetkeztében

egyrészt
Flv,w) = WIE - A e,

masrészt

5.2.2. Kvadratikus alakok

Legyen F szimmetrikus bilinearis alak a V valos vektortéren. Ekkor a Q: V. — R, Q(v) = F(v,v) leképezést az
F-hez tartozo kvadratikus alaknak nevezziik.

A (mindkét valtozéban fennéllo) linearitast felhasznalva azonnal adodik az alabbi allités, feltéve, hogy 1+1 # 0
teljesiil a K testben, de a szamtestek ilyen tulajdonsaguaak.

5.11. Allitas. Legyen F szimmetrikus bilinedris alak a 'V wvektortéren, és legyen Q a hozzd tartozé kvadratikus
alak. Ekkor :

Fv,w) =5 (Qv+w) = Q(v) — Qw))

teljestil tetszdleges vyiw € 'V wvektorokra.
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5.12. Allitas. Legyen Q kvadratikus alak a 'V wvalds vektortéren. Ekkor
Q(A-v) =A*Q(v)
teljestil tetszdleges v € V wvektorra és A € R skaldrra.

5.13. Allitas. Legyen V = R™ vektortéren. Ekkor minden V-n definidlt kvadratikus alak a koordindgtdk legfeljebb
mdsodfoki homogén polinomjaként adhaté meg. Megforditva, a koordindtdik minden legfeljebb mdsodfokid homogén
polinomja kvadratikus alak V.

Legyen Q az F: VXV — R szimmetrikus bilineéris alakhoz tartozé kvadratikus alak. Ekkor a Q kvadratikus
alak matrixa (a 'V vektortér adott bazisaban) az F bilinearis alak matrixa (az adott bazisdban).

5.14. Tétel (Sylvester Tehetetlenségi Tétele). Legyen V n-dimenzids valds vektortér, F szimmetrikus bilinedris
alak V-n és Q a hozzd tartozo kvadratikus alak.
(Szimmetrikus bilinedris alakokra:)

(a) Vannak olyan k és m nemnegativ egészek, valamint V-nek olyan B: wq, ..., wy bdzisa, hogy tetszdleges i,j
indexekre (1 < 1i,j <n):

0, ha i #j,

1, hai=j <k,

-1, hak<i=j<<k+m,

0, ktilonben.

Flwi, wj) =

(b) Ha A’ és A" az F szimmetrikus bilinedris alak diagondlis mdtrizai az F' és F" bdzisokban, amelyek fédt-
lojaban rendre k, X' pozitiv, m, m’ negativ érték van, akkor k =k’ és m =m’'.

(Kvadratikus alakokra:)

(¢) Vannak olyan k és m nemnegativ egészek, valamint V-nek olyan F: wq,...,wy bdzisa, amelyben Q mdtriza
diagondlis mdtriz, amelynek fédtléjdban k darab 1-es, m darab (—1)-es ésn—k —m darab 0 van.

(d) Ha A" és A" a Q kvadratikus alak diagondlis mdtrizai az F' és F" bdzisokban, amelyek fddtldjaban rendre
k, k' pozitiv és m, m’ negativ érték van, akkor k =k’ és m =m’.

A Tétel jeloléseit hasznalva, legyen Q az F bilineéris alakhoz tartozoé kvadratikus alak. Azt mondjuk, hogy
az F bilinearis alak rangja m+Xk, szignatiraja k—m. A Q kvadratikus alak rangja, illetve szignataraja
az F bilinearis alak rangja, illetve szignaturaja.

A kvadratikus alakok az alabbi médon osztalyozhatok. Legyen Q az F: V x V — R szimmetrikus bilinearis
alakhoz tartozo kvadratikus alak. Azt mondjuk, hogy Q

e pozitiv definit, ha Q(v) > 0 teljesiil minden v € V vektorra és Q(v) pontosan akkor 0, ha v = 0;

e negativ definit, ha Q(v) < 0 teljesiil minden v € V vektorra és Q(v) pontosan akkor 0, ha v = 0;

e pozitiv szemidefinit, ha Q(v) > 0 teljesiil minden v € V vektorra;

e negativ szemidefinit, ha Q(v) < 0 teljesiil minden v € V vektorra,

o indefinit, ha Q helyettesitési értékei kozott negativ és pozitiv érték is eléfordul.

ar; o Qim
Legyen A = : : € R™*™. Ekkor az
an,1 ot Qnn
a; o At
(EZ])- ,Tl)
Qg1 -0 Qe

determinansokat az A matrix féminorainak nevezzik.

5.15. Tétel. Legyen Q az F: V XV — R szimmetrikus bilinedris alakhoz tartozo kvadratikus alak. A Q kvadra-
tikus alak pontosan akkor pozitiv definit, ha Q mdtrizdnak minden féminora pozitiv.
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5.16. Példa. Legyen

F((u1,u2,u3)T, (vq ,VZ,V3)T) = 2uyvq) —4uyvy + 6uszvy —4uvy + 1Tuyvy — 6uzvy + 6uyvy — 6uyvs + 2%9u3vs3.

2 -4 6
Ekkor F bilinedris alak o V = R3 valds vektortéren, mivel F(u,v) = u'Av, ahol A = | —4 11 —6]|. Igy F
6 —6 29

mdtriza az £: (1,0,0)7,(0,1,0)7, (0,0, 1) bdzisban .A(Fg) = A. Az A mdtriz szimmetrikus, igy F is szimmetrikus.
Az F szimmetrikus bilinedris alakhoz tartozo Q kvadratikus alak:

Q((v1,v2,v3) ") = F((v1,v2,v3)T, (v1,v2,v3) ") = 2v§ — 8vovy + 12v3vq + 11v3 + 29v3 — 12v,v3.

Térjink dat az F: 1 = (1/v/2,0,0)7,f2 = (2/v3,1/v/3,0)7,f3 = (=7,—2,1)7 bdzisra. Az dttérés mdtriza,

pontosabban az £ bdzisrdl az F bdzisra torténd dttérés mdtriza:

V2 -2v2 3V2
Cg‘]:: 0 \[3 2\/?) )
0 0 1
1/V2 2/V3 -7
melynek inverze P = Cr ¢ = 0 1/V3 -2]. Igy F és Q mdtriza az F bdzisban:
0 0 1
10 O
AT —pTAE P —pTAP=[0 1 o0 |,
0 0 -1

tovdbbd,
Fky - 1+ Ko - F2 4 K3 - F3,A1 - F1 + Az - 2 4+ Az - F3) = (k1, K2, k3)AT (A1, A2,A3)T
= K1A1 + K2A2 — K3A3,
Q(ky - f1 + k2 -2+ «3-f3) = (ky, K2, Kg).A](:]:)(Kth, Kk3) "
= K% + K% - K%.
Amelybdl ldtszik”, hogy a Q kavdratikus alak indefinit.

5.17. Példa. Kvadratikus alak kanonikus diagondlis alakjinak meghatdrozdsa ,teljes négyzetté valo kiegé-
szitéssel”. Legyen Q az aldbbi kvadratikus alak a V = R3 vektortéren:

Q((x,y,2)") = 2x* + 4xy + 6xz — y* + 3yz + 72°.

Ekkor a Q-t definidlo szimmetrikus bilinedris alak:

F((ur,uz,u3)’, (vi,v2,v3) ") = L (Q(wr +vi,uz +va2,uz +v3)" — Q((wr, uz,uz)’) — Q((vi,v2,v3) "))

2
3 3
=2u1vq + 2urvq + 3uszvy + 2ugva —uovo + u;vz + 3uyvz + ué\g + 7u3vs.
A Q kvadratikus alak mdtriza a standard bdzisban:
2 2 3
A=(2 -1 3/2
3 3/2 7

Az A mdtriz féminorai: 2, —6, —39/2, igy az Tétel szerint Q nem pozitiv definit. Mivel
Q((x,y,2) ") = 2x* + 4xy + 6xz — y? + 3yz + 72°
=2(x? +2xy + 3xz) —y? + 3yz + 72°

32\ ? z\2 1327

2 2 2
= (ﬂx#—ﬁg—i—s\zﬁz) + <\/2T31> - (\/§y+\fz> )
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ezért Q indefinit kvadratikus alak. Most mdr ,szép bdzist” is taldlhatunk. Legyen x' = V2x + \ﬁy + %ﬂz,

y' = VI3, 65 2/ = V3y + ?Z. Ha a v vektor koordindtasora az € standard bdzisban Vg = (x,y,z), akkor
V2 V2 3V2/2
F legyen az a bdzis, melyben v koordindgtasora (x',y’,z")7 = | 0 0 V13/2| (x,y,2)". Azaz Cer =
0 V3 V32
Vi Vi3 SRR T
0 0 V13/2|,igyP=Cre= Cg’l}- =10 —\2/% % . Ezért Q mdtriza az
0 V3 V32 0 #5 0
Fifr=(1/v2,0,0)7,f2 = (=2/V13,-1/V13,2/V13)T, 3 = (=1/V3,1/V/3,0)"
bdzisban:
10 0
AF =PTAP=(0 1 0
0 0 -1

5.18. Példa. Kwadratikus alak kanonikus diagondlis alakjdnak meghatdrozisa ,,elemi atalakitasok” segitsé-
gével. A Q kvadratikus alak diagondlis alakjdt elemi dtalakitdsok segitségével is megkaphatjuk, az aldbbi eqyszerd

észrevételeket felhaszndlva. Legyen M € R™*™ ég EE}J € R™™ az a mdtrix, amelyben az i-edik sor j-edik eleme
1 és a tobbi elem 0. Legyen

Xi,oc =En+ (OC_ ]) . ES))
Xij, = En + - EY

17) )

Xij =En + Egg) + Ej(,*{) _EMm g

i IS
ahol x € R és 1 <1,j < n. Ekkor

o az M madtriz i-edik sordnak o-val valo szorzdsdt eredményezi az Xi « mdtrizszal valo bal oldali szorzds:
Xi,aM;

e az M midtriz i-edik oszlopdnak oc-val vald szorzdsdt eredményezi az X] , mdtrizszal vald jobb oldali szorzds:
T . ’

MX{
o az M mdtriz i-edik sordhoz hozzdadjuk M j-edik sordnak «-szeresét, az igy kapott mdtriz: Xij; «M;

e az M madatriz i-edik oszlopdhoz hozzdadjuk M j-edik oszlopdnak «-szeresét, az igy kapott mdtrix: MXiTY].’ o
e az M mdtriz i-edik és j-edik sordnak cseréjével kapott mdtriz: Xi;M;

e az M mdtriz i-edik és j-edik oszlopdnak cseréjével kapott mdtriz: MX{j = MXjy;.

Legyen P1 = Xz,—1, P2 = X3,1,-3/2, P3 = Xz2-1/2, Pa = X 1,5X51,3X32,073 P5 = Xa3 és P =
(P5P4P3P2P1)T. FEkkor

2 0 3
PTAP = P5P4P3P,P1A(PsP4P3P,Py)" = PsP4P3P,PiAP{PJPIP/PI =PsP,PsP, |0 -3 —3 | PIPIP;PI
3 -3 7
2 0 0 2 .0 0 1.0 0
=PsP4P3 (0 —3 —3|PIPJPI=PsPs (0 -3 O |PjPI=P5(0 —1 0]Pd,
13
0 -3 3 o o £ 0 0 1
10 0
=lo 1 0],
00 -1
a2 1
VI Vs 3
ahol P=1 0 —\{%—3 %
0 A 0
13
0 1 1
5.19. Példa. Legyen A= [1 0 1] és Q az aldbbi kvadratikus alak a V = R3 vektortéren:
110
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azaz Q((x,y,2)") = 2xy+2xz+2yz (x,y,z € R). Ekkor Q mdtriza az € : e = (1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0, 1)

standard bdzisban .AQg = A. Mivel Q-ban nincsen négyzetes tag, ezért eldszor azt fogunk késziteni. Tekintsik az

(] 1 -1 0 f]
el=10 1 o] |f
€3 0 0 1 f3

1T -1 0
osszefiiggéssel definidlt F : 1, f2, 3 vektorrendszert. Mivel det (0 1 O) =1#0, ezért F bazis és Cg 5 =
0 0 1

o o =
O - —

1 =1 0
(0 1 0) . A Cg 7 mdtriz inverze Cgf}- =Cre= (

0 0 1
10 0 0 11 1 10 2 1 2
C;,s'Ag]'Cf,sz 11 0)- (1 0 1)-{0 1 0f=|10 1],
0 0 1 1 1 0 0 0 1 210

igy Q(x' - f1 +y’ - f2 +2' - f3) = 2(x")? + 2x'y’ +4x'z’ + 2y'z’. mdr tartalmaz négyzetes tagot. Elkezdddhet a
teljes négyzetté kiegészités:

0
O) . Az F bdzisban Q mdtriza
1

Q' - f1+y - fa+2z'-f3) =2(x")? +2x'y' +4x'z' +2y'z’

!/ \/Z/ ! ’ ! : 12

_ (X//)Z _ (y//)z _ (ZN)Z,

S

ahol X" =/2x' + ?y' +22',y" = ?y’, 2" =2z, Igy azt kapjuk, hogy

V2 V22 V2
x"y"z) =0 v2/2 0 | (x,y,z)"
0 0 V2
V2 0 0 1T -1 0
=|v2/2 V22 0>~(0 1 0)-(x,y,z)T
V2 0o V2 0 0 1
V2/2 272 V2
= 0 ﬁ/z 0 ) -(X,y,Z)T
0 0 V2

Legyen G : g1,92,93 az a bizisa V-nek, melyben az (x,y,z)" vektor koordindtasora (x",y",z")". Ekkor

V2/2 —V2/2 V2
cg,gz( 0 V22 0 )
0 0 V2
V2/2 V2/2 —V2)2
cg,gz( 0 V2 0 )
0 0 V2/2

aminek kovetkeztében g1 = (v/2/2,0,0)7, g2 = (—v2/2,v/2/2,0)7, g3 = (v/2/2,0,v/2/2). A Q kvadratikus alak

mdtriza a G bdzisban
1 0 0
Cie-A-Cge=|0 -1 0|,

0 0 -1
tgy Q indefinit kvadratikus alak.
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5.3. Linearis transzformaciok
5.3.1. Sajatértékek és sajatvektorok

Legyen V n-dimenziés vektortér a K test felett és @: V — V linearis transzformaciéja V-nek. Azt mondjuk,
hogy a v € V \ {0} vektor sajatvektora @-nek, ha van olyan A € K, hogy @(v) = A-v. A A skalart a v
sajatvektorhoz tartozé sajatértéknek nevezziik.

5.20. Példa. Legyen V =R? és K = R.
(a) Ha @: V =V az origo koriili 5-sz6g1d forgatds, akkor @-nek nincs sajatvektora.

(b) Ha @: V =V az origéra vonatkozd tikrozés, akkor @-nek minden v € V\{0} vektor sajdtvektora a A = —1
sajdatértékkel.

(¢) Ha @: V =V az x-tengelyre vald tikrozés, akkor ¢ sajdtvektorai:
o (a,0), ahol a € K, a #0 (a hozzdjuk tartozd sajatérték A =1),
o (0,b), ahol b € K, b #£0 (a hozzdjuk tartozo sajdtérték A = —1).

5.21. Allitas. Legyen @ a K test feletti V vektortér linedris transzformdcidja, A € K legyen @ eqy sajdtértéke.
Ekkor
Uy={ueVivp=A-v}=Ker(p—A-idy)

altere V -nek.

Az U, altér a @ linearis transzformacié A sajatértékéhez tartozo sajataltere. Az U, sajataltér dimenziojat
A geometriai multiplicitasanak nevezziik.

5.22. Allitas. Legyen V wvéges dimenzids vektortér C felett, ¢ € Hom(V). Ekkor a @ linedris transzformdcionak
van legaldbb egy sajdtértéke.

Bizonyitds. Legyen v tetszéleges vektor V \ {0}-ben. Legyen n a V vektortér dimenzidja. Ekkor a @f(v) (0 <
{ < m) vektorok alkotta vektorrendszer nem linearisan fiiggetlenek:

a-v+ar-@eWv)+---+an-@"(v)=0

teljesiil valamely ap, ay, ..., a, komplex szamokra, ahol ag, a,...,a, nem mind 0. Legyen f = ap +a1x+---+
anx™ € Clx]. Ekkor f#£ 0 és f=c(x—11)---(x — 1) teljesiil valamely c,r7,..., T, komplex szdmokra (c # 0),
igy

O=ao-vtar-eV)+- - +an-@"WV)
= f(e)(v)
=(c-(@—r1-idv)o-o(@—Tn-idv))(v).

Mivel v # 0, ezért van olyan i € {0,...,n — 1}, amelyre ((¢ — 717 -idy) o -0 (@ — i - idv))(v) # 0 és
((¢—71-idv)o-- o (@ —Tity -idv))(v) = 0. Legyen w = ((¢ — 77 -idv) o--- o (@ — 1y -idv))(v). Ekkor w # 0
és w(@ —1i41 - idv) = 0, ezért w sajatvektora @-nek az riy1 sajatértékkel. (Ld. Feladat.) O

5.23. Tétel. Legyen @ a K test feletti V wvektortér linedris transzformdcidja, melynek Aq,..., A kiilonbézd
sajdatértékei. Ekkor
U)\] +....|_U)\k :U}\] @"'@UAk-

Bizonyitds. Az allitast k szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Az &llitas k = 1-re trividlisan teljesiil. Tegytik
fel, hogy k > 2 és (k — 1) darab sajatértékre az allitas igaz. Az indukcios feltevés szerint

Uy +--+Uy , =U\, &8 Uy,
aminek kovetkeztében

Ux, N (U, +---+ Uy ) ={0} (16)
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teljesiil tetszbleges i-re (2 <1< k—1). Azt fogjuk bizonyitani, hogy a egyenlGség 1 = k esetén is teljestil.
Tegyiik fel, hogy u € Uy, N (Uy, +--- 4+ Uy, _,). Ekkor egyrészt @(u) = A - u, masrészt w=uq + -+ +uwy_q,
ahol u; € Uy, (i=1,2,...,k—1). Igy a

Mru=ou) =@(w +-+uw1) =AM -ur+- + A1 - Uk
Ak-uw=A- (W 4w 1) = A ug e Ak U
egyenlGségek kovetkeztében

0=(A1 —Ar) - ur+-F+ A1 —MA) - u1 €Uy, @--- DUy,
~—_———
EU)\1 EU)\k 1

Amibdl (Ai—Ax)-uy =0 (i=1,2,...,k—1) kovetkezik. Mivel A7 —Ak,...,Ax_1—Ax # 0, ezért uq,...,u_1 =0.
Ennek kovetkeztében u=uq + - - +ur_71 = 0. Azaz

U?\k N (UA] + -+ U7\k71 ) = {0}'
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

Legyen V m-dimenzios vektortér a K test felett és ¢ € Hom(V), melynek matrixa az F: vi,...,Vy, bazisban
A= A{; € Km*™m_ Legyen eq,...,en a standard bazis K™-ben. Ekkor az

LZKm—>V, (A],...,)\m)T'—)A1 Vit A Vm

leképezés izomorfizmus a K™ és a V vektorterek kozott. Tekintsiik az alabbi diagramot:

K™ 5 Vv
o ] L o
K™ — V
L

Legyen @’ = "'t Ekkor ¢’: K™ — K™ leképezés linearis transzformécioja K™-nek, melynek matrixa A a
standard bézisban, mivel

©'(e) = (L_](PL)(QJ') = L_l((P(Vj)) = <Z aij"j) = (011»---,C1mj)T G=T1,...,m).
i=1

5.24. Allitas. A ¢ € K™ wektor pontosan akkor sajdtvektora @’-nek a N € K sajdtértékkel, ha i(c) € V
sajdatvektora @-nek a A € K sajdtértékkel.

Tegyiik fel, hogy A € K sajatértéke @-nek. Ekkor van olyan v € V| v # 0 vektor, amelyre v = A - v teljestil.
Ekkor

Volr =N Vlrp <= A -Mr=A-Mr
S A-Mr=Mr- (A En)
<:>(A_}\'Em)'[\’]]::0)

ez utobbi egyenldség pedig pontosan azt jelenti, hogy az
(A=A -En)-x=0 (17)
homogén lineéris egyenletrendszernek van nemtrivialis megoldasa, azaz
JA—A-En,| =0.

5.25. Allitas. Legyen ¢ a K test feletti m-dimenzids V vektortér linedris transzformdcidja, melynek mdtriza V
valamely bazishan A € K™*™. Ha A € K sajatértéke @-nek, akkor A megolddsa az |A —xEm| =0 egyenletnek.

A JA — xEn,] € K[x] m-edfokt polinomot a ¢ linearis transzformécié karakterisztikus polinomjanak
nevezziik és x,-vel jeloljik.
Legyen K test és A € K™*™ négyzetes matrix. Az A matrix karakterisztikus polinomja / sajatértéke
/ sajatvektora a
K™ K™ c—A-c

lineéaris transzformécio karakterisztikus polinomja / sajatértéke / sajatvektora.



5. LINEARIS TRANSZFORMACIOK >43

5.26. K6vetkezmény. Hasonld mdtrizok karakterisztikus polinomjai, és igy sajdtértékeik is megegyeznek.

5.27. Példa. Legyen V=R3 és ¢: V — V, (a,b,c)" — (7x —y + 82,6x — 3y + 5z,—5x +y — 6z)". Eldszir
meghatdrozzuk @ sajatértékeit. A @ linedris transzformdcio mdtriza az £ standard bdzisban:

7 -1 8
AS=(6 -3 5|,
-5 1 —6

igy © karakterisztikus polinomja
Xo = IA‘Ep —x-E3l= X% —2x* +4x+8=—(x—2)(x +2)?,

ezért @ sajdtértékei N =2 és A = —2. A sajdtvektorok pedig a homogén linedris egyenletrendszer nemtrividlis
megolddsaiként adddnak.
Ha A =2, akkor az aldbbi lesz:

5 -1 8
6 -5 5 |-x=0.
-5 1 =8
1 0 35/19
Az egyenletrendszer mdtrixdnak lépcsds alakja: 0 1 23/19 |, ezért a megolddsok halmaza
0 0 0

35 23 \'
U, =Up 26, ={(—5c,—=c,c) |ceRy =[(—35-23,19)"]
19 19
a N = 2 sajdtértékhez tartozd sajdatvektorok pedig « - (—35,—-23,19)7 (a € R, # 0). Igy a A = 2 sajdtértékhez
egy darab linedrisan fiiggetlen sajdtvektor tartozik (azaz a sajdtvektorok alkotta vektorrendszer rangja 1).
Ha A = -2, akkor az alabbi lesz:

929 -1 8
6 -1 5 |-x=0.
-5 1 -4
1 0 1
Az egyenletrendszer mdtrixdnak lépcsds alakja: 0 1 1 ], ezért a megolddsok halmaza
0 0 0

U,z = UA7(72)~E3 = {(_C»_C»C)T | ce R} = [(_1»_])1)T]>

a A = —2 sajdtértékhez tartozo sajdatvektorok pedig ot - (—1,—1,1)T (x € R, #0). Igy a A = =2 sajdtértékhez is
egy darab linedrisan fiiggetlen sajdtvektor tartozik (azaz a sajdtvektorok alkotta vektorrendszer rangja itt is 1).

Vilasszunk egy-eqy sajdtvektort az U,, U_, sajdtalterekbsl: u = (—35,—23,19)7, v = (=1,—1,1)T; és egé-
szitstik ki bdzissd: vi =u, va =V, v3 = (0,0,1)T bdzis V-ben, amelyben @ mdtriza

2 0 —1/4
0 -2 3/4 |,
0o 0 -2

mivel @(vi) =2-v1, @(v2) = (=2)-v2 és @(v3) = (8,5,—6)T = (—1/4) -vi + (3/4) vy + (—2) - v3. Probdlkozzunk
egy mdsik bdzissal is. Tekintsiik a vy =vi, v =va, v} = (1,2,—1)T bdzist. Mivel @(v}) =2-v], @(v}) = (—2)-V}
és @(vy) = (—3,-5,3)"T = -v5 + (=2) - v}, ezért ebben a bdzisban ¢ mdtriza:

2 0 0
0 -2 1
0o o0 =2

Ez a mdtriz mdr majdnem diagondlis, €s késdbb ldtni fogjuk, hogy @-nek ennél ,szebb” mdtriza mdr nincs is.
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5.3.2. Minimalpolinom

5.28. Allitas. Legyen V véges dimenzids vektortér a K test felett és @: V — V linedris transzformdcié. Ekkor
van olyan f € K[x] \ {0} polinom, amelyre f(@) = Ov.

Bizonyitds. Legyen vyq,...,v, béazis V-ben. Ha ¢ a zérus lineéris transzformécio, akkor barmely f € K[x] \ {0}
polinomra f(¢@) = Ov teljesiil. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy ¢ # Oy . Tetszoleges i-re (i € {1,...,n})
tekintsiik a

Vi, @(Vi)y .oy @7 (Vi)
vektorrendszert. Mivel a vektorrendszer elemszama (n + 1), ezért a vektorrendszer linearisan fiiggs, igy vannak
olyan aél), ceny a,(f ) skalarok, amelyek nem mind 0-4k és

(1) (1)

ay’ -vi+a -(p(vi)---Jrag)-(p“(vi) =0. (18)

Legyen p; = aéi) + agi)x + (1&)7(n € K[x] \ {0} és legyen p = p1 - - - pn. Ekkor kovetkeztében
pil@)i) = (ag” iy + ay @+ +alleM)(vi) = 0.

Tgy p(@)(vi) = (p1(@) o+~ o pnl@))(vi) =0 (i=1,...,n) kbvetkeztében p(¢) = Ov [] O
A ¢:V — V linearis transzformacié minimalpolinomja az a legalacsonyabb foku f € K[x] \ {0} f6poli-
nom, amelyre (@) = Oy teljesiil. Hasonloan, a K test feletti A négyzetes matrix minimalpolinomja az a
legalacsonyabb foku f € K[x] \ {0} f6polinom, amelyre f(A) = Oy teljesiil.
5.29. Allitas. A minimdl polinom jéldefinidlt.
A @ linearis transzformécié6 minimalpolinomja m,, az A matrix minimalpolinomja ma.

5.30. Allitas. Ha f € K[x] és f(@) =0, akkor m,, | f.

5.31. Tétel. Legyen V wvéges dimenzids vektortér a K test felett, @: V — V linedris transzformdcid és A € K.
Ekkor A pontosan akkor sajdtértéke @-nek, ha A gyoke az my, polinomnak.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A sajatértéke @-nek, és legyen m, = x™ + an X" 4+ - 4+ ax + ag. Ekkor van
olyan v € V \ {0} vektor, amelyre v = A - v teljesiil. Ezért my, (@) = Ov kovetkeztében

0 =me(e)V)
= (@™ +an_1-0" "+t ar@+ao-idy)(v)
=A" vt an AV v @A vtV
=me(A) v
Mivel v # 0, ezért mq(A) = 0. Azaz A gydke my-nek.

Tegyiik fel, hogy A € K gySke my-nek. Ekkor a Bézout-tétel szerint my, = (x — A)p, ahol p € K[x]. Mivel
p* < my,, ezért p(@) # Ov. Legyen v € V \ {0} olyan vektor, amelyre w = p(¢)(v) # 0. Ekkor

0=mge(@)(v) = (¢ —A-idv) op(9))(v) = (p(@))(@ —A-idv)(Vv) =we —A-w,
azaz w sajatvektora @-nek a A sajatértékkel. O

5.32. Tétel (Cayley-Hamilton-tétel). Ha @ linedris transzformdcidja a K test feletti véges dimenzids V vektor-
térnek, akkor
X(p((P) =0.

5.33. Kovetkezmény. Ha @ linedris transzformdcidja a K test feletti véges dimenzidos V wvektortérnek, akkor
M | Xe-

Legyen @ linearis transzformécioja a K test feletti véges dimenzids V vektrotérnek, és legyen A € K sajatértéke
@-nek. Ekkor A algebrai multiplicitasa a x, (vagy xa) karakterisztikus polinom A gy6kének multiplicitasa.

6Mutassa meg, hogy tetszdleges g, € K[x] polinomokra q(@) o (@) = 7(¢@) o q(¢) teljesiil. Ld.: [4.5.20| Feladat.
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5.34. Példa. Tekintsik az

0o 1 -3 2 —1 2
A=[-3 4 —7 és B=|[2 -1 4
—2 2 -3 1 -1 3

mdtrizokat és az dltaluk definidlt @: R3 — R3, vis A-v ésP: R3 — R3, v = B-v linedris transzformdcickat. A
@, illetve  linedris transzformdcick mdtrizai az £ standard bdzisban Afp = A, illetve AS, = B. A karakterisztikus
polinomok a kévetkezdk:

Xo = XA = x>+ +x—1=—(x+1)(x—1)?,
Xy =XB = X34 4x? —5x+2=—(x— 1) (x—2).
A Kovetkezmény szerint my | X €s My, | Xy. A lehetséges eseteket meguizsgdlva azt kapjuk, hogy

Mg =ma = (x+1)(x—1)?,
my =mg = (x —1)(x —2).

5.3.3. Diagonalizalhatosag

A K test feletti A négyzetes matrix diagonalis, ha a f6atlojan kiviili elemek mind 0-ak. A tovabbiakban
tetszoleges di,...,d, € K elemekre diag(d;,...,d,)-nel jeloljiik azt a diagonalis matrixot, amelynek f6atlojaban
rendre a dj,...,d, elemek allnak.

Legyen V véges dimenzios valés vektortér, @ € Hom(V). Azt mondjuk, hogy a ¢ linearis transzformacio
diagonalizalhato, ha V-nek van olyan bézisa, amelyben ¢ méatrixa diagonalis. Az A valos négyzetes matrix
diagonalizalhato, ha az R™ — R™, v — A - v linearis transzformécié diagonalizalhato.

5.35. Tétel. Legyen @ a véges dimenzidos valds V wektortér linedris transzformdcidja. Ekkor a kévetkezdk
ekvivalensek:

(1) @ diagonalizdlhatd;
(1) V-nek van @ sajdtvektoraibsl dllo bazisa;
(1) V elddll @ sajdtaltereinek direkt dsszegeként.

Ha a @ linedris transzformdcio mdtriza V valamely bdzisaban diagondlis, akkor a mdtrixz diagondlisiban ¢ sa-
jatértékei szerepelnek, mégpedig mindegyik pontosan annyiszor, amennyi a hozzdtartozd sajdtaltér dimenzidja.

Bizonyitds. Legyen n = dim(V) és legyenek Aq,...,Ax € K a ¢ linearis transzformacié sajatértékei, valamint
legyenek rendre Uy,..., Uy a hozzajuk tartozo sajatalterek.

(1) = (ii): Tegyik fel, hogy ¢ maétrixa a V vektortér vy,...,v, bazisdban A = diag(A1,...,An). Ekkor
@(vi) = Ai - v; teljesiil minden i-re (1 <1< n).

(ii) = (iii): Tegylik fel, hogy V-nek van sajatvektorokbol allé bazisa: vi,...,vn. Legyen Iy = {i|v; € Ug},
ahol 1 < £ < k. Ekkor az Iy,..., I} halmazok az {1,...,n} halmaz egy osztalyozasat alkotjak. Ha v € V, akkor

k
v:oq-v1+~--+ocn-vn:ZZoci-vieU1+---+Uk
¢=11iel,

kovetkeztében v € Uy + --- + Uy. Igy
V=Ui+ - +Ux=U1 @ - @ Uy

teljesiil az [5.23] Tétel szerint.
(iil) = (1): Tegyiik fel, hogy V az Uj,..., Uy sajatalterek direkt Osszege. Valasszunk bazist az Uj alterek-
ben:
v%“, . ,vgee) béazis Ueg-ben (1 < € < k).

Ekkor a vg) (1 <<k, 1<1i< dg) vektorrendszer bazis V-ben.

Ezzel igazoltuk a tételben szerepl6 allitdsok ekvivalencidjat.

A Kkiegészités bizonyitasa: Legyen vq,...,v, olyan bazisa V-nek, amelyben ¢ maétrixa diagonélis. Jeloljik
me-lel a Ap sajatérték el6fordulasainak szaméat ebben a diagonalis méatrixban (1 < £ < k). Ekkor a vq,...,vn
bazisvektorok koziil pontosan m, darab vektor tartozik a A, sajatértékhez, aminek kovetkeztében dim(Uy) > my,
(1<eL<k). Mivel my + -+ mi =n és dim(Uy) + - - - + dim(Uy) = dim(U; & - - - & Uy) = dim(V) = n, ezért
dim(Ug) =mg (1 <€ <Kk).

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O
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7 =3 -2 -3
5.36. Példa. (a) Legyen A = g fz _01 j és @: R* 5 R* (a,b,c,d)T — A-(a,b,c,d)". Ekkor ¢
2 -1 0 0

mdtriza a standard bdzisban A, igy karakterisztikus polinomgja

7—x =3 -2 -3
3 —-x -1 =2
3 -2 —x -1
2 -1 0 —x

Xo =IA—x-E4|l = =xt =73+ 172 —17x+ 6= (x—1)*(x —2)(x — 3),
sajatértékei: 1, 2 és 3. A sajdtértékekhez tartozo sajdtalterek pedig a kévetkezdk:

U, = {(Q,Q,O,G)T lae R} = [(1)])()»])1—})
U, = {(a)())a)a)T lae R} = [(1>0,1»1)TL
Us ={(a,a/2,a/2,a/2)" |a € R} =[(2,1,1,1)7].

Mivel V #£ Uy @ U, @ Us, ezért @ nem diagonalizdlhatd.

—18 10 10 10
(b) Legyen A = :}8 ; ; g és : R* 5 R* (a,b,c,d)" — A-(a,b,c,d)". Ekkor ¢ mdtriza a
-10 5 5 7

standard bazisban A, igy karakterisztikus polinomgja
— _ 4 3 2 _ 3
Xo =IA—x B4 =x" —3x" —6x° +28x —24 = (x + 3)(x — 2)°,
sajatértékei: —3 és 2. A sajdtértékekhez tartozo sajdatalterek pedig a kévetkezdk:

U s ={(0,0/2,0/2,0/2)7 |a €R} = [(2,1,1,1)7],
U, ={(a,b,¢c,2a—b—¢)" [ae R} =[(1,0,0,2)",(0,1,0,—1)7,(0,0,1,—1)7],

Mivel V=U_3 ® U,, ezért ¢ diagonalizdlhatd, ¢ mdtriza az

F: (2)1>]>1)T>(1»0)0)2)1-»(0)170»*1)1-)(0)0»1)*”1-

bazisban
2 -1 -1 -1 21 0 0 -3 0 0 0
-3 2 2 2 A 1 0 1 O] [0 1T 0O
-2 2 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0
-2 1 2 1 1 2 -1 -1 0 0 0 1
P p-1

5.3.4. Onadjungalt linearis transzformaciok
Legyen V véges dimenzios valos Euklideszi tér (a (Lu, 1) : V X V. — V bels§ szorzattal), ¢ € Hom(V). A ¢

linearis transzformacié ortogonalis, ha megdrzi a belsd szorzatot, azaz tetszéleges viw € V vektorok esetén

(v, w) = (@(v), e(w)).

5.37. Allitas. Legyen @ a V wéges dimenzids valds Euklideszi tér linedris transzformdcidja. Ekkor ¢ ponto-
san akkor ortogondlis, ha valahdnyszor ey, ...,en ortonormdlis bdzis V-ben, mindannyiszor @(e1),...,©(en)
ortonormdlt vektorrendszer.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ ortogonalis. Legyen ey,..., e, ortonormalis bazis V-ben. Ekkor tetsz6leges i és
j indexekre (1 <1i,j < n)
(plei), o(e5)) = (ei, €5) = Oy,

azaz az @(e1),..., @(en) vektorrendszer ortonormaélt.
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Tegyiik fel, hogy valahanyszor eq,...,e, ortonormélis bazis V-ben, mindannyiszor e;@,...,e @ orton-
ormalt vektorrendszer. Legyen vq,...,vy bazis V. A Gram—Schmidt-féle eljardssal kaphatunk egy orton-
ormalt wy,...,w, bézist. Legyenek v és w tetsz6leges vektorok V-ben, v = o1 -wy 4+ -+ + an - Wy, és

w=p1-w;+-+ pn- -wn. Ekkor

<(P(V),(P(W)> = <(P(0C] W1+ X 'Wn))(p(ﬁl Wi+t Bn Wn)>
=(x1-@wWi)+-Fan-@wn),B1-@wWi)+ -+ Bn - @(wn))
= Z xiBj (@(wi), @(wy))

1<i,j<n

Z o 3581

1<ij<n

= ) B (wi,w)

1<i,j<n

= (o1 Wi+ & Wn,y B Wi+ 4 B Wr)
=(v,w),

mivel a feltételiink kovetkeztében a @(wq),..., @(wn) vektorrendszer is ortonormaélt. O

5.38. Allitas. Legyen @ a V véges dimenzids valds Euklideszi tér linedris transzformdcidja, melynek mdtriza az
E:ery...,en ortonormdlis bdzisban A = .Afp. Ekkor @ pontosan akkor ortogondlis, ha A=" = AT.

Bizonyitds. Legyen A = (aij)nxn. Mindenek el6tt vegyiik észre, hogy

n
(AAT); = Z ai,eqj,e
=1

n

= E ai,eqj,erde e/
1<0,0/<n
n
= E aieaj ¢ (eg,eqr)
1<0,0/<n
=(ai1-e1+--+ain-enaj1-€ +--+ajn-en)
= (p(ei), @ e])>

teljesiil tetszdleges i és j indexekre (1 < i,j < m), ahol (AAT); ,j az AAT matrix i-edik soranak j-edik ele-
me. Tegyiik fel, hogy @ ortogonalis. Ekkor a [5.37] u 7| Allitas kovetkeztében az @(eq), ..., @(en) vektorrendszert
ortonormalt, igy (@(ei), @(ej)) = 8i,j, aminek kdvetkeztében

(AAT)i; = (@lei), p(e)) = 8y

adodik, azaz AAT = E,.. Igy A invertalhato és A~ = AT,
Tegyiik fel, hogy A~! = AT teljesiil az A matrixra, azaz AAT = E,,. Legyenek v = o - ey + -+ &, - en és
w=2[31-€e1 4+ -+ Pn - en tetsz6leges V-beli vektorok. Ekkor egyrészt

n
W> = Z Xi Bia
i=1
masrészt

(@), (W) = (x1 - @(er) + -+ an - @(en),B1-@e1) + -+ Pn - @(en))
= ) b (eled, 0le))

1<ij<n

= ) «aiB(AAT)y;

I<i,jsn

= Z i 3504,

I<h,jsn

n
Z ‘xiﬁi)
i=1
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ahol felhasznaltuk, hogy (AAT)i; = (@(ei), @(e;)) (1 <i,j<n). Igy (9(v), (w)) = (v, w) teljesiil tetszoleges
v,w € V vektorokra, azaz ¢ ortogonalis. O

5.39. Allitas. Legyen ¢ o V Euklideszi tér linedris transzformdcidja. Ekkor pontosan egy olyan ¢* € Hom(V)
linedris transzformdcio van, amelyre

(p(v),w) = (v, 0*(w))
teljesiil tetszdleges viw € V wektorokra.

Bizonyitds. (Unicitas) Tegyiik fel, hogy a {1 és 1, linearis transzformaciokra

(ev),w) = (b1 (w)) & (o(v),w) = (v,b2(w))

teljesiil tetszbleges v,w € V vektorokra. Ekkor (v,i;(w)) = (v,2(w)), azaz (v, (P71 —P2)(w)) = 0 teljesiil
tetsz6leges v,w € V vektorokra, igy tetszéleges w € V-re (7 — P2 )(w) = 0, aminek kévetkeztében {1 = 1.

(Egzisztencia) Legyen £: ey, ..., e, ortonormalis bazis V-ben, melyben ¢ méatrixa A. Legyen ¢*: V — V az
a linearis transzformacié melynek matrixa AT az eq,..., e, béazisban. Ekkor

(e(v),w) = (A-Mg)" - wlg = ML - (AT - wle) = (v, @*(W)).
O

A fenti (egyértelmiien meghatarozott) @* linearis transzforméciot a @ linearis transzformécio adjungaltja-
nak nevezziik.

5.40. Allitas. Legyen E: e1,...,en ortonormdlis bdzis a véges dimenzids V. Euklideszi térben, valamint legyen
¢ € Hom(V). Ekkor

£ _ (48T
A = (45)T
A o linearis transzformécié 6nadjungalt, ha @* = .
5.41. Tétel (Fotengely-tétel). Legyen V walds Euklideszi tér.

(a) A @:V =V linedris transzformdcionak pontosan akkor létezik ortonormdlt sajdtbdzisa (azaz V-nek olyan
ortonormdlt bdzisa, amely @ sajdtvektoraibol dll), ha @ onadjungdlt.

(b) Ha A egy (n x n)-es valds szimmetrikus mdtriz, és a Q mdtriz ortogondlisan diagonalizdlja, azaz QTAQ =
D diagondlis, akkor az 'y = Qx helyettesités az x'Ax kvadratikus alakot az y'Dy kvadratikus alakba
transzformdlja, amely kifejtve csak négyzetes tagokat tartalmaz, azaz

XTAX:yTDy = A1 y%++}\n y%—
ahol A1y A2y -+ s An az A mdtrix sajdtértékei.

5.42. Tétel (Spektraltétel szimmetrikus matrixokra). Legyen A (n X n)-es szimmetrikus mdtriz R felett, ekkor
a kdvetkezok teljesiilnek:
(a) A-nak (multiplicitdssal szdmolva) n darab sajdtértéke van;
(b) a A sajdtértékhez tartozo sajataltér dimenzidja, azaz A geometriai multiplicitdsa megegyezik A algebrai mul-
tiplicitdsdval;
(¢) a kilonbozd sajdtalterekhez tartozo sajdtvektorok ortogondlisak;

(d) A ortogondlisan diagonalizdlhato.

5.3.5. Alkalmazasok (masodrendii gérbék és feliiletek)

5.43. Példa. Legyen g = 4x? + 2xy + 14x + 4y? + 26y + 2 € Rlx,yl, és tekintsik a g(x,y) = 0 (x,y € R)
egyenlettel definidlt & mdsodrendd gorbét. A g polinom a

ot (13) ()2 (5) - G) 2
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alakban is felirhato. Legyen A = (? l) ésr = (7,13)T. El6sz0r az elséfoki tagoktdl ,szabadulunk meg” az x és
y vdltozok alkalmas helyettesitésével. Legyen x =x' +x0, y =y’ + yo, ekkor
906, y) = (X +x0,y" +Yo) - A (X' +x0,y" +yo) " +2r" - (X' +x0,y" +yo)" +2
= (X/,U/) A (X/,U/)T + ((meO) A (XO)yO)T + ZI‘T . (XO’UO)T + 2) + 2((7(0)90) A+ I‘T)(X/)U/)T’

amely pontosan akkor nem tartalmaz elséfoki tagot, ha (xo,Yo) - A = —r', azaz A - (;O) = —r. Jelen esetben
0

az xo = —1, yo = —3 vdlasztds lesz megfeleld:
g0y) = (<, y A, Y )T =44 = 4(x")? + 2x"y’ +4(y’)* — 44.

Tekintsiik a Q((x',y")") = (x’,y)A(x',y)" kvadmtikus alakot, melynek mdtriza a standard bdzisban éppen
A. Az A mdtriz sajdatértékei az |A —x - Byl = x> —8x + 15 = (x — 3)(x — 5) polinom valds gyokei: N\ = 3
és Ay = 5. Vilasszunk hozzdjuk egy- egy sajdtvektort, amelyeknek hossza egységnyi: vi = (1/v/2,—1/v2)7

vy = (1/V2,1/V2)7. Legyen P = _\i ‘() Ekkor P~ = PT ¢és Q mdtriza az F : v1,v2 ortonormdlt
vVZo V2

F _ (3 0
A5= (3 5).

aminek kovetkeztében Q(x” - vy +y” -vy) = 3(x")? +5(y")%. Ezért a & gorbe ellipszis, melynek kézéppontja

bdazisban:

(x0,Yo), fotengelyeinek iranyvektorai: vi és va (Fétengely-tétel!), a nagy- és kistengelyek hosszai pedig: \/ﬂ €s

\/ﬂ (1d. I dbra).

Vi

V2

(=1,-3)

1. abra. Eltolas és forgatas

5.44. Példa. Ldssunk egy bonyolultabb példdt. Legyenck a és b valds paraméterek, valamint legyen g = 2x? +
dxy+(a+2)y? +4x+2(2—-b)y— 12 € Rlx,yl. Az a és b paraméterck fiigguényében hatdrozzuk meg a

Gap = {(x,y) €R?| g(x,y) =0}

gorbéket. Legyen A = (g aiZ)’ r=(2,2-b)" ésc=—12. Ekkor g(x,y) = (x,y)-A-(x,y)"+2-rT-(x,y) " +c

Tekintsiik az Ax = —r egyenletet, melynek bovitett mdtriza és lépcsds alakja:

2 2 -2 ~11—1
2 a+2|b-2 0 a| b )
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1. eset: a # 0. Ekkor az Ax = —r egyenletnek pontosan egy megolddsa van: xo = —1—b/a, yo = —b/a. Legyen
x=x"+x0 ésy =y’ +yo, ekkor
9% y) = (X" +x0,y" +Yo) - A~ (x" +x0,y" +yo) " +2-1- (X' +x0,y" +yo)" +¢
bZ

=2(x')? +4x'y’ + (a+2)(y')* 14— -

Azaz ebben az ,ij” koordindtarendszerben (melynek kezddpontja az (xo,Yo) pont) a 4 p gorbe egyenlete: 2(x")?+
dx"y' 4+ (a+2)(y")? — 14— % =0. Tekintsiik a

QU(x', YT =2(x")? +4x"y’ + (a +2)(y")?

kvadratikus alakot, melynek mdtriza o standard bdzisban A. Az A mdtriz sajdtértékei a xa = x* — (a+4)x +2a

polinom gydkei:
:%(a—|—4+\/a2+16), s = 2<a+4 \/a2+1)

Sajdtvektorokat az (A — Ay - E2) -x =0 (1 =1,2) homogén linedris egyenletrendszerek megolddsdval nyerhetiink:

C(2-An 2 2 24a-n
A_M'EZ—( 2 a+2—7\i>N(O 0 >

ezért a Ni-hez tartozd eqyik sajdtvektor vi = Ay —a —2,2)7 (i =1,2). Ekkor a

Wi =

v —a+A -2 2
il \V(—a+M —2)2+4" /(—a+A —2)2+4)’

W) =

v2 —a+A —2 2
[va]] ViEa+2A—2)2+4 /(—a+A—2)2+4

ortonormdlt bdzisban Q mdtriz diagondlis mdtriz, mégpedig a P - A - P = diag(A1,A2) mdtriz, ahol

—a+A;—2 2 T
o (—a+A1—2)2+4 (—a+A1—2)2+4
P = \/ —at+Ar—2 \/ 2

V(—a+A2-2)2+4  \/(—a+A2-2)2+4
Igy Q(x" w1 +y”" - wa) = A (x")2+A2(y")?, a gorbe egyenlete ebben az eltolt-elforgatott koordindtarendszerben:

bZ
A (x")2 + Az (y")? 14+—

e Ha a >0, akkor Ay,Ay > 0, igy ellipszist fogunk kapni.
e Ha a< 0, akkor Ay >0 és Ay <0, gy

=+/—14a esetén eqgymdst metszd egyenes pdarunk lesz,
o b #+/—14a esetén pedig hiperbola.

2. eset: a =0 és b =0. Fkkor az Ax = —r egyenlet megoldhatd, egy megolddsa: xo = 0, yo = —1. Legyen
x=x"+%0 ésy =y’ +yo, ekkor

g(x,y) = (x" +%0,y" +yo) - A+ (x" +x0,y" +Yo)' +2-1- (x' +x0,y’" +yo)' +¢
=2(x")? +4x'y’ +2(y")* —14.

Azaz ebben az ,iij” koordindtarendszerben (melynek kezdépontja az (xo,Yo) pont) a B p gorbe egyenlete: 2(x")? +
x'y' +2(y")?—-14=0.

e Hoa=b =0, akkor Ay =4 és A\, =0, igy a gorbe egy parhuzamos egyenespdr lesz.
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3. eset: a =0 és b #0. Ekkor az Ax = —r egyenlet nem oldhaté meg. Tekintsiik a
Q% y)") =26 +dxy + 2y

2 2

kvadratikus alakot, melynek mdtriza a standard bdzisban A = <2 5

). Az A madtriz sajatértékei:
A =4, A2 =0,
egy-eqy sajdtvektor pedig
vi=(/V2,1/V2)T (M =4)  és  va=(=1/V2,1/V2)T (A =0).
A v1,v2 ortonormdlt bazisban Q mdtriz diagondlis mdtriz, mégpedig a PT - A - P = diag(4,0) mdtriz, ahol

RV ARV N
P‘(—vﬂ 1/ﬁ> '

Igy Q(x"-vi +y’ -v2) =4(x')?, a gorbe egyenlete ebben az eltolt-elforgatott koordindtarendszerben.:

V2, (b-4) 6V2
b b b’

—V2bx — V2by + 4% +4V2x — 12 =0 =y =

azaz gorbénk egy parabola.
Ezzel gorbénk elsddleges vizsgdlatdt befejeztik. Az egyes tipusokhoz tartozo gorbék a[g dbran lathatéak.

fa=1,b=1) ‘ ‘ {a:’“b:‘/ﬁ} ‘ ‘ {a=-1, b=1}

o x i 0 ol

-10F B -10 _10}

-20 -10 0 10 20 -20 -10 [ 10 20 -20 -10 0 10 20
{a=0, b=0} {a=0, b=1}

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20

2. abra. A 2x? 4+ 4xy + (a + 2)y? +4x + 2(2 —b)y — 12 = 0 egyenlettel definialt masdorendd gorbék

5.45. Példa. Legyen f = x? + 4xy — 2xz + 4x — y? + 6yz + 2y + 222 — 6z + 12 € R[x,y,zl, és tekintsik az
f(x,y,z) =0 (x,y,z € R) egyenlettel definidlt § mdsodrendd feliletet. Az f polinom az

1 2 -1

f=(xyz) -2 =1 3| (xyz)"+2-(2,1,-3)-(x,y,2)" +12=0
-1 3 2
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1T 2 -1
alakban is felirhato. Legyen A = | 2 —1 3 | ésr=(2,1,=3)". Elészor az elséfoki tagoktdl ,szabadulunk
-1 3 2
meg” az X, y €s z vdltozok alkalmas helyettesitésével. Legyen x = x' +xo0, Yy =y’ +Yo és z = 2z’ + zo, ahol
(x0,Yo0,20) az Ax = —r egyenlet megolddsa, azaz (x0,Yo,20) = (—22/15,1/15,2/3). Ekkor

107 107
f(x,y,z) = (x',y’, 2 )A(x',y’,2") T + 15 = (x")2 +4x'y’ —2x'z" — (y') 2 +6y'z' +2(z')? + T5
Tekintsiik a Q((x',y’,z)") = (x',y’,2")A(x",y’,z")T kvadratikus alakot, melynek mdtriza a standard bdzisban
éppen A. Az A mdtriz sajdtértékei az |A —x - B3| = —x3 +2x% +15x — 30 = —(x — 2) (Xz — 15) polinom valds
gyokei: A1 = —V15, Ay =15 és A3 = 2. Vilasszunk hozzdjuk egy-eqy sajdtvektort, amelyeknek hossza eqységnyi:

1
vi=——o . (54+15,—5—3V15,10),
2V/75+10V15
1
V)=— . (5—15-543V15,10) és
2V/75—-10V15
1
V3 = ﬁ(.’), 1,—1).
Legyen
5+V15 —5-3V15 5 T
24/75+10v/15  20/75+10/15  \/75+10V15
P— 5-v15 3v15-5 5
z\/75§1oﬁ z\/75711o\/ﬁ \/757110\5
V11 Vi1 RVE

Ekkor P~ = PT és Q mdtriza az F:vi,v2,v3 ortonormdlt bizisban:

S V15 0 0
AZ' = o vi5 0],
0 0o 2

aminek kovetkeztében Q(x" -vi +y” -va +z" - v3) = —V/15(x")2 + V15(y")? + 2(2")?. Ezért az § felillet egy
kétkopenyt hiperboloid (ld. @ dbra).

A maéasodrendd gorbék tipusai:
e ellipszis, hiperbola, metsz8 egyenespar, {(0,0)} (centralis gorbék);
e parabola, parhuzamos egyenespar, két egybeess egyenes (parabolikus gorbék).
A masodrendii feliiletek tipusai:
e ellipszoid, egy- és kétkopenyt hiperboloid, {(0,0,0)} (centralis feliiletek, 1d.: El abra, old.);

e elliptikus és hiperbolikus paraboloid, hengerfeliilet, amelynek vezérvonala masodrendii gorbe, metsz§ sikpar,
parhuzamos sikpar, két egybeess sik (paraboloidok, hengerek és sikparok, 1d.: és abrak, és
oldalak).

5.3.6. Jordan-féle normalalak

Legyen V véges dimenzids vektortér a K test felett, ¢@: V — V linearis transzforméacié. Ha ¢ minimélpoli-
nomja My = (x —A)™ -+ (x —A;)™ € Klx], akkor a Ker ((¢ —A{E)™) alteret (a A; sajatértékhez tartozo)
altalanositott sajataltérnek nevezzikk (i € {1,...,1}).

Fontos megjegyezni, hogy a @ linedris transzformdcié me minimdlpolinomjdat dltaldban nem tudjuk (x —
A (x = AT alakban felirni, mivel a minimdlpolinom nem minden gydke van feltétlenil K-ban. (Gon-
doljunk a sikbeli origo korili (71/2)-sz0gd forgatdsra, amelynek nincs is valds sajatértéke.) Ha K = C, akkor a
Klasszikus Algebra Alaptétele szerint dltaldban is mikodnek majd az aldbbiak, hiszen minden C[x]-beli polinom
elséfoku Clx]-beli polinomok szorzatdra bomlik. Nem ez a helyzet R felett, hiszen ott mdr mdsodfokd irreduci-
bilis polinomok is vannak, Q felett pedig még bonyolultabb a helyzet (pl. az x™ —2 € Qx| polinom minden n
természetes szamra irreducibilis).
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3. abra. Az § masodrendd feliilet egy kétkdpenyti hiperboloid

5.46. Tétel. Legyen @: V — V linedris transzformdcid, melynek minimdlpolinomja
Me = (x —A7)™ - (x =A™,

ahol A1y ..., A\ € K pdronként kiilonbozd sajdtértékek, ny,...,n. € N és Vi = Ker ((¢ —ME)™) (i=1,...,71).
Ekkor V a Vi,..., V. dltaldnositott sajdatalterek direkt dsszege, azaz

V=Vi&.---&V,.

5.47. Tétel. Ha B; bdzis Vi-ben (1 < i< 1), akkor a By,..., B vektorrendszer V -ben, melyben @ mdtriza:

AT 0 --- 0
0 A, -+ 0
: Lo |
o o0 - A,
ahol Aq,..., A négyzetes mdtrizok, pontosabban Ai a @lv,: Vi — Vj linedris transzformdcio mdtriza a B

bdzisban (1 =1,...,71).

5.48. Tétel. Legyen @: W — W linedris transzformdcio, melynek minimdlpolinomja
me = (x — A,

Ekkor W -nek van olyan bdzisa, amelyben @ mdtriza

Ji 0 -~ 0
0 J, --- 0

0 0 - Js
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alaki, ahol Ji négyzetes mdtrix,

A1 O 0 0
0 A1 0 0
0 0 A 0 0
]i: . . . . . .
00 0 -+ A1
o0 0 -~ 0 A

5.49. Allitas. Legyen @: V — V linedris transzformdcio, melynek minimdlpolinomja
My = (x—A)" - (x —A)"

Ekkor ¢ Jordan-féle normdlalakjdban a Ay sajdtértékhez tartozo legnagyobb méretd elemi Jordan blokk (ny x ny)
méretd.

A, .

Ak Jie

Ar e, ]k,Sk

4. abra. A Jordan-féle normalalak felépiilése (Jordan-blokk, elemi Jordan-blokk)

A2 o2 jk,z

5.50. Példa. Legyen @ a V = R3 vektortér aldbbi linedris transzformdcidja:

a —3a—2b+3c
:R* SR [b]—» | 2a+b—c .
c —5a—3b+5¢

Ekkor @ mdtriza az € standard bdzisban:

-3 -2 3
A99=12 1 1],
-5 -3 5
karakterisztikus polinomja pedig X = |A —x - B3| = —(x — 1)3. Igy @ egyetlen sajdtértéke a A = 1 valds szam.
-4 -2 3 -3 -1 2
Minimdlpolinomja pedig my = (x —1)3, mivel A—1-E3 = ( 2 0 —1|é(A-1-E3)= (—3 -1 2) .
-5 -3 4 -6 -2 4

Legyen O = @ — 1-idy és hatdrozzuk meg a
{0} = Ker (l.l)o) C Ker () C Ker (11)2) C Ker (11)3) =V

altereket. Legyen B a b linedris transzformdcio mdtriza, ekkor

4 2 -5
B=A'=A-1-EB5=(-2 0 -3,

3 -1 4
ezért
Ker (V) = {veR*[vI -B=0"} =[(1,1,2)7],
Ker (W?) = {veR* v -B2=0"} =[(1,1,2)",(~1,3,0)7],
V=Ker () ={veR? v -B*=0"} =[(1,1,2)7,(-1,3,0)",(0,0,1)"l.
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Az induld bazisunk legyen vi = (1,1,2)7, vo = (=1,3,0)7, v3 = (0,0, 1)7. (Vegyiik észre, hogy Ker (\») bdzisdt
terjesztettik ki Ker (1],)2) bdzisdvd, majd ez utébbit V = Ker (1])3) bazisdvd.) Tekintsik a Ker (1],)3) \ Ker (11)2) -beli
bdzis vektorokat (jelen esetben egy ilyen vektor van): v3 = (0,0,1)T. Legyen c1 =v3 és by =P(c1) = (3,—-1,4)T
és a; = P(by) = (2,2,4)". Ekkor by € Ker (1])2) és ay € Ker (), mivel P2(by) = P3(cy) = 0 és P(ay) =
P2(by), tovdbbd

elar) =W +idv)(ar) =P(ar) + a1 = ay
(b)) = (P +idv)(by) =(b1) + by = aj + by,
@(c1) = (b +idv)(cr) =P(cr) +¢1 =by +cr.

Azaz az F: ay,bq,cq bdzisban @ mdtriza
1/8 3/8 0 2 3 0
—1/4 0]-A-12 =1 0| =
—1/2 1 4 4 1
P p—!

AP = | 1/4
-3/2

ahol P = Cg¢ r.

5.51. Példa. Legyen a @: R* — R* linedris transzformdcid mdtriza a standard bdzisban

—60 —36 68 2

A —26 —13 29 -1
—69 —40 78 1 ’
-19 —-11 21 2

azaz @: R* - R*, (a,b,c,d)T — A - (a,b,c,d)". Ekkor

Xo =det(A —A-Eg) =A* =72 + 18\ =200 +8 = (A —2)3(A — 1),
me = A—2)2(A—1).

(Az my minimdlpolinom meghatdrozdsdindl felhaszndltuk, hogy minden sajdtérték gydke mep-nek és myp | Xo,
valamint némi szamolds is elkél. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben ennyi informdcio elég is a Jordan-féle
normdlalak meghatdrozdsihoz.)

A(z dltaldnositott) sajdtalterek meghatdrozdsa:

A—60  -36 68 2
26 —A—13 29 1

A-MBa=1 g 40  78—A 1 |
19 21 2-2

61 —36 68 2 10 0 —10/3

26 14 29 1| [0 1 0 —4/3 A

69 —40 77 1 00 1 —11/3 =1),

19 11 21 000 0

62 —36 68 2 10 -4 1

26 —15 29 —1 01 5 —19

69 —40 76 1|1 oo o o (A=2),

19 11 21 0 00 0 0

ezért az 1 és 2 sajdtértékekhez tartozo sajdtalterek:
U; =Ker (@ —1-idy) =[(10,4,11,3) 7],
U; = Ker (¢ —2-idy) = [(4, -5, 130)Ta (—11,19,0, ])T]
Az 1 és 2 sajatértékekhez tartozo dltaldnositott sajdtalterek:
V] = U])
V, =Ker ((¢ —2-idv)?)
= [(4) =5, 1> 0)T> (_] 1 ) ]9) O) 1 )T) (_3) 5, 0) O)T]
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A | szép” bdzis konstrukcidja V-ben. Az egyszeriség kedvéért jeldljik a @ —2-idy linedris transzformdcidt \-vel.
Legyen a\”) = (~3,5,0,0)7 € Ker ($2) \ Ker () és b\*) =w(al™) = (6,3,7,2)7. Ekkor

a22)>b22)>b52) = (4) _5) 1»0)1—
bdzis Va-ben, és igy
‘15” = (]O) 4) ]1)3)T)b£2) = (43 _5) 1)0)T)b22] = (6»3)7)2)T) agZ) = (_3>5»O)O)T

bdazis V-ben. Mivel

o(ai") =1-a}",
@) =0 (W +2-idyv) =2-b5,
e(0}?) =b{P (P +2-idy) =217,
(p(agz)) = a%z)(lb +2-idy) = bgz) +2- agz),
ezért @ mdtriza ebben a bdzisban:
10 0 0
0 2 00
7'[_
PrA-P =10 0 2 1
0 0 0 2
ahol P az aldbbi mdtriz:
10 4 6 -3\ 5 3 5 -2
b_|4 -5 3 5 | =52 =372 72 52
o170 | -15/2 —=9/2 1572 7/2
3 0 2 0 -2 —1 3 -3
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5.4. Feladatok

5.4.1. Feladat. Legyen V wvalds vektortér és W az wHB1i-v (u,v € V) alaki formdlis kifejezések halmaza, ahol
i a komplex eqység. Mutassa meg, hogy

(a) W wektortér lesz C felett az ® és A® (A € C) mdveletekkel, ahol

DWW =W, (uBi-v)e B Bi-v)=(u+u)BHi-(v+v),
(a+b)o:W—->W, (a+bi)o (uBi-v)=(a-u—Db-v)BHi-(b-v+a-v) (a,b € R);

(b) az{uB1i-0|ue W} részhalmaza W-nek V-vel izomorf altér W -ben.

(¢c) Ha @ linedris transzformdcidja V-nek, akkor a W — W, ulB1i-vi— @(u)Bi- @(v) leképezés linedris
transzformdcidja W -nek.

Hatdrozza meg W dimenzidjdt, ha dim(V) = n.
5.4.2. Feladat. Igaz-e, hogy az
F:R*xR* 5 R, ((a,b)7,(c,d)") = ac+bc + ad+3bd
leképezés belsd szorzatot definidl az R? walds vektortéren?
5.4.3. Feladat. Igaz-e, hogy az
R* xR* 5 R, ((a,b,¢)",(d,e,f)7) — ad +bd + cd + ae + be + ce + af + bf + cf
leképezés belsd szorzatot definidl az R3 wvalds vektortéren?

5.4.4. Feladat. Mutassa meg, hogy a Példa (b) és (c) részében szerepld vektortereken valéban belsd szorzatot
definidalnak a megadott leképezések.

5.4.5. Feladat (Ortonormalt bazisok tulajdonsagai). Legyen eq,...,en ortonormdlt bazis a V Euklideszi térben
ésv € V. Bizonyitsa be, hogy ekkor igazak az aldbbiak:
(a) v=13 11 (v,ex) - ex (Fourier-kifejtés);
(b) [VIF = X0, vy en) (Pitagorasz-tétel);
(¢) (vyw) =3 15 (vyex) (w,ex) (Parseval-azonossdg).
5.4.6. Feladat (Bessel-egyenlGtlenség). Legyen vi,..., vy ortonormdlt vektorrendszer a V. FEuklideszi térben és

v tetszdleges vektora V -nek. Ekkor

n
2
S 1w P < vl

k=1

ésaw=v—3 _; (v,v) - vi vektor merdleges mindegyik v vektorra (1 <k < n).

5.4.7. Feladat. Hatdrozza meg a kocka testdtlogjainak a lapdtliokkal és az élekkel bezdrt szdgét.

5.4.8. Feladat. Hatdrozza meg az e1 ={(t,t,0) |t € R} és e; ={(0,t,t) | t € R} egyenesek hajldsszigét.
5.4.9. Feladat. Hatdrozza meg az e; ={(t,t,t) |t € R} és e2 ={(t,t+ 1,0) | t € R} egyenesek hajldsszigét.

5.4.10. Feladat. Legyen V walos Euklideszi tér, U < V ésv € V. Mutassa meg, hogy az aldbbiak tetszdleges
w € U esetén ekvivalensek:

(i) bdrmelyu € U esetén v—w | u;
(i) flv—wl| = minyeu v —u].

5.4.11. Feladat. Legyen V valds Euklideszi tér és S véges részhalmaza V -nek. Ekkor (S+)+ megegyezik az S-beli
vektorok dltal generdlt altérrel.

5.4.12. Feladat. Tekintsik a V = Rs[x] Euklideszi teret az (f, g) = J"ll f(x)g(x) dx belsdszorzattal. Adjunk meg
olyan ortogondlis po,P1,...,ps bdzist V-ben, amelyre p; =€ és pe(1) =1 teljesiil (£ € {0,1,2,3,4,5}).

5.4.13. Feladat. Legyen V wvalos Euklideszi tér és v € V egységuektor. Mutassa meg, hogy v pontosan akkor
sajatvektora a @ € Hom(V) linedris transzformdcionak, ha (v, (p(v)>2 =(pW), o).
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5.4.14. Feladat. Legyen V = R3. Kvadratikus alak-e a Q: V — R leképezés? Legyen v = (x,y,z)".
(a) QW) =2x2+3y? +x+y+1; (b) Q(v) =x% +xy;
(© QW) =Kx—y)P+y—27°+(z—x?% (d) QW) = (x—y)? + (x+y)*.

5.4.15. Feladat. Legyen V =R* és F: V x V = R az aldbbi szimmetrikus bilinedris alak V-n:

F(v,w) = =2viw1 + 2vowqg +v3wy — vawq +vawa — viws — vaws + 5viwg — dvowy — 3vawy + 2vgwy,

ahol v = (vi,v2,v3,v4)" és w = (w1, wa, w3, W4)T (v1,V2,V3,V4, W1, W2, W3, Wy € R). Adjon meg olyan bdzist
V-ben, amelyben F mdtriza diagondlis.

5.4.16. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi kvadratikus alakok rangjdt és szignatiurdjat

o teljes négyzetté kiegészitéssel,

o (szimmetrikus) sor- és oszlopmiveletekkel,

aholuw = (a,b,c,d)" ésv=(x,y,z)".

3 2 4 X

(a) Qv)=Mxvy,z) (2 0 2| |y]: (b) Q(v) = 14x? +y? 4 5z% — 10xy + 6yz — 54xz;
4 2 3 z

() Q) =x*+y?+2% +xy+yz+xz; (d) Q(v) = —10xy + 6yz — 54xz;

(e) Q(u)=2a?—6ab+2ac —8bc — c? +4bd —2d2.

5.4.17. Feladat. Hozzuk diagondlis alakra és adjuk meg a bdzistranszformdcid mdtrixdt:

(a) X%+ 2x1x2 + 2x5 + 4xax3 + 5%3; (b) x1%2 +X1X3 +X2X3;
© D> xI+ D x (R foltt); (d) 2x3 +x1x2 +3x3 (Zs folott).
1<ign 1<i<j<n

5.4.18. Feladat. Mely n-ckre és 0 < o« < 5 szdgekre pozitiv definit a kivetkezd kvadratikus alak:

2cos o Z X +2 Z XiX;?

1<ign 1<i<j<n

5.4.19. Feladat. Féminorok segitségével adjunk jellemzést a negativ definit valds kvadratikus alakokra.

Legyen A C R? nyilt halmaz, f: A — R valos fiiggvény, amely A minden pontjaban folytonosan differencial-
hato, és legyen (xo0,Yo) € A. Az (x0,yo) pont stacionarius pontja f-nek, ha

of of
&(XoaUO] = @(XO,UO) =0.

Legyen (x0,Yo) tetszsleges pontja A-nak. Ekkor az

of of
f(xo0,Yo) + = (x0,Yo) - (x —x0) + @(Xo,yo) (Y —yo)

ox
2 2 2
f 2 f o*f 2
Z - C(x — 22— C(x — _ il Sy —
+ 32 (X0 yo) - (x —x0)" + 6xay(xo’y0) (x —x0)(y yo)+ayz(><o,yo) (y—yo)

fliggvény az (xo,Yo) pont egy ,kis” kdrnyezetében ,,jo1” fogja kozeliteni az f fliggvényt és az alakjuk is ,meg-
egyezik”. Ha (xo,Yo) stacionarius pontja f-nek, akkor
o f o f o f
f(x,y) = f(xo,Yo) + W(Xo,yo) (x —x0)* +2m(xo,yo) “(x =x%0)(y —yo) + @(XO»BOJ (Y —yo)?,
igy f alakjat a Q((x',y")7) = gTzzf(xo,yo) - (x")? +2%(xo,yo) x'y’ + gTzzf(xo,yo) - (y’)? kvadratikus alak
hatarozza meg.
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5.4.20. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi feliiletek staciondrius pontjait €s azok tipusdt:

(a) flx,y) =xy? —dx*y +3x* —y* +4y; (b) flx,y) =x> —4x’y —x* +y?%;
(€ flxy) =x*+y*+3+2; (@) flx,y) =x>+y> —2(x* +y?) + 3xy;
(e) f(x,y) =y?cosx —cosx +y; (f) f(x,y) =x3—15x? —20y% +5.

5.4.21. Feladat. Legyen V walds vektortér és F szimmetrikus bilinedris alak V-n. Ha F(v,v) = 0 teljestil
tetszdleges v € V wvektorra, akkor F(v,w) =0 (vyw € V).

5.4.22. Feladat. Legyen V wvalds vektortér és F szimmetrikus bilinedris alak V-n. Legyenek wq,...,wy olyan
V-beli vektorok, amelyek pdronként ortogondlisak F-re vonatkozdan, azaz F(wi,w;) =0, ha 1 <i#j < n. Ekkor
tetszdleges A1,y ..., An € R skaldrokra, ha

Al Wi+ AWy =0,

akkor Ay = 0 teljesiil minden olyan esetben, amikor F(wi,w;) # 0. Aminek kovetkeztében, ha F(wi,wi) # 0
teljesiil minden i-re (1 < i< n), akkor a wy,...,wy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

5.4.23. Feladat. Legyen V wvalds vektortér és F szimmetrikus bilinedris alak V-n. Legyenek wy,...,wy olyan V-
beli vektorok, amelyek pdronként ortogondlisak F-re vonatkozdan és F(wi,wy) # 0 teljesil minden i-re (1 <1< k).
Ekkor tetszéleges v € V vektorohoz van olyan w € 'V wvektor, hogy Flwi,u) =0 (1 <1< K) ésv awi,...,wi,u
vektorok linedris kombindcidja, azaz

V= [UU{W1>-'-)Wk}])

ahol U ={u € V | Flwi,u) = 0 teljesil minden i-re (1 <1< k)}

5.4.24. Feladat. Legyen V =R", A = (a;;) € R™*™ szimmetrikus mdtriz és F(x,y) = x" Ay, valamint legyen

a1 (o S N
azi azz2 -0 QA2
vi=| : : (1<ign),
ai—1,1 Ai—12 - Qi1
€1 €2 €q
ahol ey, ...,en a standard bazis. Igazoljuk az aldbbiakat:

(a) Flvi,vj) =0, ha 1 <i#j<ny

(b) F(vi,v1) = aq,1 és tetszdleges 2 < i< n esetén

ar a2 o0 QAri ari
a a2 o A1,i-1 ’ ’ ’ ’
az s azz - az,i az,i
az,i azz -0 Q421 _ _
Flvi,vi) =| . . .
ai—1,1 Qi—12 - Qi-1i-1 Qi-1d
ai—1,1 Qi—12 - Gi—1,i—1 ’ ’ ’ ’
ain ai2 T ai,i—1 aii
5.4.25. Feladat. Legyen V végesen generdlt valds euklideszi tér az F belsd szorzattal, valamint legyen vi,...,vn
bdzis V-ben, aij; = F(vi,v;) (1 <i,j <n). Ekkor a
ar,i ar2 o0 A1
az,i azz2 -0 Q2
wi=| ! : (1<i<n),
ai—1,1 Qi—12 - Qi—1ji
A% %) N Vi

vektorok ortogondlis bdzisdt alkotjdk V-nek. Igy a wi = W -w! (1 <1< n) vektorrendszer ortonormdlt

bdzis.

] [m (| (m (m (m (]
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5.4.26. Feladat. Legyen A a K test feletti (n x n)-es mdtriz, melynek karakterisztikus polinomja xa € K[x].
Mutassa meg, hogy
xa = (=1)™™ + (=)™ "Trace (A) x™ ' + - - + det(A).

5.4.27. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi valos mdtrizok sajdtértékeit:

-3 14 —4 3 —6 4 -1 6 -2
(a) -2 9 =2 1; (b) 2 =3 2 |; (c) -1 4 -1
-4 14 -3 4 —6 3 -1 3 0
5.4.28. Feladat. Hatdrozza meg az alabbi mdtrixok karakterisztikus és minimdlpolinomjadt:
1 1 0 -2 -3 -3 -1 -3 6
(a) A= -9 —4 1 |; (b) B= -1 0 =1 |; (¢ C=| -1 1 —7
-3 3 2 0 1T -1 0 1 -3

5.4.29. Feladat. Legyen K test, A € K és n € N, valamint tetszdleges 1,j indexekre (1 < i,j < n) legyen

A, hai=j,
aij =<1, haj=1i+1,
0, kilonben.
Hatdrozza meg az Ay = (ay,j)nxn mdtriz minimdlpolinomyjat.

5.4.30. Feladat. Legyenek A és B a K test feletti azonos méretid négyzetes mdtrizok. Mutassa meg, hogy az A
és B mdtrizok nyoma megegyezik, azaz Trace (AB) = Trace (BA). Majd gondolja meg, hogy hasonlé mdtrizok
nyoma megegyezik. Megfordithatd-e ez utébbi dllitds?

5.4.31. Feladat (Gershgorin-tétel). Legyen A = (aij)nxn € R™™ szimmetrikus mdtriz és
Ty = Z lag;| (T <ig<n).
A
Ekkor az A mdtrix minden sajdtértéke az U?:] laii — T, aii + 11l halmazban van.
5.4.32. Feladat. A Perrin-sorozatot az aldbbi rekurzid definidlja:
P1=0,P,=2, P3=3 és Ppo=Prno2+Pr3MmeN n=4).

Legyen oo = limn o0 Pnt1/Pn. Mutassa meg, hogy « jol definidlt (azaz valdban létezik a hatdrérték), valamint o
qyoke az x> —x — 1 polinomnak.

0 1 1 Pn Prn_1
EREDMENY /MEGOLDAS. Legyen A = (1 0 0) € C3*3. Ekkor (Pn1> = A (Pnz>, aminek kovetkeztében
0 1 0 Pn—z Pn73

Pn PZ
<Pn1> =A"? (P]) (n €N, n > 3). Az A matrix sajatértékei a —x> + x + 1 polinom gydkei:
Pn_2 Po

o 1.32472, B~ —0.662359 +0.562281 és P ~ —0.662359 — 0.56228i.
Valasszunk egy-egy sajatvektort:

Vo = (“23 “)])T»
ve = (B% B, 1),
Vg = (EZyB» 1 )Tv
n—2

és legyen M = ( ax B [3) . Ekkor M™'AM = diag(w, B, B), igy A" 2 = M - diag(a™ 2,32, B ) - M~ é&s
1

Pn PZ
Puo | = (M - diag(a™ 2, B“fz,ﬁniz) . Mfl) [P ] mMeN, n>3).
Pn_2 Po

Amelybsl az adodik, hogy Pn = o™ + g™ + B (n € Ny). *
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5.4.33. Feladat. A ,,Tribonacci-sorozatot” az aldbbi rekurzid definidlja:
Ti=1,To=1T3=2 é Ta=Th 1+Th 2+Th 3 MmeN, n=>4).

Legyen B = limy 00 Tng1/Tn. Mutassa meg, hogy B jol definidlt (azaz valdban létezik a hatdrérték), valamint 3

qyoke az x> —x* —x — 1 polinomnak.

1 2
5.4.34. Feladat. Legyen A = <] 0 2) ésB =13 1]. Hatdrozza meg az AB és BA mdtrizok sajdtértékeit

3 =11 11
és hasonlitsa dssze dket.

5.4.35. Feladat. Hatdrozza meg az A™ mdtrizot (n € N):

P R
(a) A=|1 2 1
1 1 2

0
; () A=
1

_—_— O =

1
1
1
0

—_O = —

5.4.36. Feladat. Legyen V = R4[x], a legfeljebb negyedfoki polinomok vektortere, és tekintsik a

X
©: V=V, p»—)%J' p(t)dt
0

3

leképezést. Mutassa meg, hogy @ linedris leképezés, irja fel @ mdtrivdt a 1,x,x%,x3,x* (kanonikus) bdzisban.

Hatdrozza meg @ sajdtértékeit és sajatvektorait.

5.4.37. Feladat. Legyen Vonat, (n € N) azon n-hosszi vonatszerelvények szdma, amelyek 1 vagy 2 egység
hosszusdgu vasiti kocsikbol épiilnek fel. Hatdrozza meg a sorozat dltaldnos tagjdt.

5.4.38. Feladat. Melyek diagonalizdlhatok az aldbbi R feletti mdtrizok kozil?

123 1o 2 01 0 01 0
(@ | 01 2); (b) | 0 1 0 [; (c) ;o (d)
0 0 1 0 0 1 0 0 2 3 0 0 2 3
0 0 0 2 0 0 3 2
5.4.39. Feladat. Melyek diagonalizdlhatdk az alabbi K test feletti mdtrizok kozil (K € {R,C})?
5 2 9 1 0 0 1 2 =2 5 -1 -3
(a) 4 1 6 |; (b) 1 0 2 |; (c) 1 =2 4 (d) -2 1 2
7 19 1 -1 3 1 -3 5 6 —2 —4

5.4.40. Feladat. Legyenek a,b és d tetszdleges valds szamok, és legyen A = (8 b).

(a) Mutassa meg, hogy A van két linedrisan fiiggetlen sajdtvektora.

(b) Hatdrozza meg az <§'

2) madtrix n-edik hatvanydt (n € Z).
cost sint

(¢) Diagonalizilja az Ay = (sint —cost

> mdtrizot (t € R).

5.4.41. Feladat. (a) Vannak-e olyan R feletti (2 x 2)-es mdtrizok, amelyek karakterisztikus polinomjai meg-
egyeznek, de nem hasonloak?

(b) Vannak-e olyan R feletti (2 x 2)-es mdtrizok, amelyek karakterisztikus polinomgjai és minimdlpolinomjai is
megegyeznek, de nem hasonldak?

(¢) Vannak-e olyan R feletti (3 x 3)-as mdtrizok, amelyek minimdlpolinomjai megegyeznek, de nem hasonldak?

(d) Vannak-e olyan R feletti (3 x 3)-as mdtrizok, amelyek karakterisztikus polinomjai és minimdlpolinomgjai
megegyeznek, de nem hasonléak?

(e) Vannak-e olyan R feletti (4 x 4)-es mdtrizok, amelyek karakterisztikus polinomgjai és minimdlpolinomjai is
megegyeznek, de nem hasonléak?
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5.4.42. Feladat. A Fibonacci-sorozatot az 1 =1, f; =1, f, =f_1+fa_2 (N €N, n > 3) rekurzid definidlja.
Adjon meg olyan A € R?>*? madtrizot, amelyre

L) T
=A.
(fn+1 fn
teljesiil minden n-re (n € N). Diagonalizdilja az A madtrizot és hatdrozza meg a Fibonacci-sorozat dltaldnos
elemének zart alakjdt.

5.4.43. Feladat. Legyen ¢ az x*> —x — 1 polinom pozitiv gydke (@ az aranymetszés aranya). Igazolja az
aldbbiakat.
(a) fi1+f2+--+fn=Ffni2—1;
(b) f1+f3+--- 4+ fon_1 =1Ton;
(¢) f1—fa4-+ (=N = ()" +1;
(d) f§+ 34+ 2 =fon;
(e) £ +fn+1 = fon;
(f)
) @

f) In.k. 0 f ) = fln.k.o.(m,n);

(g _1+71;

1+

T
T+

@ZWWW.

5.4.44. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges n természetes szdmra

fon1fangr [ 30 g + 130 +1
teljesiil. Hatdrozza meg az dsszes olyan (a,b) szampdrt (a,b € N, a <b), amelyre ab | a® +b% + 1 teljesiil.

5.4.45. Feladat. Hatdrozza meg az xo =Yo =1, 2o = 2,

Xn4+1 = —Yn + Zn,

Yn+1 = —Yn,
Zn+1 = 2xXn — 2yn +Zn

(n e N, n > 2) rekurzidval definidlt sorozatok zdrt alakjdt.

5.4.46. Feladat. Hatdrozza meg az xn €s Yn (n € Ny) sorozatok zdrt alakjdt.

(a) X0 =Yo = 1, Xn41 :Xn+zyn) Yn+1 :zxn+9n+] (n € No);
(b) xo =1, Yo =2, Xn+1 = 2Xn +3Yn, Yn+1 = 3xn +2yn + 2" (n € Np);
(C) X0 =Yo = 17 Xn+1 :Xn+4yn+]> Yn+1l =Xn +Yn (TIE NO);

(d) xo =Yo =1, Xn+1 =2xn +Yn + 1, Ynt1 =%n +2yn (n € No).

5.4.47. Feladat. Oldja meg az aldbbi kezdeti értékes differencidlegyenlet-rendszereket, ahol x,y,z: R — R wvalds
fiigguények.

(a) x'(t) = —y(t) +2(t), y'(t) = —y(t), 2'(t) = 2x(t) — 2y(t) + z(t) és x(0) = y(0) =1, 2(0) = 2;
) X' (t) =x(t) + 2y(t), y'(t) = 2x(t) + y(t) + 1 s x(0) = y(0) = 1;

(e) x'(t) = 2x(t) + 3y(1), y'(t) = 3x(t) + 2y(t) + e?* és x(0) =1, y(0) = 2;

) X' (t) =x(t) +4y(t) + 1, y'(t) = x(t) +y(t) és x(0) =y(0) = 1;

) x/(t) =2x(t) +y(t) + 1, y'(t) = x(t) + 2y(t) és x(0) =y(0) = 1.
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Az[5.4.47| Feladat (b) részének megoldasa. Ha x'(t) = x(t) + 2y(t), y'(t) = 2x(t) + y(t) + 1, akkor
X\ _ (1 2\ (x n 0
y') T \2 1 y 1°
1 2 o a1 . - iz . T T
Az A = 5 1) matrix sajatértékei: —1 és 3, egy-egy hozzajuk tartozé sajatvektor pedig: (—1,1)", (1,1)".

1
Legyen C = (_1] ]) . Definialjuk az u,v: R — R fiiggvényeket az (u,v)T = C- (x,y)' Osszefiiggéssel.

Bidor ()" = € )" = (17 1/3) - ou ety
(W) =C-(x,y ) =C-(A-(xy) +(0,N)=C-A-(x,y)"+C-(0,1)]
=CAC " - (u,v)"+C-(0,1"

-1 0
:(o 3)%mwT+anﬁy
Azaz u’ = —u+1/2 ésv’' =3v+1/2, két darab linearis differencidlegyenletet kaptunk. Ekkor u(t) = cie "+,
v(x) =c2e®* — L (c1,c2 € R), és igy

_ 2
x(t) = —cre ' +cae3t — 3

_ 1
yt) =cre " +c2e’t + 3
(c1,c2 € R) az x'(t) = x(t) + 2y(t), y'(t) = 2x(t) +y(t) + 1 differenciél-egyenletrendszer altalanos megoldasa.

A kezdetiértékes feladat megoldasa c1 = —%, cr = % esetén adodik.

5.4.48. Feladat. Legyenek m és n természetes szamok, A € R™*™ és B € R™*™. Mutassa meg, hogy az AB és
BA mdtrizok 0-tol killonbozd sajdtértékei megegyeznek.

5.4.49. Feladat. Legyenck V = Rs[x] és legyen @ a 'V vektortér aldbbi linedris transzformdcidja:

©: VoV, p— %Jp(t) dt.
0

Hatdrozza meg @ sajdtértékeit és sajdatvektorait. Diagonalizdlhatd-e @ ¢

5.4.50. Feladat. Vizolja fel az aldbbi, g(x,y) = 0 egyenlettel megadott mdsodrendd gorbéket:

(a) g=>5x?—8xy+5y%—9; (b) g=11x? — 24xy + 4y? + 6x + 8y + 15;
(c) g=16x? —24xy + 9y? — 30x + 40y — 5; (d) g=12xy+3x+4y+15.
5.4.51. Feladat. Legyen Q az a kvadratikus alak a V = R3 vektortéren, amelynek mdtriza a standard bdzisban:
1 7 4
A= |7 1 4|. Hatdrozza meg az aldbbi feliletek tipusdt:
4 4 4
(a) Qlxy,2)")—1=0; (b) Qllxy,2)") =
() QU(yyy2)") +x+y—22—1=0; (d) Q((x,y,2)") +x+Zy +z—1=0;
() Qllxyy,2)") +x+y+z—1=0; () Qllyy,2)") +x+y+2z=0;
(&) Qlxy,2)") +x—1=0; (h) Qlxy,2)") +x+y—1=0.

5.4.52. Feladat. Legyenek o« és 3 a V wvéges dimenzids valds Euklideszi tér linedris transzformdcidi. Mutassa
meg, hogy

11w (e — Ba)(v) P < | v, (oB)(v)) P

5.4.53. Feladat. Legyen V 3-dimenzids euklideszi tér, eq, ez, e3 pedig V egy ortonormdlt bdzisa (azaz ey, ez, €3
pdronként ortogondlisak és 1 hosszisdguak). Tegyik fel, hogy a

LaXL1: VXV SV

leképezés
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1

(1) bilinedris, tovdbbd

(2) vxv =0 mindenv € V-re,
(3)

(

3

4) e; x ez =e3.

v X w | v,w minden v,w € V-re, és

Bizonyitando, hogy ekkor
(a) vixw=—(wxv),vx0=0=0xv minden v,w € V-re;
Alu,v,w) = (u,v x w) determindnsfiigguény V-n;
4) tulajdonsdgok egyértelmien meghatdrozzdk o X L-et;
vxw=0 & av,w vektorrendszer linedrisan fliggd;
(u, v x w) = (u x v,w) minden u,v,w € V-re;
uxv,u’ x v = (uu)yv,v'y—(uv)v,u’) tetszéleges u,u’',v,v' € V vektorokra;

(v x w) = (u,w)v — (u, v)w minden u,v,w € V-re.

5.4.54. Feladat. Legyenek V és W walds euklideszi terek gy, hogy V. = V1 &V, W = W1 & W3, ahol
Vi1V, és Wi L W,. Tetszdleges @1: Vi — W1, @2: Vi — Wy linedris leképezésekre legyen

P1PP2: V1DV =2 Wi & Wy, vi +v2=Vvi@r+v202  (vi € Vi),

Mutassuk meg, hogy
(1@ @2)" =" D Q5.

5.4.55. Feladat. Nevezziik a V euklideszi tér eqy @ linedris transzformdcidjat hasonlésagi transzformacio-
nak, ha van olyan ¢ € R\ {0} skaldr, hogy minden v € V-re || (v)|| = c|Vl|. Igazoljuk, hogy

(a) bdarmely ©: V — V hasonldsdgi transzformdcichoz létezik olyan s € R\{0} skaldr, hogy minden u,v € V-re
(p(w), e(v)) = s (u,v);

(b) egy @: V. — V linedris transzformdcio akkor és csak akkor hasonldsdgi transzformdcid, ha megdrzi az
ortogonalitdst (azaz barmely u,v € V-re u | v=—= @(u) 1L ¢(v)).

5.4.56. Feladat. Mutassuk meg (kézvetleniil a Fétengely-tétel felhaszndldsa nélkil), hogy egy onadjungdlt transz-
formdcio kiilonbozd sajdtértékeihez tartozo sajdtvektorai ortogondlisak egymdsra.

5.4.57. Feladat. Igazoljuk, hogy egy ortogondlis transzformdcio minden sajdtértéke 1 vagy —1.

5.4.58. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden A € R3*3 ortogondlis mdtrizhoz van olyan P € R3*3 és B € R?*?

ortogondlis mdtriz, hogy
9 (X1 0
P AP = ( 0o B/

A lehetséges B mdatrizok meghatdrozdsa utdn fogalmazzuk meg a fenti dllitas geometriai jelentését.

5.4.59. Feladat. Transzformdljuk fétengelyre az aldbbi kvadratikus alakokat (adjuk meg a transzformdcié mdt-
rizdt is):

(a) 5%% — 6xy + 5y,

(b) 2x? —4v/3xy — 242,

(c) 5% + 6y? + 4z% — 4dxy — 4xz.

Legyen V vektortér K = C felett. Ekkor a V vektorteret unitér térnek nevezziik, ha V-n adott egy komplex
belsé szorzat (Id.: labjegyzet a oldalon). A @ € Hom(V) lineéris transzformacié unitér, ha ¢* = @'
Az A € C™™ métrix unitér, ha AT = A~'.

5.4.60. Feladat. Legyen @ az U unitér tér linedris transzformdcidja. Igazoljuk, hogy
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(a) ha @ dnadjungdlt, akkor @ sajdtértékei valdsak;

(b) ha @ unitér, akkor sajdtértékei 1 abszolutértékiek.

Az A € CY*" matrix Hermite-féle matrix, ha konjugalt szimmetrikus, azaz tetszéleges 1,j € {1,...,n}
indexekre ai; = aj; teljesiil.

5.4.61. Feladat. Legyenek A és B (n x n)-es Hermite-féle mdtrizok. Bizonyitsuk be, hogy ckvivalens az aldbbi
két feltétel:

(a) AB =BA,
(b) létezik olyan C (n x n)-es unitér mdtriz, hogy CAC~"' és CBC™! is diagondlis.

5.4.62. Feladat. (a) Legyen V n-dimenzids vektortér C felett. Mutassuk meg, hogy V az +-ra és a valds
szamokkal vald szorzdsra 2n-dimenzids vektortér R folétt, s a

©: VoV, vi—iv
leképezés ennek az R feletti vektortérnek olyan linedris transzformdcidja, melyre @2 4+ idy = Ov teljestil.

(b) Forditva: ha a W R feletti vektortérnek van olyan \p linedris transzformdcidja, melyre {V? + idw = Ow,
akkor W pdros dimenzids vektortér R felett, és W C feletti vektortérré vdlik, ha az i-vel vald szorzdst igy
definidljuk:

1-w=19Pw) (we W)

5.4.63. Feladat. Hatdrozzuk meg az dsszes Q feletti Jordan-mdtrizot, amely

(a) (4 x 4)-es és minimdlpolinomja (x + 1)?;
(b) (6 x 6)-0s és minimdlpolinomja (x +2)*(x —1);
(c) ( -es és minimdlpolinomja (x* +1)(x —3);

7 x7)
(d) (6 x 6)-0s és karakterisztikus polinomja (x* —1)(x> —1).
5.4.64. Feladat. Legyen K tetszdleges test, A € K"*™ pedig olyan mdtriz, amelynek valamely hatvdnya Onxn -
(a) Igazoljuk, hogy A™ = 0.
(b) Irjuk le, hogy milyen lehet A Jordan-normdlalakja.

5.4.65. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha az A € C™™ mdtriz valamely hatvinya az egységmdtriz, akkor A
hasonld eqy diagondlis mdtrizhoz, melynek fédtidgjaban eqységqyokik dllnak.

5.4.66. Feladat. Legyen K tetszdleges test. Bizonyitsuk be, hogy bdrmely A € K™™ mdtrizra ekvivalens az
aldbbi két feltétel:

(1) A hasonls egy

0 1 0 0
0 0 1 0
: e KM (agy...,an_1 € K)
0 0 0 1
—QaQp —aq —az ... —Qp_1

alakd mdtrizhoz;
(2) A karakterisztikus polinomja és minimdlpolinomja (asszocidltsdgtol eltekintve) megegyezik.

5.4.67. Feladat. Legyen V wvéges dimenzids vektortér a K test felett, @ € Hom(V) és p € K[x]. Mutassa meg,
hogy a p(@) pontosan akkor invertdlhato, ha Ink.o.(p, me) ~ 1.

5.4.68. Feladat. Legyen V wvéges dimenzids vektortér a K test felett, @ € Hom(V). Hatdrozza meg a Hom(V)
vektortér

[idV) ®, (pz) . }

alterének dimenzidjdt.
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Legyen V véges dimenzios vektortér a K test felett, ¢ € Hom(V). Azt mondjuk, hogy a V vektortér U altere
@-invarians, ha @(u) € U teljesiil tetszdleges u € U-ra.

5.4.69. Feladat. Legyen V wvéges dimenzios vektortér a K test felett, @ € Hom(V) ésv € V \{0}. Legyen
v, @] = [{(pz(v) | £ € Ny }]. Mutassa meg, hogy [v, @] @-invaridns altér és hatdrozza meg a [v, @] altér dimenzidjdt.
A v, @] alteret a v vektor és ¢ linearis transzformacié altal generalt altérnek nevezziik.
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MEGOLDASOK
1.4.1. Feladat. (a)
bi+c1 c4+ar ar+b; bi—ar cr+ar a1 +Dby
bo+c2 c2+az ax+bz{=|b2—a2 c2+ax ax+b: (] —12n
bs+c3 c3+az az+bs bs—as c3+az az3+Dbs
2br c1+ar ar+b; b1 c+ar ar+b;
=|2by cx+ay ax+byl=2|by c2+a; az+by (71 + 30
2bs3 c3+as az3+bs b3 c3+as a3+bs
b c4+ar a
=2|b c24+a a (3-101)
b3 c3+az3 as
b] C1 ag
=2 bz C2 az ([2]*[3”
b3 C3 as
a b] C1
=2 az bz C2|.
as b3 C3
(b) A determinéns értékét jeldlje V(x1,...,xn). Ekkor
1 0 0
s e e [T xe—x L X3 —xixy 2
V(X], ,Xn)[ J=x1-[ 1]:,---‘[2] 1-01]
T Xn—X1 ... XM xgxR2
1 x2 x5!
= (x2 —%x1) .. (Xn —x1) -
1 Xn X2
= (x2 —%x1) oo (Xn —x1) - V(x24 ..oy Xn ).
1.4.1. Feladat. (a) Afm =1 (m € N), (b)
1.4.7. Feladat. Nincs megoldés.
Feladat. det(An) =i™ "™ (n € N)
Feladat. det(An) = (iv2)™ " (n € N)
Feladat. det(A1) =1, det(A2) = 2, det(A,) =0 (n > 3)

1.4.23| Feladat.
1.4.24| Feladat.

Feladat.
Feladat.

2.3.2. Feladat.

2.3.2. Feladat.

det(Aq) =1, det(Az) =1, det(A3z) =2, det(An) =0 (n > 4)
det(Aq1) =1, det(Az) = —1, det(A3) =1, det(An) =0 (n > 4)
det(An) = (=" "n=1)2"2% (neN)

det(A1) =0, det(A2) = —1, det(A3) =8, det(An) =0 (n = 5)
ORCOECm0

v=(=2)w+F w+ us

A v vektor nem fejezhets ki az uy, u2, us vektorok linearis kombinaciojaként.

® & & & & O O o o o
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2.3.3. Feladat. p = (—2) - p1+]2 p2+12 P3 ¢
2.3.4. Feladat. M =2-A+3-B+4+(-1)-C ¢
2.3.6. Feladat. (a,b,c)" = =32 .y + (b —aq) - uz (a,b,c €R) ¢
2.3.7. Feladat. A v = (a,b,c)T vektor pontosan akkor eleme az [u1,uz,us] altérnek, ha —a +2b +c¢ = 0. ¢
2.3.18. Feladat. Legyen v € V\ U és wy,...,un—1 bazis U-ban. Ekkor az u; +v,...,un—1 + v,v vektorrendszer U-n
kiviili vektorokbol all6 bazisa V-nek. ¢
2.3.20. Feladat. Legyen uq,...,ux € V béazis U-ban és wy,..., W, Wct1,...,Uy bazis V-ben. Ekkor az
U’ = [hei1,...,Un
altérre V.= U @ U’ teljesiil. ¢
OECmCmc]

3.4.1. Feladat. A matrixok rangja:

(a) 1(A) =3;

(b) ha a+3b =2, akkor r(B) = 2, kiilénben r(B) = 3;

(c) hat € {—1,1}, akkor r(C) =1, kiilénben r(C) = 4.

¢

3.4.2. Feladat. A LER-ek egy-egy altalanos megoldasa az aldbbi.
(a) e:30—i—3y7 f=124+y,v=20+2y,x=12 (y € R),

(b) X1 = 14X4,X2— %+X4,X3:%+X4 (X4 GR),
(C) X]*557X2:751757X3:%7X4:%7
(d) Ha 1—55a/221 # 0, azaz a # 221/55, akkor az egyenletrendszer a Kronecker—Capelli-tétel szerint nem oldhaté meg.

Ha a = 221/55, akkor az egyenletrendszer megoldhato, egyetlen megoldéasa van: (34/55,—1/55,29/55,4/55)".

3.4.3. Feladat. A LER egyetlen megoldéasa: x;1 =0, x2 =1, x3 =1, xa = —1, x5 =

3.4.4. Feladat. A LER megoldasa:
(Ke{QRCHx1=x5—2,x2=%xa—1,x3 =—x4 — x5 +4 (x4,%x5 € K),
(K=7Z2) x1 =x5,%x2 =%+ 1, x3 = x4 + %5 (Xa,%5 € Z2),
(K=Z3)xi=xs+1,x2=xa+2,x3 =2xa+2x5+1 (x4,%5 € Z3),

(K

Zs) x1 =x5+3, X2 = x4 +4, x3 = 4x4 +4x5 +4 (xa,x5 € Ls),

3.4.5. Feladat. A LER megoldésa:
® X]=:"=Xn = %, ha n pératlan és

@ X] =X3=-"r=Xn_1,X2=Xa4 =---=%Xn =1 —%71 (x1 €R), ha n paros.

Umomom0]

4.5.2. Feladat. Az eredményeket az alabbi tablazatban foglaljuk Gssze.

—i.

H Lin. lek.-e? Im(¢o) ‘ Ker(¢)
(a) nem
(b) igen KI[x] {0}
(c) nem
(d) igen f(x?) - f e Kx]} {0}
(e) nem
(f) igen {feKx]:f=0, vagy f* > 1 és f(0) =0} {0}
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4.5.3. Feladat. Az eredményeket az alabbi tablazatban foglaljuk ssze.

H Lin. lek.-e? ‘ Im(¢o) ‘ Ker(p)
(a) nem
(b) igen R? {(a,—a,c,—¢)" 1 a,c € R}
(c) igen R’ {(0,0,0)7}
(d) nem

4.5.6. Feladat. A K™*™" vektortér dimenzi6ja m - n.
4.5.7. Feladat. A Hom(V, W) vektortér dimenzi6ja dim(V) - dim(W).

4.5.8. Feladat. Legyen @: V — W injektiv linearis leképezés. Ekkor a

DWW SV, w40 hael)=w,
’ ’ Ov, kiilonben,

leképezés joldefinialt és balinverze @-nek. ¢

4.5.16. Feladat. Igen, ha P = % G :i)’ akkor P! = <_11 1) és

p <c950c —sin oc) pl <e E)ia> .
sinoe  cos o 0 e
¢

4.5.19. Feladat. (a) Legyen B3 a standard béazis R3-ban és Bs a standard béazis R*-ben. Ekkor ¢ matrixa a B3, Bs
bazisparban:

.AEPB3’B4] _

—_—_o =

0
1
1
1

—_ O = -

(b) A @ linearis leképezés matrixa a Ba, B3 bazisparban:
1 0

11
APoB) = (1 0 1 1
11 0 1

(c) Legyen B: ((1) g) , (g (])> s (? g) , <g ?) a ,standard béazis” K2*2-ben és B’ a standard bézis K-ban. Ekkor ¢

métrixa a B, B’ bazisparban:
AP =1 0 0 1).
(d) A @ linearis transzformécié matrixa a B bazisban:

(e) Legyen Ps: 1,x, x2,x3,x% a standard bazis” Ka[x]-ben és P3: 1,x,x?,x> a standard béazis” Ks[x]-ben. Ekkor ¢ métrixa
a Pa, P3 bazisparban:

o o o =
o = O o
o o = O
— O O O

01 0 0 0
7:4,733 00 2 00
00 0 3 0
0 0 0 0 4
(f) A @ linearis leképezés matrixa a P3, P4 bazisparban:
0 o0 0 0
1 0 0 0
AT#P =10 12 0 0
o 0 1/3 0
0 0 0 1/4
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Feladat. Mivel tetszéleges a, b, c, d valos szamokra

F(((l, b)T) (Ca d)T) = ((1, b)A(C) d)Ta

ahol A = G ;) szimmetrikus métrix, ezért F szimmetrikus bilinearis alak. Valamint
F((a,b)", (a,b)") = a® + 2ab + 3b? = (a + b)? + 2b?
kovetkeztében
(Vv € R*)(F(v,v) = 0A (F(v,v) =0 <3 v = 0)).
Igy F bels6 szorzatot definial az R? vektortéren. ¢

Feladat. Mivel tetsz6leges a, b, c, d valés szamokra
F((Cl, b, C)T) (d) €, f)T) = ((1, b)A(C) d)T»

11 1
ahol A= |1 1 1| szimmetrikus matrix, ezért F szimmetrikus bilinearis alak. Valamint

1T 11

F((a,b,¢)", (a,b,¢)") = a® + 2ab + 2ac + b* + 2bc + ¢* = (a+ b +¢)?

kovetkeztében F nem definidl belsé szorzatot az R® vektortéren. ¢

5.4.27. Feladat. A matrixok sajatértékei:
(@) M=T1,A=1-2V2, A3 =1+2V2;
(b) M==1,A=1,A3=3;

() M=A=A=1.

¢
5.4.28. Feladat. A matrixok karakterisztikus és minimalpolinomjai:
(a) xa = x> — x> +dx+4, ma = (x —2)(x + 1)(x + 2);
(®) xg =—x>—3x2—2, mp =x> 4+ 3x* +2;
(€) xc =—x>=3x* =3x—1, mc = (x +1)°.
5.4.29. Feladat. Az A, matrix karakterisztikus polinomja xa,, = (A —x)™, minimalpolinomja ma,, = (x —A)™. ¢

5.4.40. Feladat. (a) 1. eset: b = 0. Ekkor v; = (1,0)" és v, = (0,1)" sajatvektorai A-nak.
2. eset: b #0. Legyen § = y/(a — d)? +4b? > |a—d|. Ekkor vi = ((a—d)—29,2b) és v2 = ((a—d)+8, 2b) sajatvektorai
A-nak.

a b\"
(b) (b a) -
(@+b)"—1a—b" Ya—b+la+b)"
(©) At~<_01 ?) N

(a=b)"+ 3(a+b)™ J(a+b)"—J(a—b)"

NI=
=

NI—=
Nf=
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2 o2 o Egykc‘)peny(jhiperboloid:x2+y2—22=1
5

Ellipszoid: x“+y“+z“=1

1.0

Kétképeny( hiperboloid : x2-y?-z2=1
5

Elliptikus kap: x2+y?-z2=0

5 0 5
q
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9. abra. Centralis masodrendd feliiletek
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Hiperbolikus henger : x?-y?=1
5

Elliptikus henger : x+y?=1
2

5

Metsz6 sikpar: xz—yQ:O Parhuzamos sikpar: x2=1
5 5

10. abra. Masodrendii feliiletek 1. (paraboloidok, hengerek, sikok)
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Elliptikus paraboloid: x2+y2+2=1 Hiperbolikus paraboloid (nyeregfeltilet): x*-y?+z=1

Parabolikus henger: x2+y:1
5

5

11. dbra. Masodrendii feliiletek 2. (paraboloidok, hengerek, sikok)



	Jelölések
	Determinánsok
	A determináns
	Elemi átalakítások
	Cramer-szabály
	Feladatok

	Vektorterek
	A vektorterek definíciója
	Alterek
	Feladatok

	Mátrixok
	Mátrix rangja
	Kronecker–Capelli-tétel
	Mátrixegyenletek
	Feladatok

	Lineáris leképezések
	Lineáris leképezések
	Lineáris leképezés mátrixa
	A bázisátmenet-mátrix
	Lineáris leképezés mátrixa különbözo bázisokban
	Feladatok

	Lineáris transzformációk
	Euklideszi terek
	Ortogonális bázisok
	A Gram–Schmidt-féle ortogonalizáció
	Ortogonális komplementum

	Bilineáris alakok
	Reprezentáció mátrixokkal
	Kvadratikus alakok

	Lineáris transzformációk
	Sajátértékek és sajátvektorok
	Minimálpolinom
	Diagonalizálhatóság
	Önadjungált lineáris transzformációk
	Alkalmazások (másodrendu görbék és felületek)
	Jordan-féle normálalak

	Feladatok

	Megoldások
	Irodalomjegyzék és Tárgymutató
	Ábrák

