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véletlen valtozok
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Ismétlés: véletlen valtozd, eloszlasfiiggvény

(2, A, P) valészinliségi mezd

¢ : Q — R fuggvény véletlen valtozo
eloszlasfliggvénye

F(x)=P( <x)=P({w: ¢(w) < x}), xeR



Ismétlés: diszkrét véletlen valtozé

¢ diszkrét, ha lehetséges értékei x1, x2,..., pi=P({ =Xx;) >0a
valtoz6 eloszlasa.
varhato értéke

- Y bl =)

szbrasa

D(¢) = \/EI(¢ - E(£))?] = \/E(¢) - (E(9))2.



Ismétlés: Bernoulli-eloszlas, binomialis eloszlas

& p parameéter(ii Bernoulli-eloszlasu, & ~ Bernoulli(p), p € [0, 1],
ha lehetséges értékei 0,1, ésP(é=1)=p=1-P({ =0).

¢ (n, p) paraméterd binomialis eloszlasu, ¢ ~ Bin(n, p),
ne{1,2,...}, pe[0,1], halehetséges értékei 0,1,...,n, és
Pé=k)=()p*(1 —p)" K, k=0,1,...,n

Pl: 10-szer dobok egy kockaval, hatosok szama; 5-sz6ér dobok
egy érmével, a fejek szama, . ..



Binomialis eloszlas(10,1/2)
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Binomidlis eloszlas(10,0.7) (nem szimmetrikus)
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Geometriai eloszlas

Az ¢ véletlen valtozd p paraméterli geometriai eloszlasd,
¢ ~ Geo(p), ha a lehetséges értékek 1,2,... és

PE=Kk=(1-p)f'p, k=1.2....



Geometriai eloszlas(1/2)
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dobdsok szdma az elsé fejig




Szimulacié: Geometriai eloszlas(1/2), N =10

zések szama 10 kisérlet soran

bekévetke:

szikséges dobasok szama



Tipikus példa: addig ismétliink egy kisérletet, amig a vizsgalt A
esemény be nem kdvetkezik.
Diszkreét 6rokifju eloszlas, hiszen ha k, ¢ € N, akkor

P(¢ > k+0)
P(¢ > k)

k+€

=——<f P(¢ > 0).

P> k+ > k) =



Nevezetes eloszlasok: Poisson-eloszlas

& X paraméter(i Poisson-eloszlasu, ¢ ~ Poisson(\), A >0, ha ¢
lehetséges értékei 0,1,2,.. ., és

)\k
P(g:k):Fe‘A, k=0,1,2,....
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Poisson-eloszlas szimulacié
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mazsoldk szama

A \ = 2.5 paraméterl Poisson-eloszlasu véletlen valtozé
szimulacioja N = 10-szer



Poisson és binomialis
Legyen p=pr=2A/n, A >0, és &, ~ Bin(n, pp).

im (e = k) = ([ )PC1 o)™ = e

n—oo



Ezek alapjan azt latjuk, hogy akkor Iép fel Poisson-eloszlas, ha
egy kis valészinliségli eseményt sokszor ,ismétellink”:

» téves telefonhivasok szama;

» autobalesetek szama;

» nyomdahubak szama egy oldalon;

» foldrengések szama;

» csillagok szama egy adott térrészben;
» mazsolak szdma a pudingban;

» programhibak szama egy kddban;

» halalos lérugasok szama egy év alatt a porosz
hadseregben (Bortkiewicz)



Folytonos véletlen valtozok
Definicio
Egy ¢ véletlen valtozo folytonos eloszlasu, ha 1étezik egy
nemnegativ f figgvény, melyre

X

F(X):P(§<x):/ f(y)dy, xeR.

Az f(x) figgvény a ¢ véletlen valtozé slrliségfiiggvénye.
A definiciébdl vilagos, hogy
b
P(¢ € (a.b) =P(¢ (ab) = [ f(y)dy.
a

Specialisan

/Oo f(x)dx =P(( € R) =1, és P(g:x):/xf(y)dy:O.

—0o0



Egységnégyzetben valasztunk egyenletes eloszlas szerint egy
pontot. Adjuk meg a pont a négyzet hatératdl vett tavolsdganak
eloszlasat!






Eloszlasflggvény

NI= 1



Példa

Egységnégyzetben valasztunk egyenletes eloszlas szerint egy
pontot. Adjuk meg a pont a négyzet hataratél vett tavolsaganak

eloszlasat!
F(x) =P(§ < x) = P({w : {(w) < x})

0, ha x <0,
=4q4x(1—x), had0<x<1/2
1, hax>1/2,

X
:/ f(y)dy,

ahol
4 -8y, hayel0,1/2],
fy) = Yo Y 0.1/2]
0, kilénben.



4 -8y, hayel0,1/2],
f(y) = y, hayel0,1/2]
0, kilénben.

00 1/2
E(¢) = / xf(x)dx = /0 x(4 —8x)dx = 1§ — ; =5

—00

o0 1/2
E(¢%) = / X*f(x)dx = /O X?(4 — 8x)dx = % - % =57

—00

Tehat D(¢) = /2 — 4 ~ 0,118,



Egyenletes eloszlas

¢ egyenletes eloszlasu az (a, b) intervallumon, £ ~ Egy(a, b),
—o0 < a< b < oo, ha slirliségfliiggvénye

L hayc(ab)
f — b—a’ 9 9
2 {O, kildnben.
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Exponencialis eloszlas

& A\-paraméterl exponencialis eloszlasu, & ~ Exp(\), A > 0, ha
strlségfliggvénye

xe V., y>0,
f(y) = Y
0, y <0.
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Momentumok



Normalis eloszlas

¢ normalis eloszldsu 1 és o® paraméterekkel, X ~ N(u, 0?),
€ R, 0% > 0, ha siirliségfliggvénye

1 (y—u)?

e 22 |







Standardizalas

Allitas
Ha ¢ ~ N(u,0?), akkor (€ — p)/o ~ N(O,1).



¢ ~ N(u,02) és Z ~ N(0, 1), akkor

P(l¢ — ul < Ao) =P(]Z] < \)
= O(\) — &(=N)

= 20()\) — 1

0,6827,

0,9545,

0,9973,

0,9999,
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Varhato6 érték



Varhato6 érték

Definicid
& diszkrét xq, X0, . . . lehetséges értékekkel. £ varhato értéke

=2 xPe =)

ha Z,- ‘X,‘|P(§ = X,') < 0.
Ha ¢ folytonos f(x) sGrlségfiiggvénnyel, akkor ¢ varhat6 értéke

E(¢) = / " yy)ay.

ha [ |y|f(y)dy < oc.



Varhato érték tulajdonsagai
Allitas
¢, véletlen véltozok, g : R — R, h: R> — R. Ekkor
E(g Zg X)P(E =), ILEQ@EO) = [ a)iay.

ahol f(x) az ¢ slrliségfiggvénye, és

E(h(¢,m)) ZZh Xir Y)P(E = X, = ).



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
A varhato érték linearis, azaz tetszbleges a, b € R allandokra

E(a¢ + b) = aE(&) + b.



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
Ha a < & < b, akkor a < E(£) < b tetsz6leges a, b € R szamok
esetén.



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
E(¢ +1) = E(§) + E(n).



Varhato érték tulajdonsagai
Allitas
Ha &y, &, ..., &n véletlen valtozok, akkor

E (; §i> = ; E(&).



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
Ha ¢ és n flggetlenek, akkor

E (91(£)g2(n)) = E(91(€)) E(92(n)). Speciélisan, ha ésn
fliggetlenek, akkor E(¢n) = E(£)E(n).



Példa

Csodaorszag munka térvénykdnyve szerint egy cég minden
munkasa fizetett szabadsagot kap azokon a napokon, amikor
legalabb az egyikiiknek szlletésnapja van. Ezen napok
kivételével azonban az év minden napjan mindenkinek
dolgoznia kell. Minden munkéas 1 TV-készUlléket készit egy nap
alatt. Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt
akarja, hogy a gyartott TV-késziilékek szamanak a varhaté
értéke maximalis legyen?



Csodaorszag



Csodaorszag



