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1. Tobbdimenzidés normalis eloszlas

1.1. Véletlen vektorvaltozok

Az 1.1 és 1.2 fejezetek nagyrészt a Csorgs jegyzetbdl valok ([2, 33. fejezet]).

Legyen X' = (X1,...,X}) véletlen vektor az (9, A, P) valoszintiségi
mezén. Ha E(|X;|) < co és m; = E(X;), 1 < j < k, akkor az m' =
(maq, ..., my) jeloléssel, a varhato értéket komponensenként véve E(X) = m
az X véletlen vektor wvdrhato érték vektora. Ha a szorésok is végesek, azaz
E(X?) < 00,1 < j <k, akkor a 05y = Cov (X}, X;) kovariancia definialt
minden 1 < 7,1 < k parra. A kovariancidkbol képzett k x k-as

011 ... O1k
Y=%x=|: . | =E(X-m)(X-m)") = Cov(X)
Or1 ... Okk
szimmetrikus matrixot X kovarianciamdtrizanak nevezzik.
A k X k-as A matrix pozitiv szemidefinit, ha a
x' Ax = Z a; jx;x; >0
12
minden x € RF esetén, és pozitiv definit, ha az x" Ax kvadratikus alak pozitiv

minden x # 07 = (0,...,0) vektor esetén. Egy nemnegativ definit matrix
pontosan akkor pozitiv definit, ha nemszingularis, azaz det A # 0.

1.1. Allitas. A kovarianciamdtriz szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdtrix.

Bizonyitds. Legyen x = (x1,...,x;) € RF tetszéleges vektor. Ekkor

k
0 < D? (Z 13ka> =x' Cov(X)x.

i=1

]

Ha 07 > 0,1 < j < k, akkor definidlhatjuk a o = o(X;, X)) =

oj/(oj00), 1 < j, | <k korrelacios egyiitthatokat. Legyen
011 ... Q1k o1 0
Ok1 - Okk 0 og?

A szimmetrikus nemnegativ definit R = Ry matrix az X korreldciomadtriza.
Most is det(R) > 0, és 011 = -+ = o = 1. A Dy diagonélis matrix a
> = DyRD, azonossag miatt hasznos.
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1.2. Definici6. Legyenek X, ..., X olyan véletlen valtozok, melyeknek
kovarianciamatrixa létezik. Akkor mondjuk, hogy az X, ..., X valtozok li-
nedrisan fliggetlenek, ha a P{ Z§:1 zj(X; —mj) = O} = 1 egyenl6ség esetén
2+ +22 =0, azaz (v1,...,2%) = (0,...,0).

Gondoljuk meg, hogy a definicié szemléletesen azt jelenti, hogy X7, ..., Xj
pontosan akkor fiiggdek, ha az X = (Xy,..., X})" véletlen vektor 1 valoszi-
niiséggel egy hipersikra koncentralt, azaz az eloszlas degeneralt.

1.3. Allitas. Legyen X7 = (X1,...,X}) véletlen vektor, melyre E(X?) <
00,1<j<k,EX)=més Cov(X)=23.
i) A kdvetkezd ot dllitds ekvivalens: ¥ pozitiv definit; R pozitiv definit;
det¥ > 0; det R > 0; X1,..., X linedrisan fiiggetlenek.

i) Hor € N, A € R™** és b € R", akkor E(AX +b) = Am + b és
Cov(AX +b) = AXAT.

Bizonyitds. i) Az els6 négy éallitas ekvivalencidja vilagos. Belatjuk, hogy a
valtozok pontosan akkor linearisan fiiggéek, ha det ¥ = 0. Vegyiik észre,
hogy Z?Zl x;X; pontosan akkor determinisztikus, ha a szérasnégyzete 0,

azaz D2(3F_ 2;X;) = x"Cov(X)x = 0.

Jj=1
A ii) igazolasa egyszerd szamolés. O]

1.4. Feladat. Bizonyitsuk be az allitést!

1.2. Tobbdimenzidés normalis eloszlas

Legyenek 71, ..., Z; fliggetlen standard normaélis eloszlast véletlen valtozok
egy (9, A, P) valoszintiségi mezén. Ekkor ZT = (Z,...,Z;) kovariancia-
matrixa [ = (53-1)?7,:1 a k x k-as egységmatrix. Ekkor Z k-dimenzids standard
normdlis eloszldsi véletlen vektorvdltozd, jelben Z ~ Ny (0, I). A fiiggetlenség
miatt Z strtségfiiggvénye

1 1

_ . L ) k
forlx) = Gy € T = e T xR

Persze ha egy Z véletlen vektor Z ~ Ny (0, I) eloszlasu, akkor komponensei
sziikségképpen fliggetlen standard normalisok.

Legyenek A € Rk &5 m € R” tetszblegesek, Z ~ Ny (0, I). Tekintsiik az
X = AZ +m k-dimenzi6s véletlen vektort. Az 1.3 Allitas szerint E(X) = m,
Y= Cov(X) = AIAT = AAT.

Legyen ¥ € R*** szimmetrikus nemnegativ definit matrix, és tekintsiik
Aj sajatértékeit és x; € R* sajatvektorait, azaz Yxj = Mxj,j=1,...k.



Alapvetd eredmény linearis algebrabol, hogy az x4, ..., xy sajatvektorokbol
ortogonalis U matrix képezhetd, és a D = U TXU matrix, ill. ennek Dy négy-
zetgyoke a kovetkezd alaki:

A 0 VA 0

_D = c. . éS DO —= ..
0 /\k 0 v)\k
Mivel ¥ nemnegativ definit, ezért \y > 0,..., A\, > 0, azaz D, val6ban

definialhato valos matrix. Bevezetve az A = U D,y matrixot latjuk, hogy
AAT =UDy(UDy)" =UDyDJU" = UDyD,U" =UDUT,

azaz AAT = X. [Emlékeztetiink, hogy egy U = (u;)%,_, matrix akkor or-
togonalis, ha 2521 Wjlm; = O, 1 < I,m < k, vagyis oszlopai (sorai)
merdlegesek egymasra és normaltak. Ekkor persze U~ = U ||

Ezzel belattuk, a kovetkezét.

1.5. Allitas. Adott ¥ € R¥** szimmetrikus pozitiv szemidefinit mdtrizhoz és
m € R* vektorhoz létezik olyan véletlen, melynek ¥ a kovarianciamdtriza, €és
m a varhato érték vektora.

1.6. Definici6é. A k-dimenzios X véletlen vektor normdlis eloszldsi, ha van
olyan m € R¥, A € R*** ¢s Z k dimenzios standard normalis vektorvaltozo,

hogy
X = AZ + m.

Ekkor X ~ Nj(m,¥), ahol m € RF és ¥ = AAT szimmetrikus nemnegativ
definit matrix. Ekkor E(X) =m ¢és Cov(X) =X.

Ha ¥ szingularis, azaz detY = 0, akkor az 1.3 Allitas szerint X ~
N (m, X) koordinatai linearisan fiiggdek, és igy X degeneralt abban az érte-
lemben, hogy majdnem biztosan egy k-nal kisebb dimenzios hipersikra kon-
centralt. Ekkor persze eloszlasa nem lehet folytonos.

A nemdegeneralt esetben az Nj(m,Y) eloszlas folytonos és siirtiségét is
meg tudjuk hatarozni.

1.7. Allitas. Jelslie X wéletlen vektor Ni(m,X) normdlis eloszldsi, ahol
m € R* és ¥ € R¥* szimmetrikus pozitiv definit kovarianciamdtriz. Ekkor
X folytonos és striségfiigguénye

fm’E(X) _ 1 6_%(x—m)TE—1(x—m)7 x € Rk: '

(27)k/2y/det 22




Bizonyitds. Legyen Z ~ Ny(0,1). Ekkor AZ + m ~ Nj(m,X), ahol A az a
fent definialt k& x k-as méatrix, melyre ¥ = AAT . Ekkor A is nemszingularis,
hiszen 0 # det(X) = det(A)det(AT). Legyen M : RF — R* az a linearis
transzformacio, melyre M (x) = A~'(x —m), x € R*. Tetsz6leges B Borel-
halmazra

P(X € B) = P(AZ + m € B) = P(Z € M(B))

Jun

/ e AT =) | ot (A1) AP (dx)

e 2N} (dy)

k/2

I—‘/-\

DJ

e %(A H(x—m),A~ (x_m)>)\k(dX)

/3271' "3/2|det (A)]

e—%((A_l)TA_l(x—m),x—m> )\k (dX)

_/ (2m)/2 |det( )]

e %(E_l (x—m),x—m) )\k (dX)

_ / 1
~ Jp (27)%2\/det (D)

= /Bfm,z(x) dx

ahol felhasznaltuk azt az egyszerd tényt, hogy (A~1)T = (AT)~1. O

Tekintsiik a ¥ = UDU" spektralfelbontast, ahol D diagonalis, U pedig
ortogonalis. Bevezetve a z = U'(x — m) véltozot (vegyiik észre, hogy ez
a transzformacio egy eltolas majd egy forgatés), a siirtségfiiggvényben az
exponens

(x—m) 2 (x—m)=(x—m) ' UD'U"(x —m)

=z D7z
k
1
=25

alakra hozhaté. Innen latjuk, hogy a stirtségfiiggvény szintvonalai ellipszoi-
dok.

A strtségfiiggvény explicit alakjabol azonnal adodik a kovetkezs allitas.

1.8. Allitas. Az X1, Xo, ..., X egyiittesen normdlis eloszldsi véletlen vdl-
tozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha kovarianciamdtrizuk diagondlis.

A kovetkezs allitas szerint a tobbvaltozos normalis eloszlasok osztalya
zart a lineéris transzformaciokra nézve.



1.9. Allitas. Ha X ~ My(m,¥), b € R", r € N, ¢és A € R™* akkor
AX +b ~ N, (Am + b, AXAT) .

Legyenek Yi,....,Y, fiiggetlen, standard normalisok. Ekkor A >71" Y2
véletlen valtozé n-paraméterti y2-eloszlast.

Az 1.9 Allitas szerint az egydimenzios esetben megszokott médon lehet
standardizalni.

1.10. Kévetkezmény. Ha X ~ Ny(m,Y), és X = AAT, akkor
1Y = AY(X — m) ~ N, (0, I,,).
2. (X —m)'SHX —m) ~ y2(k).

Bizonyitds. Az elsé allitas az 1.9 Allitas kovetkezménye, mig a méasodik ko-
vetkezik a y?-eloszlas definiciojabol és az els6bol. O]

Az 1.9 Allitas specialis esete a kovetkezs.

1.11. Kévetkezmény. Ha X ~ N.(m,Y), akkor minden t € R* esetén
(t, X) ~ N({t,m),t"3t), ha t"St > 0 és (t,X) degenerdlt — majdnem
biztosan (t,m) —ha t'St =0.

A tobbdimenziés normalis eloszlas szamos szép tulajdonsiga ismert. Itt
csak tovabbi kett6t emlitiink: Az 1.7 Allitas megforditésa is igaz, nevezetesen
ha X ~ Ng(m, Y) és X eloszlasa abszolut folytonos, akkor ¥ pozitiv definit.
Az utobbi kovetkezmény megforditasa is igaz, azaz a kovetkezményben meg-
fogalmazott tulajdonsag karakterizélja a normalis eloszlést.

1.3. Paraméterek ML becslése

Itt Johnson, Wichern [3, Chapter 4.3| jegyzetet kovetjiik.
Legyenek Xy, Xy, ..., X, figgetlen Ni(m, X)) eloszlasu véletlen vektorok.
A kovetkez6kben megadjuk (m, ¥) maximum likelihood becslését. A fiigget-
lenség miatt az egyiittes strtiségfiiggvény
T 1 5
f(Xl, . ,Xn) = H W@

j=1

1 1 - Ty—1
i=1

Az alabbi jol ismert linearis algebrabol.

x;—m) ' 3~ (x;—m)

1.12. Feladat. Egy négyzetes matrix nyoma a f6atloban 1évé elemeinek

Osszege, azaz tr(A) = Zle ay;. Igazoljuk, hogy
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1. tr(BC) = tr(CB), ahol B € R¥* C € R™* (azaz a nyom ciklikus);

2. x' Ax = tr(x" Ax) = tr(Axx"), ahol A € R** x ¢ R¥;

3. ha A szimmetrikus matrix, akkor trA = Zle i, ahol A\;-k az A sajat-

értékei.

A Steiner-formula magasabb dimenziés megfelelGje az alabbi. A bizonyi-
tés az egydimenzios esethez hasonléan egyszert.
1.13. Feladat. Tobbdimenzios Steiner-formula. Igazoljuk, hogy tetszéleges
Xi1,...,%, € R¥ v € R¥ esetén

n n

d =V —=v) =) X)) (xp—x) +nE-v)E-V),

i—1 i=1
ahol X =n"'>""  x;.
A levezetésnél sziikségiink lesz az alabbi egyszert allitasra.

1.14. Feladat. Legyen > pozitiv definit szimmetrikus matrix. Igazoljuk,
hogy ha ¥x = \x, akkor X7 'x = A\ "!x, és ¥ 7! pozitiv definit!

A nyom ciklikussagét és a Steiner-formulat felhasznalva, némi szémolas
utan kapjuk, hogy

n

D (xi—m) 27 (x; —m) = tr (z—l Z(Xi — ) (x; — x)T)

i=1
+n(X—-m)' 'YX —m),

ahol
1 n
X, =X n;_lx (1)

A formulat beirva a strtiségfiiggvénybe, és attérve a likelihood fiiggvényre
(ami persze ugyanaz, csak az argumentum valtozott)

1
(27r)nk/2|2|n/2 X

X exp { — %tr (Zl Z(xl —X)(x; — i)T> (2)

L(m, ) =



Mivel pozitiv definit métrix inverze is pozitiv definit (lasd 1.14 Feladat), ezért
y 'Y~y >0, tehat a L maximuma m-ben

m = X.

Mivel ez nem fligg >-t6l, ezért egyszertien beirhatjuk a formuldba, és ma-
ximalizalhatunk >-ban, ami érdekesebb feladat, hiszen egy pozitiv definit
maéatrixban keressiik a maximumot. Kapjuk, hogy

L(X,T) = W exp {—%tr (z—l S (i — R)(x; — K)T> } e

i=1
A szélséérték-feladatot a kovetkezd allitas segitségével oldjuk meg.

1.14.1. Lemma. Legyen B € R¥** szimmetrikus pozitiv definit mdtriz, b >
0. Tetszdleges ¥ € R¥*k pozitiv definit mdtrizra

1 1 1
W exp {—§tr(213)} S W(2b)kbeibk.

Tovabbd pontosan akkor teljestil eqyenldség, ha > = %B.

Bizonyitds. Tekintsiik a B = UDU" spektralfelbontéast, és legyen BY/? =
UDY2UT. Legyenek My, ..., \; a BY2X 71 BY2 pozitiv definit matrix sajatér-
tékei. A nyom ciklikussaga miatt

k
tr(S7'B) = te(BYPS 7B = Y "\,

=1

Mivel |BY/?5-1BY?| = T[¥_, A = | B|/|2, igy

1 1 -1 : k_ i )
WGXP{—étY(E B)} = WG 3 2i=1 = WHAZ e 2

Egyszert szamolas mutatja, hogy a 2’e~%/? fliiggvény a maximumat az z = 2b
helyen veszi fel, ahonnan az egyenl6tlenség mar adodik. Egyenlgség pontosan
akkor van, ha

Al =...= )\ =20,

ami pedig éppen azt jelenti, hogy > = %B : O]



A lemméabol kévetkezik, hogy (3) formulaban a maximum a

nol D (xi—%)(x—x)"

n-
=1
helyen vétetik fel. Ezzel belattuk a kovetkezot.

1.15. Tétel. A tobbdimenzics normdlis eloszldasndl az (m,X) pdr mazimum
likelihood becslése

1 —
ffl:_ Xl:XTH
nz:l
S = li(x—i)(x -X)" = Lo
777,1:1 ! ‘ 771

A varhaté érték becslése torzitatlan, mig a kovarianciamatrix becslése
csak aszimptotikusan torzitatlan.

1.16. Feladat. Igazoljuk, hogy

n—1

2.

EX =m, ElS =
n n

A konzisztencia egyszertien kovetkezik a nagy szamok torvényébdl.

1.17. Feladat. Igazoljuk, hogy

1 .
X,—>m, é —S— 3 amint n — oo,
n

egy valoszintiséggel, és (persze ebbdl mar kovetkezik) gyengeén.
A tovabbiakban a Bolla és Kramli [1, 5.4 fejezet| jegyzetét kovetjiik.

1.18. Definici6é. Egy W € R¥** véletlen matrix n szabadsagi fokt és ¥
kovarianciajui Wishart-métrix, jelben W ~ Wy (n,¥), ha W = XX, ahol
X € R¥™ véletlen méatrix oszlopai fiiggetlen N (0, ) eloszlastt normalisok.
Ha > = I, akkor standard Wishart-eloszlasrol beszéliink.

Az alabbi az 1.9 Allitas egyszert kovetkezménye.

1.19. Allitas. Legyen ¥ € RF** pozitiv definit. Ekkor W ~ Wi(n,X) pon-
tosan akkor, ha Y2WE~Y2 ~ Wi (n, I).

1.20. Feladat. Lassuk be az allitast!



A kovetkezs tétel, mely Lukéacs Jend tételének tobbdimenzids valtozata,
a Hotelling-féle T-eloszlas tulajdonsagainal lesz fontos.

1.21. Tétel. Legyenek X, ..., X, figgetlen Niy(m, ) eloszldsi véletlen vdl-
tozok. Ekkor X ~ Np(m,X/n), S ~Wi(n—1,%), és X és S figgetlenek.

Bizonyitds. Legyen V € R™" egy olyan ortogonalis matrix, melynek utolso
sora (1/+/n,...,1/y/n), killonben tetszdleges. Legyen

Yi = Zn:'l}inj € Rk

j=1
AzY = (Yy,...,Y,) € RF" jelsléssel
YT =vXx".

Vilagos, hogy Y1,...,Y, egyiittesen normélisok, és egyszer szamolas mu-
tatja, hogy
COV(Yi,Yj) = 6”2,

azaz Y1,..., Y, figgetlenek kdzos X kovarianciaméatrixszal. Mivel V' ortogo-
nalis, és az utolsé sor minden komponense egyenld, ezért a tébbi sordsszeg 0,
tehat

Vegyiik észre, hogy

XYY =YY =XVIVY =XTX =) XX/,
=1 =1
és Y, = /nX. Tehat
S=>Y (X -X)(X; - X)"
=1

- Xn: XX, —nXX'
1=1

= i Y. Y -Y,Y

i=1
n—1
Sva,
i=1
amibdl mar adodik az allités. O
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1.4. Hotelling-féle T? eloszlas

Emlékeztetiink, hogy a Fisher-féle F-eloszlas fiiggetlen y? eloszlasi valtozok
hanyadosa. Azaz F ~ F(m,n), ha X ~ x%(m), Y ~ x%(n), X és Y fiiggetle-

nek, és
o X/m

Y/n’

: A1 _ X’(m)/m
informalisan F(m,n) = S350

1.22. Tétel (Hotelling). Legyenek W ~ Wy (n,X), & ~ Ni(0,%) fiiggetlenek.
Ekkor T? = € "W € jelléssel

n—k+1
k

A bizonyitas a kovetkezs két segédtételen alapszik.

T* ~ Fk,n —k+1).

1.22.1. Lemma. Legyen X € R¥X" fiiggetlen standard normdlisokbdl dllé mdtriz, és Q € R™*™ egy
X -t6l fiiggetlen véletlen ortogondlis mdtriz. Ekkor XQ € RFX™ elemei fiiggetlen standard normdlisok,
melyek fliggetlenek Q-tol.

Bizonyitds. Ez determinisztikus Q-ra vilagos, és mivel Q és X fliggetlenek, ezért Q-ra feltételesen minden
miikodik. O
1.22.2. Lemma. Legyen X € RFX" n > k, fiiggetlen standard normdlisokbsl dllé mdtriz. Legyen
S =XXT € REXFk 65 Sy = (sij)ij<k-1 € RE-DX*E=1) " 42a0z S1 az S utolsé sordnak és oszlopd-
nak elhagydsdval kapott mdtriz. Ekkor

151

2
~ n—k+1).
5] X~ ( )

Bizonyitds. Legyen Q € R™*"™ egy olyan véletlen ortogonalis matrix, melynek els§ oszlopa Q.1 = R~1X7.,
ahol R = |X1.| = /> 1" X% Ekkor

R 0 ... 0 R Xo1 ... Xm
Xo1 Xo2 ... Xop 0 X2 ... Xpo
S=XXT=XxQQ"xT =] . S . S - (4)
X1 Xiz oo Xpn 0 Xon ... Xpn
Masrészt
R 0o ... 0 1 0 . 0
Xo1 1 ... 0 0  Xoo v Xop
XQ=| . . . ; S . (®)
X1 0 ... 1) \0 Xin ... Xim

ahol X = (Xyj)1<i<k_1:1<j<n_1 € RE-DX(=1) fiiggetlen standard normalisokbol all6 matrix az elszs
lemma szerint. Ekkor a (4) és (5) formulak szerint |S| = R2|)?)?T|. Ugyanezt el lehet jatszani Si-re, hiszen
6t tgy kapjuk X-bsl mint S-et, csak toroljiik X utolsé sorat. Tehat |S1| = R2|(XXT); j<k—_o2| Azaz

IS| IXXT|
11]  [(XXT); <k—2|

11



ami éppen olyan hanyados, mint a definiciéban szerepld, csak fiiggetlen standard normalisokbél allo X e
RE=Dx(n=1) yeletlen matrix (k — 1) X (n — 1)-es.

Tehat elég k = 2-re igazolni az allitast, utdna miikédik az indukcié. Na de ekkor, az S1 matrix egy
szam, és X € R"™ 1 ezért | XX 7| ~ x%(n — 1) igy

S| R*XXT|

S1= g =KX~

amint allitottuk. O
Az 1.22 tétel bizonyitdsa.. A
T2 — £T2—1/2(2—1/2WE—1/2)—1E—1/2£

elsallitasban ©1/2¢ ~ N (0, I1,) és S=1/2WE~1/2 ~ Wy (n, It,). Emiatt feltehets, hogy ¥ = Ij,. Legyen
Q@ olyan &-tdl fiiggd ortogonalis méatrix, hogy

£'Q=1(0,0,...,0,1¢) 7.
Ezzel a transzformécioval
T?=¢"QQTWT'QQRTE=((QTWQ) klél?,

ahol persze |€|? = ,’f:l €2 ~ x2%(k). Vegyiik észre, hogy az egész (Q WQ) ™! nekiink csak a jobb alsé
sarokban levs elem kell a £ Q vektor miatt. A W definici6 szerint W = XX T alakt, amit beirva

(Q@TWQ) ke = (QTXXTQ) M-

Az inverzmatrix jobb alsé elem, az inverzmaétrix alakjabol kévetkezGen, a (k — 1) x (k — 1)-es bal fels§
aldeterminans és a determinans hanyadosa. Az 1.22.2 Lemma szerint ennek reciproka éppen x2(n —k +1)
eloszlasu, és az 1.22.1 Lemma szerint ez fliggetlen &€-t6l. Ezzel az allitast igazoltuk.

1.5. Varhato érték tesztelése

1.5.1. Ismert kovarianciamatrix esete

Egymintas eset. Legyenek X, ..., X, fiiggetlen Ny (m, ) eloszlast vekto-
rok, ahol a X pozitiv definit kovarianciamatrix ismert. A kdvetkezd hipotézist
vizsgaljuk:

Hy: m=m, H,y: m # m,.

Ekkor Hy fennallasa esetén X,, ~ N (mg, n~'%), és igy az 1.10 Kovetkezmény
szerint o - -
ti=n(X-my) " (X —mg) ~ x*(k), (6)

azaz a proba x%(k) eloszlast. Ez az egymintés u-préba tobbdimenziés valto-
zata.

Kétmintas eset. Legyenek Xy, ..., X, fliggetlen N (m, X)) eloszlastu vekto-
rok és Yq,...,Y,, az X-ektdl fiiggetlen Ny(m’, ¥) eloszlast vektorok, ahol
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a ¥ pozitiv definit kovarianciamatrix (kozos!) ismert. A kévetkezd hipotézist
vizsgaljuk:
Hy: m=m’ Hy: m+#m'

Ekkor az egymintés esethez hasonléan H, fennallasa esetén X, — Y,, ~
N0, (n7' + m™HX), és igy az 1.10 Kovetkezmény szerint

_ = G Tl ~ A2
“_n+nﬂx” Y,) S (X,—Yn) ~ (k)

azaz a proba x?(k) eloszlasi. Ez az kétmintas u-proba tobbdimenzios valto-
zata.

1.5.2. Ismeretlen kovarianciamatrix esete

Egymintas eset. Legyenek X,..., X, fiiggetlen N;(m,>) eloszlastu vek-
torok, ahol a ¥ pozitiv definit kovarianciamétrix nem ismert. A koévetkezd
hipotézist vizsgaljuk:

Hy: m=m, H,: m # m,.

A (6) probastatisztikiban most a kovarianciaméatrixot a ML becslésével (1.15
Tétel) helyettesitjiik. Ekkor a > helyére

~ 1 — - 1
Y=Y X,-X)(X;-X)' ==¢
IR
irva o . o
TP =n(X—my) S (X —my) (7)
probastatisztikat kapjuk. Az 1.21 Tétel szerint S és X fiiggetlenek, és ezért

Hy fennéllasa esetén az 1.22 Tétel szerint (n — k)/k - T¢ ~ F(k,n — k). Ez
az egymintas t-proba tobbdimenzios véltozata.
Kétmintas eset. Legyenek Xy, ..., X, figgetlen Ny (m, X) eloszlastu vekto-
rok és Y1,...,Y,, az X-ektdl fiiggetlen Ny (m', ) eloszlasi vektorok, ahol a
Y pozitiv definit kovarianciaméatrix (kozos!) ismeretlen. A kovetkezs hipoté-
zist vizsgaljuk:

Hy: m=m’ Hy: m+#m'

Legyen

n m

S=> (X -X)(X; = X)" + > (Y- Y)(Y;,-Y)".

=1 =1
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Ekkor S és (X — Y fiiggetlenek, igy az egymintas esethez hasonléan Hj
fennallasa esetén

nM e = T 1 = =
7= (X, - X)) 57 (K- )

statisztikara, az 1.22 Tétel szerint

n+m-—~k—1

k Ty ~ Flk,n+m—k—1).

1.6. Tobbdimenziés CHT

Egydimenziés esetben is lattuk, hogy a normalis eloszlds azért kiilonosen
fontos, mert fiiggetlen véletlen valtozok Osszegének a normaélt és centralt ha-
tareloszlasa. Ez a centralis hatareloszlas-tétel, specialis esetben a de Moivre—
Laplace tétel. Ennek a tobbvaltozos megfelelGje is igaz. ElGszor az eloszlasbeli
konvergencia fogalmat vezetjiik be.

1.23. Definicié. Az X,, € R* véletlen vektorvaltozok eloszldsban konvergdl-
nak X € R¥ véletlen vektorhoz, ha tetszdleges olyan x = (z1,..., ;) € R¥
pontra, ami folytonossagi pontja az

F(X> :F('Tb?xk):P(XSX):P(Xl le,---,Xk Sxk)
eloszlasfiiggvénynek, teljesiil, hogy

lim P(X,, < x) = F(x).
n—oo
Mivel a tébbdimenzioés normalis eloszlasfiiggvénye folytonos, ezért a kon-
vergencia minden pontban teljesiil. Ezek utan kimondjuk a tobbdimenzios

CHT-t.

1.24. Tétel. CHT fiiggetlen, azonos eloszldsu véletlen vektorokra Legyenek
X1, X, ... fiiggetlen azonos eloszldsi véletlen vektorok R¥-ban véges ¥ ko-
varianciamdtrizszal és m vdrhato érték vektorral. Ekkor az S, = Z?:1 X,
n € N, részletosszegekre

1
vn
Emiatt a tétel miatt a tobbdimenziés normalisra kapott probék érvénye-
sek tetszdleges olyan véletlen vektorra, melynek létezik kovarianciaméatrixa.

Ekkor persze csak nagy mintaelemszam esetén (n — oo) érvényes a kapott
eredmény.

(Sn - nm) 2Y, amint n— oo, ahol Y ~ N(0,%).
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2. Linearis modszerek

2.1. F6komponensanalizis
Legyen X ~ Nj(m, Y). Keressiik X eldallitasat
X=VY+m

alakban, ahol V' € R*** ortogonélis matrix, Y € R* fiiggetlen komponensek-
bél allo k-dimenzios normalis eloszlasa véletlen vektor, 0 varhato érték vek-
torral. Feltessziik tovabbé, hogy Y komponenseinek a szérasnégyzete csok-
kend. Mivel V ortogonélis, igy Y = V(X —m), és

EYY'  =VTUAU'YV,

ahol a ¥ = UAUT spektralfelbontast hasznaltuk. Mivel EYY " diagonalis,
igyV =U,ésaY = U"(X—m) eléallitast kapjuk. Az Y vektor komponense-
it X fokomponenseinek nevezziik. Vegylik észre, hogy Y komponensei X —m
komponenseinek linedris kombinacidja; pontosabban, az Y = (Y,...,Y;)"
jeloléssel

Yi=(uw,X-—m), i=1,...k,

ahol uy,...,u; a X sajatvektorai.
A f6komponensfelbontas az alabbi optimalitési tulajdonsag miatt fontos.

2.1. Tétel. AzY; szordsnégyzete mazimalis az (v, X — m) vdltozok szords-
négyzetei kozétt, ahol |v| = 1, tovdbbd a mazimum a v = u; sajdtvekto-
ron vétetik fel, értéke \i. Az Yo szordsnégyzete maximdlis az Y1-t6l fiiggetlen
(v, X —m) vdltozok szordsnégyzetei kozitt, ahol |v| =1, tovdbbd a mazimum
a v = uy sajdtvektoron vétetik fel, értéke Ny. Altaldnosan, Yy, £ € {2,... k},
szordsnégyzete mazimdlis az Y1, ..., Y1 vdltozoktdl fuggetlen (v, X —m) vdl-
tozok szdrdsnégyzetei kozott, ahol |v| = 1, tovdbbd a maximum a v = g
sajdtvektoron vétetik fel, értéke ;.

A bizonyitas a sajatvektorok kovetkezd maximumtulajdonsagan mulik.

2.2. Tétel. Legyen A € R¥* szimmetrikus mdtriz, és legyenek \; > Ay >

... > Mg az A sajdtértékei, uy, . .., u, pedig a hozzdjuk tartozo sajdtvektorok.
Ekkor
maxv' Av = )\,
lvl=1
és a maximum a wy vektoron vétetik fel. Tovdbbd, tetszdleges ¢ € {2,...,k}
esetén
max {VTAV . |v] = 1,vLlspan{uy,... ,Ug_l}} =\,

€s a maximum a Wy sajatvektoron vétetik fel.
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Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy Ay > Ao > ... > Ag,
azaz minden sajatérték multiplicitasa egy. A bizonyitasbol vilagos, hogy kii-
lonben az egyértelmiiség nem igaz.

Tekintsiik az A = UAU " spektrélfelbontéast. Legyen v € R¥ tetszdleges,
és tekintsiik az uy, ..., u, béazisban valo kifejtését:

k
VvV = Z o, u;.
i=1
Ekkor, ha |v|> = 328 o? = 1, akkor

k
VTAV = Z )\10412 S )\1,

=1

és egyenlGség pontosan akkor van, ha v = uy. Ez persze csak akkor igaz, ha
A1 > Xo. Ha vannak egyenld sajatértékek, akkor nincs teljes egyértelmiiség,
a megfelel§ sajataltérben a bazis tetszélegesen valaszthato.

A v pontosan akkor merdleges az uy,...,u,_; vektorok altal feszitett
altérre, ha a; = ... = ay_; = 0. Ekkor, ha |v| =1,

k
vIAv =) "Nal <),

i=t
és egyenlGség pontosan akkor van, ha v = uy. Ezzel a tételt igazoltuk. O]

A 2.1 Tétel bizonyitdsa. Tetszéleges v € R esetén
E((v,X —m)?) =v'Xv.

Tehét a feladat a 2.2 Tételben targyalt maximumfeladatra egyszertisédott.
Azt kell még észrevenni, hogy az egytittes normalitds miatt (v, X —m) pon-
tosan akkor fliggetlen a (u;, X —m), ..., (u,_;, X — m) valtozoktol, ha

0=E((u;, X —m) (v,X —m)) = \(v,u;).

Azaz a fiiggetlenségi megkotés éppen a 2.2 Tételben szerepl6 merélegességi
feltételt jelenti. Tehat minden kovetkezik a 2.2 Tételbdl. m

2.2. MerdGleges vetités

2.3. Definici6. Legyen H egy linearis vektortér a valos szamtest felett. Ekkor
(-,) : H x H — R belsd szorzat, ha tetszoleges z,y,z € H, o € R esetén

16



i) (z,y) = (y, 2);
(x+y,2) = (x,2) + (y, 2);
(ax,y) = alz,y);

(x,z) >0, és pontosan akkor 0, ha z = 0.

1

111

1v

)
)
)
)

2.4. Feladat. Legyen H = R* k > 1. Igazoljuk, hogy (z,y) = Zle Ty
belsd szorzat!

Ekkor (H, ()), vagy egyszertien csak H bels6 szorzattér. Bels6 szorzatté-
ren hasznéljuk az euklideszi terekben megszokott terminologiat. Egy x € ‘H
vektor normdja ||z|| = \/(x, x). Az x merdleges y-ra, ha (x,y) = 0.

2.5. Allitas. Norma tulajdonsdgai.
i) Teljesiil a hdaromszig-egyenldtienség: ||z + y|| < ||=|| + l|yl|;
i) |laz| = lalll]l;
ii) ||z|| > 0 és pontosan akkor 0, ha x = 0;
iv) Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenldtlenség: [{x,y)| < ||z |y||;

v) Paralelogramma azonossdg: ||z + y||> + ||z — y||* = 2||z||* + 2||y]*.
Az els6 harom tulajdonsag a norma definialo tulajdonsaga.
2.6. Feladat. Bizonyitsuk be a fenti allitast!

A normabdl szarmazik tévolsag, ami definidl egy konvergenciat. Akkor
mondjuk, hogy x, — z amint n — oo ha ||z, — z|| — 0. Ekkor pedig van
folytonossag.

2.7. Allitas. A norma és a belsé szorzat folytonosak. Azaz, ha x, — x akkor
|lzall = |||, és ha x, — © és y, — y akkor (x,,y,) — (x,y).

2.8. Feladat. Bizonyitsuk be a fenti allitast!

2.9. Definicié. Az (z,,) sorozat Cauchy-sorozat, ha minden ¢ > 0 esetén
megadhato ng, hogy barmely m,n > ng esetén ||x,, — z,,|| < e. Akkor mond-
juk, hogy a H belss szorzattér Hilbert-tér, ha benne minden Cauchy-sorozat
konvergens.

Analizisbél tudjuk, hogy R™ Hilbert-tér.

2.10. Példa. Szamunkra a legfontosabb Hilbert-tér a négyzetintegralha-
to véletlen valtozok tere. Legyen (2, A, P) egy valoszintségi mezs. Legyen
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[ ={X:Q— R,EX? < 00}, azaz a véges méasodik momentummal rendel-
kezd véletlen valtozok. Ekkor L? linearis vektortér. Ezt lattuk valoszintség-
szamitasbol, hiszen csak annyi kell, hogy X,Y € L? akkor X +Y € L? Ez
a Cauchy—-Schwarz egyenlGtlenséghdl kovetkezik. Azt is kdnnyd latni, hogy
(X,Y) = E(XY) belss szorzat.

Az mar lényegesen bonyolultabb, hogy L? Hilbert-tér. Ez majd mérték-
elméletbdl lesz.

2.11. Feladat. Tekintsiik az el6z6 példaban latott L? teret. Legyenek X,
Xi, Xo, ... fuggetlen standard normalisok, és legyen (a,) determinisztikus
sorozat. Igazoljuk, hogy S, = > | a;X; pontosan akkor Cauchy-sorozat, ha
S al < oc.

=1 "

2.12. Definicio. Az M C H lineéaris altér zdrt, ha minden torlodasi pontjat
tartalmazza. Az M ortogondlis komplementere

Mt ={z:xcHVyeM, (x,y) =0}.

Ez az M-re merdéleges altér. A belsé szorzat folytonossagaboél azonnal adodik,
hogy M* mindig zart.

2.13. Példa. Nem minden linearis altér zart. Legyen H a [0, 1]-en folytonos
fiiggvények tere. Ez Hilbert-tér a (f,g) = fol f(z)g(z)dz belsé szorzattal.
Ekkor a polinomok (szokasos véges fokszamu valds egyiitthatos) altere nem
zart. Hat persze, a Weierstrass-féle approximéacios tétel szerint minden folyto-
nos fliggvény kozelithetd polinomokkal, azaz a polinomok alterének torlodasi
pontjai éppen a folytonos fliggvények halmaza, azaz az egész tér.

A kovetkezé tételt nem bizonyitjuk, viszont sokszor hasznaljuk. A lényeg,
hogy harom dimenziéban értsiik, hogy mi torténik.

2.14. Tétel. Merdleges vetités. Legyen M C H zdrt altér, és legyen x € H.
Ekkor létezik egy egyértelmi x € M, hogy ||z —2| = infyen ||z —y||. Tovdbbd

<§eM,Hx—§5H: ?L”m_y“) & (TeM, z—-TeM).
)

A masodik allitds mondja meg, hogy hogyan kell valasztani az T vektort:
a kiilonbség vektor meréleges az altérre.

Tetszoleges M zart altér esetén legyen Py : H — Mz — T, az M alt-
érre valo merdleges vetités. A merdleges vetités néhany fontos tulajdonsagait
tartalmazza az alabbi allitas.

2.15. Allitas. Legyen M zdrt altér, és P = Py. Ekkor
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i) Plazx + By) = aP(z) + BP(y);
i) Pitagorasz-tétel: ||z||*> = ||Px||* + ||(I — P)z|?;
i) M e M,ve M, 2 =u+v, ésu=Px,v= (I — P)x;
iv) Px, — Px valahdnyszor x, — x;
v) Px = x pontosan akkor, ha x € M;
vi) Pz =0 pontosan akkor, ha x € M*.

2.3. LineAaris regresszi6 véletlen regresszorral

Legyenek Y, X1, Xo, ..., X, k > 1, véletlen valtozok. Keressiik az Y fiiggetlen
valtozo legjobb linearis kozelitését az X = (Xi,..., Xi)" fiiggs valtozokkal.

Pontosabban keressiik az aq, ..., ax, b valos szdmokat, melyekre a
. 2
i=1
miniméalis. Mivel E(Z — b)? minimuma a b = EZ helyen van, ezért b =

EY — > . o;EX,. Vagyis az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, és
fel is tessziik, hogy EY = EX; = 0 minden i-re.
Tekintsiik az L? teret a szokasos E(UV) bels6 szorzattal, ¢s legyen

k
M = {Z%Xi D € R} = span (X7, ..., Xx).

i=1

Ekkor M zart, hiszen véges dimenzios altér. A meréleges vetités tétele szerint
a legjobban kozelité vektor PY, az Y mer6leges vetitése az M altérre. Tehat
a feladatunk a PY meghatarozésa. A meréleges vetités tétele szerint Y —
PY 1 M, ami azt jelenti, hogy

E(YY — PY)X,; =0, minden j=1,2,...,k esetén.
Mivel PY = Zle a;X; valamilyen a’ = (ay,...,a;) vektorra, ezért azt
kapjuk, hogy

k

Y = aiX)X;

i=1

0=E =Cov(Y,X;)—a'ys, j=1,2,...k

ahol ¥ = Cov(X) az X = (X1,..., X})" kovarianciamatrix.
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A d = (Cov(Y, X;))r, € R¥ jeloléssel azt kapjuk, hogy d = Ya, azaz,
amennyiben Y nemszingularis,

a=Xx"'d.
Ezzel belattuk a kovetkezét.
2.16. Tétel. Legkisebb négyzetek mddszere. Az E ((Y — Zle a; X; — b)2>

négyzetes hiba pontosan akkor minimdlis, ha a = Y7 'd és b= EY —a' EX.

A vetités miatt a kozelités hibaja, az £(X) = ). a;X; + b jeloléssel

k
e=Y — (ZaiXi—kb) =Y — (X)),
=1

merdleges az X7, . .., Xy valtozokra, azaz Cov(e, X;) = 0,7 = 1,..., k. Vagyis
az Y = ((X) + ¢ elsallitasban a tagok korrelalatlanok, és igy

D*(Y) = D*({(X)) + D*(e).
Ebbél kovetkezik, hogy

Cov({(X),Y) = D*({(X)).

2.17. Definici6é. A Y fiiggetlen és az X' = (X1,...,X}) fiiggd valtozok
tobbszords korrelacios egyiitthatoja

- _ Cov(Y, /(X))
v = P X)) = Fa Ry

A k =1 esetben ez éppen a két valtozo hagyomanyos korrelacioja.

Némi szamolassal adodik, hogy
D?(s) = D*(Y) (1 — r?).

Ez megmagyardzza az r jelentését. Ha r = 1, akkor ¢ = 0, azaz linearis
fliggvénykapcsolat van Y és X kozott. Ha pedig » = 0, akkor az X semmit
nem magyaraz meg az Y-bdél, a két valtozo kozott nincs kapcsolat. Ekkor
a=1(0,...,0).

A kovetkezo allitas szerint a legkisebb négyzetes kozelités maximalizalja
a korrelaciot.

2.18. Allitas. Az Xy, ..., X} vdltozok tetszdleges h(X) linedris kombindcio-
jara

Py (x1xn | = p(Y,0(X)) = [p(Y, h(X))].
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2.4. Determinisztikus valtozdok

Determinisztikus valtozok esetén a modell hasonld az el6z6 részben targyalt
linearis regressziohoz. A kiiloénbség az, hogy a magyarazé valtozok itt nem
véletlenek, hanem megadhato (ismert, beallithato) értékek.

Jelolje Y a mért értéket, és legyen € a mérési hiba. A modell szerint

Y:a1x1+...+akxk+6.

A feladat az ismeretlen a = (ay,...,a)" vektor meghatérozasa. Kiilénbozs
meérésekhez tartozo hibakat fliggetleneknek (de legalabb korrelalatlanoknak)
feltételezziik.

Az altalanos lineéris regresszidos modell a kévetkezs alaku:

Y =Xa+e, (8)

ahol Y € R" véletlen vektor, a fiiggs valtozo, X = (z;);; € R™* ismert
determinisztikus matrix, a € RF ismeretlen determinisztikus vektor, € =
(e1,...,6n)" € R" véletlen vektor a hiba, melyre Ee = 0, Cove = 21,
(néha azt is feltessziik, hogy a ¢4, ..., e, fliggetlen normalisok).

Célunk az ismeretlen a vektor a becslése.

El6szor azt a specidlis esetet vizsgaljuk, amikor k£ = 2. Ekkor 1 = x az
egyetlen magyarazo valtozo, xo = 1 pedig konstans. A modell tehat Y =
ar + b+ ¢ alakt. Adottak yq,...,y, méréseink, melyek az x1,...,x, ismert
mérési pontokhoz tartoznak. Ezek alapjan akarjuk meghatarozni az (a,b)
értékeket, melyre a négyzetes hiba legkisebb, azaz az

n

S(a,b) = Z(yZ — az; — b)?

i=1

kétvaltozos fiiggvény minimumét keressiik (a,b)-ben. Azy = (y1,...,9,)"
€ R" ponthoz legkozelebbi M = span(x, 1) sikban levé pontot keressiik. A
meréleges vetités tétele szerint ez éppen az a Pyy = ax + 81 pont, melyre
y — Pyy merGleges M-re. Tehéat

(y —ox—f1,x) =0
(y —ax—£1,1) =0.

Bevezetve az X = (x,1) € R"*? jelolést, kapjuk az
X'y =X"X(a,p)

Gauss-féle normdlegyenletet.
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Az altalanos k-valtozos esetben pontosan ugyanezt csinaljuk. Keressiik a
n k 2
i=1 j=1

fiiggvény minimumat a = (ay, ..., ax) -ban. Legyen M = span (X, ...,Xx),
és legyen Pyy = Zle a;x;. Ekkor a merdleges vetités tétele szerint

k
(v, %) = Zaj<Xi,Xj>-
j=1
Matrix alakban ez
X' Xa=X"y

a Gauss-féle normdlegyenlet. Tegyiik fel, hogy X "X matrix nemszinguléris.
Ekkor a ,
a=(X'X) X'y (9)

becslést kaptuk.

2.19. Allitas. Tegyiik fel, hogy X ' X nemszinguldris, és €1, ..., e, figgetlen
N(0,0?) eloszldsi normdlisok. Ekkor a eloszldsa Ny, (a,0?(X " X)™!).

Bizonyitds. Az allitas egyszertien kovetkezik (9) formulabol és a modellre tett
(8) feltevésbdl. Valoban,

a=(X"X)"' X" (Xa+e).

Innen azonnal latjuk, hogy a normaélis eloszlasi a varhato értékkel, és a
kovarianciamatrix alakja is adodik. O

Azt kaptuk, hogy a torzitatlan becslés. A bizonyitasbol vilagos, hogy ez
teljesiil akkor is, ha nem tessziik fel, hogy a hibédk fiiggetlen normaélisok.

2.20. Tétel (Gauss-Markov-tétel). Tekintsik az Y = Xa + € linedris mo-
dellt, ahol ey, ..., e, figgetlen N(0,0?) eloszldsiak, és X T X nemszinguldris.
Ekkor tetszdleges b € R esetén b'a a leghatdsosabb torzitatlan linedris becs-
lése bTa-nak.

Bizonyitds. Legyen b € RF tetszoleges. Egy linearis becslés ¢''Y alaki. Mivel
a becslés torzitatlan, ezért

b'a=E (CTY) =c'Xa,
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azaz (b —c' X)a = 0 tetszoleges a € R¥ esetén. A a = b— X "¢ vilasztassal
kapjuk, hogy ha c¢TY egy torzitatlan becslése b a-nak, akkor

b=X"c. (10)
Vegyiik észre, hogy
b'a=b " (X'X)'XTY =:a,Y.
A szoras tulajdonsigai szerint
D?(c'Y)=D?(c’e) =c’c'c

0% (c —ag+ag)' (c—ag+ag)

o2 (|c —ag|? + |ag|* + 2(c — ao)TaO) )

Megmutatjuk, hogy az utols6 tag 0. Ebbdl nyilvan kovetkezik, hogy a szoréas
pontosan akkor a legkisebb, ha ¢ = a,.
A (10) formula miatt

aj (c—ayg) =b' (X'X)"'(XTc—XTay) =0.

2.5. Fisher—Cochran-tétel

A Fisher—Cochran-tétel normalis eloszlasi véletlen vektorvaltozok levetitett-
jeinek eloszlasat mondja meg. ElGszor sziikségiink lesz a kovetkezs allitasra.

2.21. Allitas. Legyenek A€ REXE 5 =1,2,...,¢, szimmetrikus mdtrizok,
melyekre Z§:1 A; =1 és Z§:1 rang(A;) = k. Ekkor Ay,..., Ay ortogondlis
alterekre valo merdleges vetitések madtrizas.

Bizonyitds. Vegylik észre, hogy elég ¢ = 2 esetén igazolni az allitdst. Valoban,
ha A = Ay és B = (Ay + ... + Ay) ortogondlis alterekre valo merdleges
vetités, akkor B-t megszoritva a képterére az identitast kapjuk, és az indukcio
alkalmazhato.

Tegyiik fel tehat, hogy ¢ = 2 és A+ B = I, ahol A, B szimmetrikus
matrixok, rangjaik Gsszege k. Mivel

k = dim(Im(A 4+ B)) < dim(Im(A)) + dim(Im(B)) = k,

igy Im(A) NIm(B) = 0, azaz a két altér metszete trivialis.
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Mivel tetszéleges linearis leképezés képterének és magterének dimenzio-
janak osszege k, igy dim(Im(A)) + ker(Im(A)) = k, ahonnan kapjuk, hogy
dim(Im(A)) = dim(Ker(B)) és dim(Im(B)) = dim(Ker(A)).

Szimmetrikus matrixok képtere és magtere meréleges. Valoban, hay € R*
és x € Ker(A), akkor

(Ay,x) = (y, Ax) = (y,0) = 0.

Mivel az A+ B = Iy, igy Alker(s) = Id|ker(5), ahonnan Im(A) C Ker(B).
De mivel az utobbi két altér dimenzidja egyenld, igy a két altér is megegyezik.
Tehat Im(A) = Ker(B) és forditva, ami éppen azt jelenti, hogy A és B
merGleges alterekre vald vetitések. O

Ezek utan kimondhatjuk a f6 eredményt.
2.22. Tétel (Fisher-Cochran). Legyen X ~ Ni(0,1}), és A; € R¥k j =

1,2,..., 0 szimmetrikus matrizok melyekre
k ¢ ¢
Q=) XI=) X'A4X=) 0,
j=1 j=1 j=1

Ekkor Q1, . .., Qq pontosan akkor figgetlen x*-eloszldsi vdltozdk, ahol Q; sza-
badsdgi foka rang(A;) (Q; ~ x*(rang(A;))), ha Z§:1 rang(A4;) = k.
Bizonyitds. Ha Q1, ..., Q, fiiggetlen x? eloszlastak, akkor a y2-eloszlas defi-
nicidja szerint Zle Q; is x? eloszlast, és szabadsagi foka a Q;-k szabadsagi
fokainak osszege. Na de > Q; = Zle X7 definicio szerint x?*(k)-eloszlast,
azaz Z§=1 rang(A;) = k.

Megforditva, a @ = > Q; egyenlSséghdl kovetkezik, hogy >  A; = I.
Val6ban,

¢ ¢ ¢
X'LX=Q=) Q=) X'A4X=X") " 4X
J=1 Jj=1 Jj=1

Mivel X tartoja a teljes R¥, ez csak tgy lehet, ha a két kvadratikus alak
megegyezik, és mivel a méatrixok szimmetrikusak, ezért I, = Z§:1 A; (el-
lendrizziik!). A 2.21 Allités szerint A;-k mer6leges alterekre valé ortogonalis
vetitések. Ekkor A4, X, ¢ =1,2,...,/(, fliggetlenek, hiszen

Cov(4,X,A;X) = AEXXTA] =0,

és normalis eloszlésok esetén a korreldlatlansaghol kovetkezik a fliggetlenség.
Végiil
Qi =X"AX =XTAA'X = [|AX]]?,

ami x? eloszlast. O
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2.6. Hipotézisvizsgalat regressziés modelleknél

Visszatérink az
Y =Xa+e

regresszios modellhez, X € R™* a € R*, ahol most feltessziik, hogy € vektor
n fiiggetlen N(0,0?) normalisbol all és X ' X nemszingularis. A becslésiink
a-ra

a=(X"X)"'XTy

alakd. Vegyiik észre, hogy
P:=X(X"X)'XT e R

az X oszlopvektoraira altal kifeszitett altérre valo merdleges vetités matrixa.
A reziduldlis hiba Y — Xa nagysaga

2= |lY -Xa|>’=(Y-PY) (Y-PY)=Y"(I, - P)Y.

Mivel a torzitatlan, igy E(I, — P)Y = 0. Tovabba P egy k-dimenzios altérre
valo vetités, ezért S% ~ o?x?(n — k). Innen adodik, hogy

2
~2 Sa
g g

n—=k

torzitatlan becslés o?-re.
Teszteljiik azt a nullhipotézist, hogy a; = ... = a; = 0, azaz

Ho: a=0 wvs. Hy: az#0.

A nullhipotézis fennallasa esetén Y = €, azaz Y'Y ~ o%x?(n). Ugyan-
akkor
Y'Y=Y'"PY+Y'(I -P)Y,

igy a Fisher—Cochran-tétel szerint a jobb oldalon levs két valtozo fiiggetlen
x? eloszlast k és n — k szabadsagi fokkal. Tehat H, fennalldsa esetén

YTPY/k

P =y a=pY/m—n

~ Fk,n— k),

azaz a tesztstatisztika F' eloszlést kovet. Innen szamolhatunk kritikus értéket.

A mogottes intuicio vilagos: ha az S, rezidulélis hiba nagy, azaz a teszt-
statisztika értéke kicsi, akkor a modell nem magyaraz semmit Y-rol, és elfo-
gadjuk a nullhipotézist. Nagy F' érték esetén a hiba kicsi, azaz a modell jol
magyaraz, és elvetjiik a nullhipotézist.
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Hasonloan vizsgalhato tetszéleges olyan nullhipotézis, ami csak néhany
egylitthatorol tetszi fel, hogy 0.

Tekintsiik az X = (X1|X5) felbontast, ahol X; € R™* és X, € R™*F2,
és ki + ky = k. Hasonloan a = (aj,ay)".

Azt a nullhipotézist akarjuk tesztelni, hogy a, = 0, azaz
Ho: a3 =0 wvs. Hy: ay #0.
A nullhipotézis fennéallasa esetén Y = X a; + €. Az el6z6ek szerint
a = (X X)'X/'Y, Xa = PY.
Tehéat most P, az X els6 ki oszlopa altal kifeszitett altérre vetit. Lattuk,
hogy |[Y — P Y|? ~ 0?x?(n — k;). Tekintsiik az
Y-PY) (Y-PY)=Y'(I-P)Y=Y'(I-P)Y+Y (P-P)Y

felbontast. Ha Hy igaz, akkor a bal oldal o?x?(n—k; ) eloszlast, a jobb oldalon
pedig, a Fisher—Cochran-tétel szerint egy n — k és egy k — k; szabadsagi

foki y2-eloszlas o2-szerese szerepel, melyek egymastol fiiggetlenek. Tehat H
fennallasa esetén

o YT(P P)Y/(k— )

N Y'(I-P)Y/(n—k)
azaz a tesztstatisztika F' eloszlast kovet. Innen szamolhatunk kritikus értéket.
Mint korabban, nagy F' érték esetén elvetjiik a nullhipotézist.

F(k—ki,n—k),

Azt, hogy mennyire j6l magyaraz a modell az R? érték mondja meg. Ha ez
1-hez kozel van, akkkor a modell jol magyaraz, ha 0-hoz van kozel, akkor pedig
nincs erds fiiggés a magyarazd valtozok és a fliggs valtozd kozott. Vezessiik
beaY =Xaése=Y-Y jelolést. Ekkor a rezidualis hibdk négyzetosszege

n
S=Y-Xa|P=> .
=1

A teljes négyzetosszeg
n

S =Y _(Yi=Y)",
i=1
ahol Y = n~! 3" Y, a mintaatlag. Ekkor
S =) (Yi=Y) =) (i-Y)+) e
i=1 i=1 i=1

Legyen

s2 YL i-Y)

S, YL (YY)
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2.7. Varianciaanalizis

Egyszempontos. Vetités explicit formaban. Kétszempontos, interakcié. Hipo-
tézisvizsgalat.
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