A véletlen modszer
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Az el6adasban a valészintiségszamitas alkalmazhatosagat mutatjuk be a
matematika kiilonboz6 tertiletein, harom példan keresztiil. El6szor grafel-
méleti alkalmazasként a Ramsey-szamokra adunk alsé becslést. A masodik
példaban a klasszikus analizisbeli Weierstrass-féle approximacios tételt iga-
zoljuk, végiil egy egyszerti szamelméleti példat mutatunk.

Adott k € N esetén jelolje R(k) a legkisebb olyan n szdmot, melyre igaz,
hogy egy n csicsu teljes graf (K,) éleit tetszéleges médon pirossal és kékkel
szinezve a grafban talalhatunk egyszinti teljes k cstcsu részgrafot.

Megmutatjuk, hogy R(k) < 22*. Ehhez nem lesz sziikség véletlenre. Te-
kintsiik egy n = 2% csticsu teljes graf egy tetszéleges szinezését. A kovet-
kezokben megadunk egy egyszinii Ki-t. Legyen x; egy tetszoleges cstucs. Neki
22k _ 1 szomszédja van, ezért a skatulya elv szerint van legaldbb 22! olyan
szomszédja, akivel ugyanolyan szint éllel van Gsszekotve. Jelolje Ay ezen
szomszédok halmazat. Most valasszunk egy tetszoleges xo € Ay cstcsot. Az
A, halmazban neki legaldbb 22*~1 — 1 szomszédja van, ezért skatulya elv sze-
rint van legaldbb 22¢=2 olyan szomszédja, akivel ugyanolyan szin{i éllel van
Osszekotve (ez a szin persze nem biztos, hogy ugyanolyan, mint ami a 29
él szine). Ezt folytatva, kapunk egy {1, xs,..., 2o} sorozatot, melyre az
teljesiil, hogy az z;x;, ¢ < j, ¢l szine csak i-t6l fiigg. Ismét a skatulya elv
szerint van k olyan csucs, melyekre ez a szin azonos. Talaltunk egy egyszint
Kk—t.

Most belatjuk, hogy R(k) > 2¥/2. A bizonyitds Erdds Pdltol szarmazik
1947-bél. Vegylink egy n cstcsu teljes grafot és szinezziik ki az éleit egymastol
fiiggetlentil 1/2 — 1/2 valészintiséggel pirosra vagy kékre. Azaz minden egyes
élre foldobunk egy érmét. Annak a valdsziniisége, hogy rdgzitett {xy, ..., xx}

csucsok altal meghatarozott graf egyszini Ky az 2 - 9= (5 , hiszen vagy min-

den él piros, vagy minden él kék, és pontosan (’2“) él van. Tehat annak a

valoszintisége, hogy lesz egyszini K. legfeljebb (2)217(5) Némi szamolassal
kapjuk, hogy ha n < 2¥/2 akkor ez az érték kisebb, mint 1. Azaz, pozitiv
valészintiséggel nem lesz egyszinii K, ami éppen azt jelenti, hogy van olyan
szinezés, amiben nincs egyszinii K. Igy R(k) > 2+/2.

Weierstrass approximéaciotétele szerint a polinomok szuprémum norméa-
ban siiriin vannak a zart intervallumon folytonos fiiggvények terében. Az
alabbiakban erre adunk egy konstruktiv bizonyitast. Legyen f folytonos
figgvény a [0, 1] intervallumon. A hozzatartozé n-edik Bernstein-polinom



B.(f)(x) = >p_o f(k/n)(})a™(1 — z)"*. Ekkor B,(f) egyenletesen kon-
vergdl az f fiiggvényhez, azaz

lim sup |B,(f)(x) — f(z)] = 0.

=0 ze0,1]
Ennek igazoldséhoz vegytk észre, hogy B, (f)(z) = Ef(S,/n), ahol S, =
Xi+...+X,, és Xq,..., X, fliggetlen azonos eloszlasu Bernoulli(z) véletlen
valtozok (azaz P(X; =1) =2 =1—-P(X; =0)). A Csebisev-egyenlotlenség
szerint P(|S,/n — x| > ¢) < Var(S,)/(n*c*) = z(1 — z)/(nc?). Legyen
e > 0 rogzitett. Mivel folytonos fiiggvény zart intervallumon egyenletesen
folytonos, ezért létezik olyan ¢ = d(e) > 0, hogy |u —v| < § esetén |f(u) —
fv)| <e. Igy

[f(2) = Bu(f)(@)| = [E[f(z) = f(Su/n)]| < 2MP(|Sy/n — 2| >6) +¢
Var(S,) 2Mz(1 — x)
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ahol M az |f| maximuma a [0, 1] intervallumon. A kapott becslés z-ben
egyenletes, ezért az allitast belattuk.

Egyszert szamélméleti alkalmazasként az Fuler-féle o-fiugguényre vonat-
koz6 formulét vezetjiik le. Jelolje p(n) az n-hez relativ primek szaméat az
{1,...,n} szamok kozott. A p(n)/n hianyados éppen annak a val6sziniisége,
hogy az {1,...,n} szamok koziil egyenletes eloszlas szerint egyet valasztva,
n-hez relativ primet kapunk. Legyenek py,...,pr az n primosztéi (multip-
licitds nélkiil), és jelolje A; azt az eseményt, hogy a valasztott szam p;-vel
oszthatd. Egyszertien lathatd, hogy az Aq, ..., A, események fliggetlenek és
P(A;) = 1/p;. A keresett esemény pedig Af N ... N A§. Tehét

@:ngm...A;):P(A;)-.-P(A;):(1—p;1)...(1—p,:1)-

n

Atszorozva kapjuk az allitast.

Hivatkozasok

[1] Tim Gowers: The Two Cultures of Mathematics, https://www.dpmms.
cam.ac.uk/~wtgl0/2cultures.pdf

[2] Noga Alon, Joel Spencer: The Probabilistic Method, 2008.
[3] Patrick Billingsley: Probability and Measure, 1995.



