SZAMELMELETI FELADATOK

1. Az1=1,3=142, 6=1+2+3, 10 =1+2+ 3+4 szdmokat a pitagoreusok hdrom-
sz0g szamoknak nevezték, mert az Osszeadanddknak megfelelé szamu pont szabdlyos
hiromszog alakban is elrendezhetd. Bizonyitsa be az aldbbi allitasokat:

(a) Egy természetes szam pontosan akkor haromszogszam, ha n(n + 1)/2 alakd va-
lamilyen n € N-re (Pithagoras kb. i.e. 550).
(b) Egy n € N pontosan akkor hdromszogszam, ha 8n + 1 négyzetszdam (Plutarchos
kb. i.sz. 100).
(c) Két egymds utdni haromszogszam Osszege teljes négyzet (Nikomachosz kb. i.sz.
100).
(d) Ha n haromszogszam, akkor 9n + 1, 25n + 3, 49n + 6 is az (Euler 1775).
2. Ha t, jeloli az n-edik haromszogszamot, akkor t,, = (";1), n > 1.
3. Igazolja Aryabhata (kb. i.sz. 500) formuldjét
n(n+ 1)(n+ 2)

t1+to+ ...+, = 5 .

[Hasznélja az 1(c) feladat eredményét].
4. Maradékos osztas segitségével igazolja, hogy
(a) minden négyzetszam 3k vagy 3k + 1 alak;
(b) minden kébszam 9k, 9k + 1 vagy 9k + 8 alakd;
(c) 3a? — 1 sohasem négyzetszam;
(d) n(n+1)(2n+ 1)/6 mindig egész.
5. Igazolja, hogy ha egy egész szam egyidejlileg négyzetszam és kobszam, akkor
7k vagy Tk + 1 alaku [pl. 64 = 82 = 43] .
6. Igazolja, hogy tetszbleges a, b (b # 0) egészekhez vannak olyan ¢, r egészek, hogy

1 1
a = bq + r valamint — §|b| <r< §|b|,

s ezen ¢, r egyértelmlien meghatarozott.
7. Igazolja, hogy a
11, 111, 1111, 11111, ...

sorozatban nincs négyzetszam.
[Vegyék észre, hogy 111...111 =111...108 + 3 =4k + 3 .|
8. Ha a pdratlan, akkor 32|(a” + 3)(a® + 7).
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10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

. Ha a és b koziil legaldbb az egyik nemzérd, akkor in.k.o.(2a — 3b,4a — 5b)|b és igy

In.k.o.(2a+ 3,4a +5) ~ 1.

[gazolja, hogy négy egymaés utdni egész szam szorzata oszthatd 24-gyel, mig 6té 120-
szal.

[gazolja, hogy

(a) 6la(a®+ 11) barmely a € Z-re.

(b) 24|a(a® — 1) barmely pératlan a € Z -re.

(c) 8|a? — b? barmely paratlan a, b € Z-re.

(d) 24la® + 23, haa € Z, de 2, 3 Ja.

(e) 360|a?(a? — 1)(a® — 4) barmely a € Z — re.

Folhasznalva, hogy Z féidedlgytiri igazolja a legnagyobb kozos oszté alabbi tulajdon-
sagait:

(a) Ha ln.k.o.(a,b) ~ In.k.o.(a,c) ~ 1, akkor In.k.o.(a,bc) ~ 1.

(b) Ha in.k.o.(a,b) ~ 1 és c|a, akkor In.k.o.(b,c) ~ 1.

(¢) Ha In.k.o.(a,b) ~ 1 és cla + b, akkor In.k.o.(a,c) ~ In.k.o.(b,c) ~ 1.

Bizonyitsa be, hogy valahdnyszor d|n mindannyiszor 2¢ — 1|27 — 1.

Euklideszi algoritmussal igazolja, hogy In.k.o.(ka, kb) ~ k - In.k.o.(a,b).

Bizonyitsa be, hogy ha a, b relativ prim egészek, akkor a + b és ab is azok.

Oldja meg az alabbi diophantoszi egyenleteket:

14z 4 35y = 93
56x + T2y = 40
221x + 35y =11
158x — 57y =7

Ha a, b relativ prim egészek, akkor az ax — by = ¢ diophantoszi egyenletnek végtelen

sok természetes szam tesz eleget. Igazolja.

Bizonyitsa be, hogy az ax + by + cz = d diophantoszi egyenlet pontosan akkor oldhaté

meg (az egész szamok korében), ha In.k.o.(a, b, c¢)|d.

Mr.Smith bevaltott egy csekket készpénzre bankjaban, s a pénztaros véletlentil folcse-

rélte a dollarok és a centek szamat. Mr.Smith ezt csak azutan vette észre, miutan 68

centet elkoltvén azt tapasztalta, hogy kétszer annyi pénze van, mint amennyi eredeti-

leg a csekken szerepelt. Hatdrozza meg azt a legkisebb Osszeget, amely szerepelhetett

a csekken.

Fejtse meg az alabbi rejtvényeket:

(a) 100 véka gabonat osztunk szét 100 személy kozott gy, hogy minden férfi 3,
minden né 2, s minden gyermek 1/2 vékanyit kap. Hany férfi, né és gyermek
volt? (yorki Alcuin kb. 775)



21.

22.

23.

24.
25.

26.
27.
28.
29.

30.

31.
32.
33.

34.
35.

(b) Volt 63 egyenld rakas gytimoles és még 7 db. Ezt 23 vandor kozott osztottak szét
egyenl6 ardanyban. Hény gytimélcs volt egy-egy rakdsban? (Mahavira kb. 850)

Azt sejtik, hogy végtelen sok n? — 2 alaki primszam van. Adjon meg 6t ilyen prim-

szamot.

Ellenpéldaval cifolja meg azon sejtést, hogy minden pozitiv egész szam p+a? alakban

irhato, ahol p vagy prim, vagy 1, tovabba a € Z.

[gazolja a kovetkezo allitasokat:

(a) Minden 3n + 1 alakd primszam 6m + 1 alakd is.

(b) Minden 3n + 2 alaku egész szdmnak van ugyanilyen alakd primosztéja.

Mutassa meg, hogy ha p > 5 prim, akkor p? + 2 sszetett szam.

Bizonyitsa be:

(a) Minden n* + 4 alaki egész, ha n > 1 sszetett szam.

(b) Ha n > 4 &sszetett, akkor n|(n — 1)!.

(¢) Minden 8" + 1 alaku egész Osszetett, ha n > 1.

Adja meg 50! Osszes primosztdjat.

Ha p és ¢ olyan primek, hogy p > ¢ > 5, akkor 24|p? — ¢%. Igazolja.

Ha p # 5 péaratlan prim, akkor mutassa meg, hogy p? — 1 vagy p? + 1 oszthaté 10-zel.

Mutassa meg, hogy ha p fn minden p < ¥/n, akkor n vagy prim vagy két prim

szorzata. [Indirekt tton: tegye f6l, hogy n legalabb harom primszam szorzata.]

Igazolja, hogy ha p,, az n-edik primszam, akkor

(a) pn>2n—1han >5.

(b) Egyetlen P, = pips---p, + 1 sem teljes négyzet.

(c) p% + piz +---+ p% sohasem egész.

Adjon meg olyan a, b, n egészeket, hogy a®? =b> (mod n)) dea b (mod n).

Haa=0b (mod n), akkor In.ko.(a, n) ~ In.k.o.(b, n). Igazolja.

(a) Milyen maradékot ad 2°0 és 4155 7 — tel osztva?

(b) Mi lesz a maradék, ha

15425435 4+...499° +100° —¢

elosztjuk 4-gyel?
Mutassa meg, hogy 39/5319% + 103%3 és 7|111333 4 333111
Kongruencidkat hasznalva igazolja a kovetkez6 allitasokat:
(a) 7[5 + 325772,
(b) 13|37+2 4 42ntl,
(©) 27257+ 4 57+



36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.

43.
44.
45.

46.

(d) 43‘6714—2 4 72n+1.
Ha p olyan primszam, hogy n < p < 2n, akkor

(2") =0 (mod p).

n
Igazolja.
Ha aq, as,...,a, teljes maradékrendszer modulo n, tovabba In.k.o.(a, n) ~ 1, akkor
aay, aas,...,aa, is teljes maradékrendszer modulo n.

Bizonyitsa be az alabbi allitasokat:
(a) Ha ln.k.o.(a, n) ~ 1, akkor a

¢, c+a, c+2a, c+3a,...,c+(n—1)a

egészek egy teljes maradékrendszert alkotnak modulo n.

(b) Bérmely egymés uténi n egész szam teljes maradékrendszert alkot modulo n.
Mutassa meg, hogy haab =cd (mod n)ésb=d (mod n)tovdbbain.k.o.(b, d) ~ 1,

akkor a = ¢ (mod n).

Igazolja kovetkez6 allitasokat:

(a) Tetsz6leges a egészre a? utolsé jegye 0, 1, 4, 5, 6 vagy 9.
(b) Egy kobszam akarmilyen jegyre végzidhet.

(c) Ha a egész, akkor a* utolsé jegye 0, 1, 5 vagy 6.

Adja meg 99° utolsé két jegyét.

Modulo 9 vagy 11 kongruencidk segitségével keresse meg az aldbbi szamolasokban a

hidnyzo6 szamjegyeket:

(a) 51840 - 273581 = 14182432040;

(b) 2299561 = (3(523 + x))2;

(c) 2784z = x - 493.

Milyen maradékot ad 4444*444  ha elosztjuk 9-cel

7999 utolsé hirom jegyét.

Hatéarozza meg
Jelolje t,, az n-edik haromszogszamot. Mutassa meg, hogy t,1or = t,
igy t, és t,20 ugyanarra a jegyre végzodik.

Adja meg azon n > 1 értékeket, amelyekre
4+214+ 31+ 4 nl

teljes négyzet.

(mod k); s
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48.

49.
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53.

54.

55.

56.
57.

58.

Adjon meg szabalyt a 7, 11 és 13-mal valé oszthatdssagra. Megfogalmazhaté e ilyen
szabaly barmely p primszamra?

Palindromnak nevezik az olyan szamot, amely visszafelé olvasva is ugyanaz (példaul:
373, 521125). Bizonyitsa be, hogy minden péros sok jegyii palindrom oszthaté 11-gyel.
Oldja meg az alabbi linedris kongruencidkat:

(a) 25z =15 (mod 29).

(b) 52 =2 (mod 26).

(c) 6z =15 (mod 21).

Kongruencidk segitségével oldja meg a kovetkezd diophantoszi egyenleteket:

(a) 4z 451y = 9.

(b) 5z — 53y = 17.

Adja meg 3x — Ty = 11 (mod 13) 6sszes megoldasit.

Oldja meg az alabbi kongruencia-rendszereket:

(a) =1 (mod3), =2 (mod5), =3 (mod 7).

(b) z=5 (mod 11), x =14 (mod 29), x =15 (mod 31).

(¢) 2z=1 (mod5b), 3z =9 (mod6), 4e=1 (mod 7), 52 =9 (mod 11).

Ha egy kosar tojast 2, 3, 4, 5 vagy 6-osaval tiritiink ki, rendre 1, 2, 3, 4, 5 tojas marad
benne. Ha azonban 7-esével vessziik ki a tojasokat, akkor egy sem marad benne. Adja
meg a kosarban levd tojasok minimadlis szamat. (Brahmagupta i.sz. VII.sz.)

Egy 17 tagu kaldzcsapat egy zsak aranypénzt lopott. Amikor megprébaltdk egyenléen
elosztani azt tapasztaltak, hogy harom arany kimaradt. A kimaradt aranyak folotti
vitdban egy kal6zt megoltek. Ezutan ujraosztottdk egyenlo aranyban a zsdkmanyt, s
most 10 arany maradt ki. Az e f0lotti vitaban egy ijabb kalézt 6ltek meg, s ezutan mar
el tudtak osztani a lopott aranyat gy, hogy mindenki ugyanannyit kapott. Hatarozza
meg a lopott aranypénzek minimalis szamat. (Okori kinai probléma.)

Bizonyitsa be, hogy az
x=a (modn) z=0>b (modm)

kongruencia-rendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha In.k.o.(n, m)|a — b; és ameny-
nyiben megoldhatd, az mod(lk.k.t.(n, m)) kongruencia erejéig egyértelmi.

Igazolja, hogy 18% =1 (mod %) k =1,2,3 — ra.

(a) Mutassa meg, hogy a'? = 1 (mod 35), ha In.k.o.(a, 35) ~ 1.

(b) Ha In.k.o.(a,42) ~ 1, akkor 168|a® — 1. Igazolja.

Bizonyitsa be, hogy végtelen sok olyan n Osszetett szdm van, amelyre a” ! = a

(mod n). [Mi a helyzet, ha n = 2p valamilyen p paratlan primre?]
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60.

61.
62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.
69.

70.

Legyen a olyan egész, amelyre In.k.o.(a, 30) ~ 1. Mutassa meg, hogy 60]a* + 59.
(a) Fermat tétele segitségével hatdrozza meg 3% utolsé jegyét.

5 és a utolsé jegye megegyezik.

(b) Igazolja, hogy barmely a egészre a
Ha 7 fa,akkor vagy 7|a® + 1 vagy 7|a® — 1.
A Halley iistokos hdarom legutébbi megjelenése 1835, 1910 és 1986-ban volt, legkoze-

lebb 2061-ben lesz lathaté. Igazolja, hogy
18351910 1+ 19862°1 =0 (mod 7).

A Fermat tétel alapjan mutassa meg, hogy
(a) ha p prim és In.k.o.(a,p) ~ 1. akkor z = a?~2b (mod p) megolddsa az
ar =b (mod p) linedris kongruencidnak.

(b) Az el6z6 feladat alapjén oldja meg a kovetkezé linedris kongruencidkat:
2 =1 (mod 31), 62 =5 (mod 11) és 3x =17 (mod 29).

Foltéve, hogy a és b olyan egészek, amelyek nem oszthaték a p primszammal igazolja,
hogy

(a) a? =b? (mod p), haa=0b (mod p).

(b) a? =b” (mod p?), ha a? = b (mod p).

Legyen p paratlan prim, valamint 1 < k£ < p — 1. Igazolja, hogy

Tegytik fol, hogy p és g kiilonb6zé paratlan primek, tovdbba p —1|g — 1. Mutassa meg,
hogy valahényszor In.k.o.(a, pg) ~ 1, mindannyiszor a?~! =1 (mod pq).

Legyenek p és ¢ kiillonboz6 primek.Igazolja, hogy
P +¢" =1 (mod pq)

Ha M, = 2P — 1 oOsszetett, ahol p prim, akkor M, pszeudoprim. Igazolja.

Mutassa meg, hogy az aldbbi szamok mindegyike abszolut pszeudoprim:

(a) 1387 =19 - 73,

(b) 2821 =7-13-31,

(c) 1905 =3-5-127.

[gazolja, hogy 341 pszeudoprim, de nem abszolut pszeudoprim félhasznalva, hogy
113 £ 11 (mod 341). [Vegyiik észre, hogy 31 1134 —11.]
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

e

78.

79.

80.

Ha n = 2p, ahol p péaratlan prim, akkor a” ! = a (mod n) barmely a egészre.

[gazolja.

Mutassa meg, hogy minden
n = (6k+1)(12k +1)(18k + 1)

alaku egész abszolut pszeudoprim, ha mindharom faktor prim; s igy 1729 = 7-13- 19
egy abszolut pszeudoprim.

Wilson-tétele alapjan adja meg, hogy

(a) milyen maradékot ad 15!, ha 17-tel osztjuk;

(b) milyen maradékot ad 2(26!), ha 29-cel osztjuk.

Dontse el annak alapjin, hogy a 16! = —1 (mod 17) teljesiil vagy nem, hogy 17
primszam-e.

Rendezze el a 2,3,4,---,21 egészeket a, b parokba gy, hogy ab=1 (mod 23).
Legyen n > 1 egész.

(a) Bizonyitsa be, hogy n akkor és csak akkor prim, ha (n —2)! =1 (mod n).

(b) (n—=1)!'=0 (mod )n valahdnyszor n Gsszetett és n # 4.

Legyen p egy primszam. Mutassa meg, hogy

p—D!'=p—1 (mod1+2+3+---+(p—1)).

Keressen két olyan p < 13 primszdmot amelyre fonnéll a (p — 1)! = —1  (mod p?)
kongruencia.

Wilson-tétele segitségével igazolja, hogy

12.32.5%2...(p—2)2 = (=1)"= (mod p).
teljesiil minden paratlan p primre.
Igazolja az aldbbi allitasokat:
(a) Ha p = 4k + 3 prim akkor

(1%1)!5 (mod p) vagy (1%1)15—1 (mod p);

2=1 (mod p) kongruencidnak.

és igy ((p—1)/2))! megoldésa az x
(b) Az (a) rész folhasznaldasdval mutassa meg, hogy ha p = 4k + 3 prim, akkor az
osszes p-nél kisebb pdros szam szorzata kongruens +1-gyel modulo p. [Fermat-

tétele alapjan 2(P~1/2 = +1  (mod p)].
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81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

Bizonyitsa be, hogy az n?+1 alaku egészek paratlan primosztéi 4k+1 alakiak. [Mikor
oldhaté meg az 22 = —1 (mod p) kongruencia?]

Ha p és p + 2 ikerprimek, akkor
A(p—1)N!+1)+p=0 (mod p(p+ 2)).

Igazolja.

Keresse meg a 2, 3 és 5 multiplikativ rendjét: (a) modulo 17, (b) modulo 19,

(c) modulo 23.

Igazolja az aldbbi allitasokat:

(a) Ha a rendje modulo p 2k, ahol p paratlan prim, akkor a* = —1 (mod p).

(b) Ha a rendje modulo n n — 1, akkor n primszam.

Legyen p paratlan prim, az a egész rendje modulo p pedig 3. Bizonyitsa be, hogy

a + 1 rendje modulo p sziikségképp 6. [a? +a+1=0 (mod p) alapjén (a +1)?> =a

(mod p) és (a+1)3=—1 (mod p)]

Igazolja a kovetkezo allitasokat:

(a) Az n? 4+ 1 minden pédratlan primosztéja 4k + 1 alakid. [n? = —1  (mod p) ekkor,
fgy 4lp(p)]

(b) n* + 1 paratlan primoszt6i 8k + 1 alakuak.

(c) Az n? +n+ 1 alaki egészek minden 3-t6l kiilénboz6 paratlan primosztdja 6k + 1
alaku.

Mutassa meg, hogy végtelen sok 4k +1, 6k+1, 8k+ 1 alaki primszdm van. [pl. ha

P1,D2,---,Dr az Osszes 4k + 1 alakd prim, akkor akalmazza az el6zé allitast (2pips -

oo pr)? + 1orel]

[gazolja, hogy a 2 primitiv gyck modulo 19, de modulo 17 mar nem.

Legyen p egy paratlan primszam. Mutassa meg, hogy

(a) az 22 =1 (mod p) kongruencia 6sszes inkongruens megolddsai 1 és p — 1.

(b) az 2P~ 2+.. +2%+2+1 =0 (mod p) kongruencidnak pontosan p—2 inkongruens
megoldéasa van, s ezek a 2,3,...,p — 1 egészek.

Tegyiik fol, hogy r primitiv gyok modulo p. Igazolja, hogy

(a) az r®P~1/2 = —1 (mod p) kongruencia fonnall.

(b) ha r’ szintén egy primitiv gy6k modulo p, akkor 7’ mar nem primitiv gyok.

(c) ha r’ olyan egész, hogy rr' =1 (mod p), akkor r’ primitiv gydk modulo p.

Legyen p paratlan prim és r egy primitiv gyok modulo p. Bizonyitsa be, hogy

(a) hap=1 (mod 4), akkor —r is egy primitiv gyok.

(b) hap=3 (mod 4), akkor —r rendje modulo p (p —1)/2.
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92.

93.

94.

95.
96.

97.
98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

Igazolja az alabbi allitasokat:

(a) Ha n paratlan egész, akkor ¢(2n) = ¢(n).
(b) Ha n egy paros egész, akkor ¢(2n) = 2¢(n).
(¢) ¢(3n) = 3p(n) akkor és csak akkor, ha 3|n.
(d) ¢(3n) = 2p(n) pontosan akkor, ha 3 jn.
Igazolja, hogy a ¢(n) = p(n + 2) egyenldség teljestl n = 2(2p — 1)-re, valahanyszor p
és 2p — 1 primszam.

Mutassa meg, hogy

k1
1

(a) tetszbleges pozitiv egész n-re 3/n < ¢(n) < n. [Han = 2kpit . .. pkrakkor

@(n) = 2ko—1ph=t . pke=l(p —1).... . (p, — 1) és hasznilja a p— 1 > VD,

valamint a k — % > g egyenlétlenségeket. |

n
2_7“

Bizonyitsa be, hogy ha n-nek r kiillonboz6 paratlan primfaktora van, akkor 2"|p(n).

(b) ha az n > 1 egésznek r kiilonb6z6 primfaktora van, akkor ¢(n) >

Ha minden olyan prim amely osztdja n-nek az m-nek is osztéja, akkor p(nm) =
ne(m), specialisan, p(n?) = np(n). Igazolja.
Mutassa meg, hogy n > 1 esetén 7(n) < 2/n.
Bizonyitsa be, hogy
(a) 7(n) pontosan akkor paratlan, ha n teljes négyzet.
(b) o(n) pontosan akkor paratlan, ha n teljes négyzet, vagy egy teljes négyzet két-
szerese.
Mutassa meg, hogy barmely pozitiv egész n-re ) % = #
din
Legyen n négyzetmentes szam. Mutassa meg, hogy 7(n) = 2", ahol r az n kiillénb6z6
primtényez6i szama.

Legyen n = plflpgz -...-pkr ahol p; # pj, ha i # j. Igazolja, hogy

(268 ()

Legyen k > 1 egész. Mutassa meg, hogy végtelen sok olyan n € N van amelyre
7(n) = k, de csak véges sok olyan, amelyre o(n) = k.

Bizonyitsa be, hogy ha n és n+ 2 primek, akkor o(n+2) = o(n)+2 és ez igaz n = 434
és 8575-re is.

Legyen n € N. Mutassa meg, hogy



105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

[Vegye észre, hogy az egyenléség mindkét oldaldn multiplikativ fliggvény szerepel.]
Legyen x, y, z egy primitiv pithagoraszi szamharmas. Bizonyitsa be, hogy = + y és
x —y 1 vagy 7-tel kongruensek modulo 8.

Igazolja, hogy barmely x, y, z primitiv pithagoraszi szamharmasra 12|zy és 60|zyz.
Hatéarozza meg az 0sszes olyan pithagoraszi szamharmast, amely

(a) harom egymads utani egész szam.

(b) elemei szdmtani sorozatot alkotnak.

Mutassa meg, hogy ha x, y, z olyan pithagoraszi szdimhérmas amelyben z — y = 2,
T = 2t, y:tQ—l, z=t>+1

valamilyen ¢ > 1 egészre.
Legyen n € N. Bizonyitsa be, hogy van olyan pithagoraszi szdmharmas, hogy az
altala meghatdrozott haromszog beirt korének sugara n.
Mutassa meg, hogy végtelen sok olyan pithagoraszi szamharmas van, amelyben az
els6 két szdm egymads utani egész. [Ha z, x + 1, z pithagoraszi akkor 3x 4+ 22+ 1, ...
is az.]
Végtelen sok olyan pithagoraszi szamharmas van, amelyben két egymaés utani harom-
szOgszam szerepel.[Ha x, = + 1, z pithagoraszi szdmhédrmas, akkor tekintse a to,-szel
kezd6dé harmast. |
Oldja meg az alabbi kongruencidkat:
(a) 322 +52x—2=0 (mod 12)

) 142% —182° +31 =0 (mod 63)

) 224332z +18 =0 (mod 49)
(d) 2® +2224+28=0 (mod 27)

) 2 +22+1=0 (mod 38)

) 299 —1=0 (mod 8)
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