MASODFOKU EGYENLETEKRE
VEZETO FELADATOK
HAMMURAPI KORABOL

(KR.E. XVIII. szZAzAD)

KrukoviTs LAJOS

SZTE BoLyAl INTEZET

A legtébb tudomanyban az egymast koveto generaciok leromboljak azt, amit el6deik
épitettek. A matematika az egyetlen, amelyben minden egyes generacio uj értelmet illeszt
a régi struktirdhoz. (H. Hankel)

2005. december 10.



Az é6kori folyammenti kulturak matematikaja.
- Egyiptom: a Kr. II. évezred elejétol,
- India: a Kr. II. évezred masodik felétol,
- Kina: a Kr. 1. évezredbdl,
- Mezopotamia: a Kr. II. évezred elejétol
vannak (ismeriink) matematikai eredmények(et).

- Egyiptom: gyakorlati szamitdsok (csak linedris problémék), a csonkagila térfogata.

- India: oltarkonstrukcidoban pitagoraszi szamharmasok.

- Kina: gyakorlati szamitasok, linearis egyenletrendszerek, masodfoku problémak.

- Mezopotamia: pitagoraszi szamharmasok, kamatos kamat, masodfokd problémék, al-
goritmus a négyzetgyok kiszamitasara (az utolsé kettét részleteziik).

A kor matematikajanak jellege: tisztan empirikus, nem fogalmaztak meg altalanos
elveket, minden esetben konkrét numerikus problémat oldottak meg. DE.L...
Masodfoku egyenletekre vezets problémak.

1. Feladat (amely egy Szenkereh mellett taldlt agyagtédbléan olvashatd).
Hosszisag és szélesség. A hosszusagot és a szélességet Osszeszoroztam, €és igy
megkaptam a teriiletet. Amennyivel pedig a hossziisag meghaladja a szélességet,
azt hozzaadtam a teriilethez, és 3, 3[-at kaptam]. Hosszisdg és szélesség dsszeadva
pedig 27. Mi a hosszisag, szélesség, teriilet?

27 3,3 az oOsszegek

15 a hosszisag

12 a szélesség
3,0 a tertilet

Eljarasod ez legyen: 27-et, a hossziusag és a szélesség 6sszegét 3, 3-hoz add hozza;
3,30 [az eredmény]. 2-t a 27-hez add hozza; 29 [az eredmény|. 29-bdl letorod a
felét; 14; 30-szor 14; 30 [az] 3, 30; 15. Levonsz 3, 30-at 3, 30; 15-bél; 0; 15 a kiilénb-
ség. 0; 15 négyzetgydke 0; 30. Az els6 14; 30-hoz add hozza a 0; 30-at: a hosszisag
15. 0; 30-at a masodik 14; 30-bdl kivonsz: a szélesség 14. Azt a 2-t, amit a 27-hez
hozzaadtal, 14-bol, a szélességbdl levonod: 12 a végleges szélesség. A 15 hosszu-
sagot és a 12 szélességet Osszeszoroztam. 15-szor 12 [az| 3,0 [ennyi a] tertilet.

A 15 hosszisag a 12 szélességen mennyivel nytlik til? 3[-mal| haladja meg. 3-at
a 3,0-hoz, a teriilethez adj hozza: 3, 3[-at kapsz|.

Elemzés. Vilagos, hogy ha a hosszisagot és a szélességet x, y jeloli, akkor az
zy+ax—y=23,3
r+y=27

egyenletrendszert kellene megoldani. A szamolas masodik 1épésébdl latszik, hogy az y
szélesség helyett egy 1j y' = y + 2 szélességet vezet be, igy az

xy’ = 3,30
x+y =29

egyenletrendszert oldja meg a kovetkez&képp. (A jobb attekinthetéség kedvéért egymads
mellett szerepeltetjiik az eredeti szoveges megoldas 1épéseit és a mai szimbolikus szdmolést. )
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27 +3,3=3,30 zy = 3,30

2427 =29 x4y =29
/
29 : 2 = 14:30 x;y —14:30
N 2
14: 30 x 14; 30 = 3, 30; 15 (‘%;y> —3,30:15
4y’
3,30;15 — 3,30 = 0; 15 ( 5 )—:L‘y':O;lE)
r+y\ z—y
VO 15 = 0; 30 L) oy = =5 = 0:30
’ o
14;30 +0:30 = 15 ‘%;y + 2 2y — =15
/ T
14:30 — 0: 30 = 14 "”;y —ny —y =14
14 -2 =12 Y S92 =y =12
ésszegezve. Egy
ry =P
r+y=a

alaku egyenletrendszert ugy oldottak meg, hogy bevezettek egy 1j w hatdrozatlant (a két
eredeti hatarozatlan szamtani kdzepétol valé eltérést), amelynek révén egyhatérozatlanossa
valt a probléma:

x:§a+w

A kapott

megoldasbdl sejthetd, hogy egyrészt ismerték az

(a+0b)* = a® + 2ab + b? (1)
(a —b)* = a® — 2ab +b? (2)

azonossagokat, amelyre bizonyitékul szolgdlnak a tovabbi feladatok is, masrészt tudniuk
kellett négyzetgyokot vonni.

A Yale Egyetemen mezopotamiai gyiijteményének egyik agyagtabldjan taldlhato a
kovetkezo jelsorozat. A tabla az Obabiloni Birodalom korabdl szarmazik.
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E jelsorozat a kovetkezo hatvanas szamrendszerben irt szamot rejti:

1;24,51,10
Atirva 10-es szamrendszerre a
24 51 10 —
1:24,51,10=14+ — 4+ — + — = 1,41421296
+ 60 + 602 + 603

szamot kapjuk, amely a v/2-re emlékeztet. Ugyanis,
egy mai szamitégép beépitett kalkuldtora a v/2-re kovetkez6 értéket adja:

1,4142135623730950488016887242097
mig egy 9 jeggyel dolgozé zsebkalkuldtorral szamolva a
1,4142135

értékhez jutunk. Az eltérés az 1,41421296 szamtdl abszolit értékben mindkét esetben
kisebb 6 - 10~ "-nél, ami débbenetes pontossig.

Az agyagtabldk arra is valaszt adnak, hogyan szamoltak ki ezen meglepéen pontos értéket,
de errdl kicsit késobb.
2. Feladat. Kivontam a négyzetet [a négyzet oldalat| a teriiletébdl és az 14, 30.
Az agyagtablan e feladat megoldasa a kovetkezo.
Vedd az 1-et |az egylitthatdt| és osszad két részre. A 0; 30-at szorozd énmagdaval,
az 0;15. Ezt add hozza a 14,30-hoz. A 14, 30; 15 [négyzet|gydoke 29;30. Ezt add
hozza a 0;30-hoz, amit énmagaval szoroztal. Ez 30, ami a négyzet [oldala).
Elemzés. Az 22 — x = 14, 30 egyenletet, 22 — ax = b alakit, kell megoldani. A szoveg
szerint az egyenlet bal oldalat teljes négyzetté alakitottak.
Oldjuk meg egyenletiinket a tabla szovege szerint.

z? —x = 14,30
22—z +0;15=14,30+0; 15 = 14,30; 15
(x — 0;30)% = 14, 30; 15
x —0;30 = 29;30
z = 30.
Most végezziik el az el6bbi szdamolast szimbdlikusan is.

22 —ar=>0



Lathatd, hogy a méasodfoku egyenletek jol ismert gyokképletét kaptuk meg. Az eljaras is
ugyanaz, ahogy ma azt levezetjiik.

Mit kellett ehhez tudniuk?

1. Az (u—v)? = u?® — 2uv + v? azonossigot.

2. Azt a modszert, amit mi ,, mérlegelvnek” neveziink.

Az elson kevésbé csodalkozunk, igen gyakran alkalmaztak, de a masodik??? Errdl az 1930-
as évekig ugy vélték, hogy elészor a Kr.u. VIIIL. szdazadban, mintegy 2500 évvel késébb
élt al-Khwarizmi alkalmazta egyenletek megoldasdban: ez a nevezetes al-muqabla, ami
szerepel hires traktatusa cimében is.

Ha a formulara néziink: ismerték a masodfokd egyenlet gyokképletét erre a specialis
esetre???

Természetesen altalanos képletként NEM, de igy szamoltak, mint mi ma.

A kovetkezo feladat teljesen megmutatja eljarasuk erejét.

3. Feladat. A négyzet hétszereséhez hozzaadtam a teriilet tizenegyszeresét és ez 6;15.
112% + 7z = 6;15
a megoldandé egyenlet. Most elott elobb 11-gyel szoroztak, az
2,12 + 1,17z =1, 8:45

egyenlettel dolgoztak. Ez utobbi
az® + bz = c

alakban irhato, és szamolasuk alapjan a

formulat kapjuk.

MIT ALLITHATUNK EZEK ALAPJAN?

(2) Mar 6k is ismerték azt a gondolatmenetet, amellyel ma levezetjiik a ,, gyokképletet”.
(1) Altalanositasi térekvések, absztrakeick még nyomokban sem taldlhatok.

(122) Minden esetben konkrét problémékat oldottak meg, és a megolddsokat kizardlag szo-
vegesen irtak le.

() Csupéan ,recepteket” adtak konkrét példédkkal arra, hogy bizonyos jellegli probléméak
hogyan kezelhetok.

Mindezt jol példazza azon — korabban mar emlitett — eljarasuk is, amellyel szamok, pon-
tosabban pozitiv racionélis szaimok) négyzetgyokét hataroztak meg. Ez is egy Hammurapi
uralkodasa idején keletkezett agyagtablan olvashato.

A négyzetgyok kiszamitasa.



Tekintsiik ismét a korabbi szdmot.

13 {] <11
1: 24,51, 10

Ha a 2 négyzetgyokét akarjuk meghatarozni akkor egy olyan szamok kell keresniink, ame-
lyiket onmagédval megszorozva 2-t kapunk. Az is vildgos, hogy a keresett szam nagyobb
1-nél, de kisebb 2-nél. Az agyagtablardl tudjuk, hogy lépésenként egymaés utdn olyan
szamokat szamoltak ki, amelyeket onmagukkal szorozva a 2-hoz egyre kozelebb keriiltek.
A szédmolas menete a kovetkezo.

1. 1épés: Legyen az els6 kozelités 1;30 és osszuk el ezzel a 2-t, 1;20-at kapunk. A v/2 e
két szam kozé esik.

2. 1épés: Vegyiik e két szam Osszegének felét (szamtani kozepiiket), ami az el6bbi kettd
kozott van. Ez
0;30(1;30 + 1;20) = 0;30 - 2; 50 = 1; 25.

Ha ezzel elosztjuk a 2-t, akkor 1; 24,42, 21-et kapunk. E két szam is kozrefogja a v/2-t, de
mar ,, kozelebrol”.

3. 1épés: Vegyiik e két utdbbi szdm szamtani kozepét:

0;30(1; 25 + 1;24,42,21) = 0; 30 - 2; 49, 42, 21
= 1;24, 51, 10, 30.

Ha elhagyjuk az utolsé 60-ados jegyet, vagy a 21 felét 10-nek vessziik, megkapjuk a tabla
értékét.

A /a-t kell kiszamitani a € Q" -ra.

1. lépés: Legyen aq, és by = ﬁ Va e két érték kozott van.

2. lépés: Legyen as = % és by = % E két szam is kozrefogja /a-t, és as, by az ay
és a by kozé esik.

Az eljarast folytatva olyan
a1,a9, ... bl,bg,...

sorozatokat kapunk, amelyre egyrészt a; és b; (i = 1,2,...) kozrefogja v/a-t, mésrészt

\al—b1\>]a2—b2]>...



Ez azt jelenti, hogy mindkét sorozat egyre jobban megkozeliti a keresett értéket, ami e két
sorozat kozos hatarértéke (mai terminoldgiaval),

lim a, = lim b, = \/5.
n—oo n—oo

4. Feladat Két négyzetem teriiletét osszeadtam, [az] 25,25. A mésodik négyzet [oldalal
kétharmada az elsé négyzet[é|nek és még 5.

Vilagos, hogy ha z,y jeloli a két négyzet oldalat, akkor az

z? +y? =25,25
y=0;40x 4+ 5
egyenletrendszert kell megoldani.

Kinélkozo otlet: a masodik egyenletbdl y-t az elsébe helyettesitjiik, igy az egyhatarozatla-
nos

ala:2 + asx = as

masodfoki egyenletet kapjuk.
DE tgy tanultuk,

hogy e médszer — a ,,behelyettesités” — bevezetése szintén a Kr.u. VIII. szazadban élt al-
Khwarizmi nevéhez flizédik. Ha megvizsgaljuk a megoldas szovegét, akkor nem kétséges,
hogy mar e korban is ismerniiik kellett az al-Khwarizminek tulajdonitott eljarast.

Az agyagtablan ugyanis a kovetkez6 szamolds talalhato:

14 0;40-0;40 = 1; 26, 40,
5-0;40 = 3; 20,
25,25 —-5-5=25,0

Ez pedig nem mas, mint azon egyenlet egyiitthatoi kiszamitasa, amit az emlitett behelyet-
tesitéssel kapunk, azaz
2?4 (0; 40z + 5)% = 25, 25,

amit rendezve
(14 0;40%)2% +2-5-0;40z = 25,25 — 52 = 25, 0.

Ezen egyenlet megoldasat az alabbi szamolasokkal végezték el:

1;26, 40 - 25,0 = 36, 6; 40,
3:20 - 3;20 = 11;6, 40,
36,6;40 — 11;6,40 = 36, 17; 46, 40.

Ezutan megadtak a 36, 17;46, 40 négyzetgyokét, ami 46; 40, majd igy folytattak.



A gyoknek és annak, amit onmagaval szoroztal a kiilonbsége 43; 40. Ha ezt megszorzod
1; 26,40 reciprokaval, megkapod az egyik négyzetet [a négyzet oldalit|, ami 30. A
masik négyzet [oldala] pedig 25.

Ha végignézziik eljarasukat akkor nyilvanvald, hogy a behelyettesités utan kapott

az’ + 2bx = ¢

alak egyenletet el6bb a-val megszoroztak (ismét egy olyan 1épés, aminek elsé alkalmaza-
sat al-Khwarizminek szokds tulajdonitani), majd az egyenlet bal oldaldt teljes négyzetté
alakitottak,

(ax +b)? = ac + b,

ezutan gyokot vontak, s igy kaptak az

vac+ b2 —b

a

xr =

megoldéast. Vegyiik észre, hogy ma is ilyen eljarassal oldjuk meg a masodfoku egyenleteket.
5. Feladat. Harom négyzetem oOsszege 23,20. Az elsé és a masodik négyzet kiilonbsége
10, a masodik és a harmadik négyzet kiilonbsége szintén 10.
Megoldandé tehat az
z? +y? 4+ 22 =23,20
z—y=10
y—2z=10

egyenletrendszer. A tablan taldlhaté szamoldsbol vildgos, hogy gy dolgoztak, mintha
elobb a masodik és a harmadik egyenletbdl kifejezték volna a z segitségével az x,y -t,
majd behelyettesitették az elsobe. Ezzel z-ben masodfokd egyenlethez jutottak, aminek
megoldasa mar rutin feladat volt.
»,Hab a tortan” a kovetkez6 Kr.e. 1. évezredbeli kinai feladat (12. probléma az Aritmetika
miivészete kilenc kényvben c. mii IX. kényvében).
Van egy ajto, de nem ismerjiik sem a magassagat, sem a szélességét. Csak azt tudjuk,
hogy a magassag 2 labbal, a szélesség pedig 4 labbal rovidebb, mint az ugyancsak
ismeretlen hosszisagii bambuszrudunk. Ez azonban ugyanolyan hosszid, mint az ajto
atléja.
E két feladat eredeti megoldasi modszere lényegében megegyezik.



Osszegzés.

1. Az Obabiloni Birodalom frnokai minden olyan masodfoki egyenletet meg tudtak oldani,
amelyiknek volt pozitiv gyoke. (Erdekes, hogy abban az esetben, amikor két pozitiv gyok
is volt, mindig csak a nagyobbikat adtdk meg.)

2. Mivel az ilyen jellegii problémaknél negativ szdmok nem fordulhattak el§ (bér néhany
gazdasagi szamitasnal taldlkozhatunk veliik, mint hidnnyal), szdmukra harom tipusi ma-
sodfoku egyenlet 1étezett, nevezetesen

x2—|—px:q
r? =px+q
x2+q:px

alakiak. Ha ismét attekintjiik az ismertetett feladatokat, lathatjuk, hogy mindharom tipus
elofordult.
Zarasul tekintsiink egy igazi ,,gyongyszemet”. A szoveges probléma a

0;20(z +9y) +0;1(z —y)? = 15
xzy = 10,0

egyenletrendszerre vezet.

E feladatot tartalmazod, a Yale Egyetem gytijteményében Orzott agyagtabla csak egy
toredék, a feladat megoldasa mar hidnyzik réla. Az elébbiekben ismertetett megoldasi
technikdk koziil azonban tobb is kinalkozik.

1. A masodik egyenletbdl kifejezziik az egyik hatarozatlant, majd behelyettesitjik azt az
els6be. Ez azonban teljes harmadfoki egyenletre vezet, ami eddigi ismereteink szerint mar
meghaladja a korabeli ismereteket. Csak specialis alaku, példaul

3 = A, vagy z°+z =R

alaku harmdfoku egyenleteket tartalmazoé tablak ismeretesek.

A teljes harmadfoku egyenletek bizonyos tipusainak megoldasara el6szor a kozel harom
évezreddel késobbi iszlam matematikusok adtak meg geometriai modszereket. E lehet6-
séget igy el kell vetniink.

2. Egy maésik lehetoség az, hogy a masodik egyenlet 4 - 0; 1-szeresét hozzdadva az els6
egyenlethez az
0;20(z 4 y) + 0;1(xz +y)?> = 6,55

(z + y)-ban masodfoki egyenletet kapjuk, amely mar kezelhetd lehetne az ismert mddsze-
rekkel. Ez az ut elképzelhet6 ugyan, de véleményem szerint kevéssé valdszinii.

3. Neugebauer egy otlete, amely jol illeszkedik gondolkodasmoédjukhoz: vezessiink be
két j hatarozatlant, az eredeti hatarozatlanok szamtani kozepére, valamint az
attol valé eltérésre. Vegyiik észre, hogy a feladatban ismét 6sszeg és kiillonbség szerepel,
de az eddigiektol eltér6en most mindkettd egyszerre. Ha tehat az

rT=u-+7v

Yy=u—"uv



helyettesitéseket alkalmazzuk, akkor az

0;2u+ 0; 40 =15

u? —v? =10,0

egyenletrendszert kapjuk, ami mar kénnyen megoldhaté, csak a méasodik egyenletbdl v2-
et az elsObe kell helyettesiteniink, vagy a masodik egyenlet 0; 4-szeresét hozza kell adnunk
az elsohoz.

Megjegyzés. Ez annak ellenére szimpatikus 6tlet, hogy mas ismert feladatokndl csak egy
1j hatarozatlant vezettek be, mig itt egyszerre kettét kellene.
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EGY ERDEKES FELADAT
néhany valtozata

1. RHIND 79. feladat.

Van 7 haz, 49 macska, 343 egér, 2401 kalasz, 16807 biizaszem. Valdszintileg a kovetkezo

feladatrol van szo:
Ha van 7 haz, minden hazban 7 macska, minden macska megeszik 7 egeret, minden
egér elpusztitana 7 kalaszt, és minden kalaszban 7 mag van, akkor hany szem
gabona menekiil meg?

2. LEONARDO, Liber Abaci XII. fejezete.

7 anydka mendegél Roma felé, minden anyokaval mendegél 7 Oszvér, minden Oszvéren 7
zsak van, minden zsakban 7 kenyér van, minden kenyér mellett 7 kés van, minden kés 7
tokban van. Mennyi mindezek 6sszege?

3. Kozépkori orosz kézirat.

Megy 7 anyodka, minden anydkanal 7 bot van, minden boton 7 agacska, minden agacskan
7 tarisznya, minden tarisznyaban 7 lepény, minden lepényben 7 veréb, minden verébben 7
zuiza. Mennyi ez Osszesen?

4. Ismert angol nonszensz-vers (nursery rhyme).
As I was going to St. Ives,
I met a man with seven wives;
Every wife had seven sacks,
Every sack had seven cats,
Every cat had seven kits,
Kits, cats, sacks, and wives,
How many were going to St. Ives?”
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