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1. fejezet

Bevezetés

Az id6ben véltoz6 bioldgiai folyamatok differencidlegyenletekkel torténd modellezése
b6 kétszdz éves multtal rendelkezik, és a huszadik szdzad eleje 6ta folyamatosan és
intenziven fejlédik; egyre tobb élettani és dkoldgiai jelenség valik érthet6vé, eldrejelez-
het6vé az effajta modellek segitségével.

A biolégidban, a fizikdban, a kémidban és a kozgazdasagtanban is a vizsgélt rendszer
pillanatnyi megvaltozdsa tobbnyire nem csupdan a jelenlegi 4llapottél, hanem korabbi
allapotaitol is fiigg. Ha ezt a tényt nem hagyjuk figyelmen kiviil, 4dgy a modelltinkben
ugynevezett késleltetett differencidlegyenletekkel, azaz funkcional-differencidlegyenle-
tekkel kell szdmolnunk. Ezek fontossdgara — a mechanikai rendszerekben — Picard hivta
fel a figyelmet a matematikusok 1908-as nemzetkozi kongresszusan.

A Kkésleltetett hatas figyelembevétele a vizsgalatot lényegesen megneheziti, ugyanis
az igy természetesen ad6do fazistér a kezdeti fiiggvények Banach-tere lesz, ami végte-
len dimenzids, szemben a kozonséges differencidlegyenletekkel torténd modellezéssel,
ahol kizérdlag véges dimenzids problémékkal taldlkozunk. Noha szdmos példa mutatta,
hogy a késleltetés figyelmen kiviil hagydsa a modell hasznalhatatlansagahoz vezethet, a
matematikai apparatus hidnya az 1950-es évekig megakadélyozta az ilyen jellegti problé-
mak kvalitativ vizsgélatat. Az6ta a tudomanyteriilet rohamosan fejlodik és a legkiilonfé-
1ébb teriileteken alkalmazzak, tigy mint a populdciédinamikdban, jarvanyos betegségek
terjedésének vizsgalatdban, (mesterséges) neuronhdalézatok vagy egyéb sejtbioldgiai fo-
lyamatok modellezésében, hogy csupan néhany példat emlitsiink a biol6giai alkalmaza-
sokbdl, a teljesség igénye nélkiil. Az ezen teriileteken felmertiil problémdk megoldésai
egyrészt fontos jelenségek megértését eredményezik, masrészt Gj elméleti matematikai
kutatési irdnyok kialakuldsat motivéljak. A funkcional-differencidlegyenletek altalanos
elméletének targykorébdl az érdekl6dd olvasénak a [24] és a [17] konyveket ajanljuk.

Késleltetett differenciaegyenletekkel tudjuk a legjobban modellezni azokat a jelensé-
geket, amelyeknél a vizsgdlt mennyiség adott id6kozonként valtozik és a megvéltoza-

sdnak mértéke fligg a korabbi allapotaitdl is. Ennek egy tipikus példdja egy olyan faj
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populdcidjanak dinamikdja, ahol a szaporodds az év meghatarozott id6szakara korla-
tozodik és az egyedek nem ivaréretten sziiletnek. Késleltetett differenciaegyenletekhez
juthatunk egy funkcional-differencidlegyenlet diszkretizalasaval is.

Az értekezésben neuronhdlézatokat modellezd késleltetett differencidl- és differen-
ciaegyenletekkel, valamint egy diszkrét idejti késleltetett populdciédinamikai modellel
foglalkozunk. A populédciédinamika taldn a legrégebb 6ta kutatott d4ga a matematikai
biolégidnak: torténete egészen Fibonacciig nyulik vissza. A tudomanyteriilet Lotka és
Volterra 1920-as évekbeli modellje 6ta dinamikusan fejlédik, amit az utébbi évtizedek-
ben a szamitoégépes szimuldciok adta lehetdségek még jobban felgyorsitottak. A popu-
laciodinamika torténetének alapos attekintését adja Bacaér [4] monografidja. Agyunk
miikodésének megértése korunk egyik nagy kihivast jelent6 feladata, melynek folya-
matdban maér jelentés szerep jut a matematikdnak is. A fontossdga ma mdr nemcsak
az orvoslds szempontjabdl vitathatatlan, hiszen az agy miikodését utdnzé aramkoro-
ket a mesterséges intelligencidban is hasznéljak bizonyos tipust feladatok megoldasara.
1943-ban McCulloch és Pitts [49] voltak az els6k, akik matematikai modellt adtak az
idegsejtekbdl 4ll6 hal6zatokra. A modellben egy idegsejt dllapotat annak elektromos
potencidljaval irjuk le. Ha figyelembe vessziik az elektromos jel terjedési sebességét,
akkor a modellben megjelenik a késleltetett visszacsatolds. Ez a tudomadnytertilet is ki-
terjedt irodalommal rendelkezik, mégis nagyon kevés olyan rendszer van, amire a teljes
dinamika ismert lenne. Ebben a témaban a [26,69] és [12] konyveket ajanljuk az olvasé
figyelmébe.

A dolgozatban periodikus megolddsok létezésére és egyértelmiiségére, valamint
egyensulyi helyzetek globdlis aszimptotikus stabilitdsdra adunk sziikséges és elegen-
do feltételeket a paraméterek fiiggvényében. Az adott tételek hozzajarulnak a modellek

globalis dinamik&janak jobb megértéséhez.

1.1. A disszertaci6 felépitése és tartalma

A dolgozat e rovid attekintése utdn a kovetkezd 1.2. részben bevezetiink néhdny olyan
jelolést és fogalmat, amelyeket az egész dolgozat soran hasznalunk majd. Ezutén a 2.
fejezetben egy neuronhdl6zati modellel fogunk foglalkozni. A 2.1-2.3. részekben a té-
makorbe vald bevezetés utan definidljuk a vizsgdlando egyenletrendszert, definidljuk a
fejezetben hasznalt fogalmakat és felelevenitiink néhany kordbbi eredményt, amelyekre
a fejezet sordn sziikségiink lesz.

A fejezetben az aldbbi neuronhal6zatokat modellez6 késleltetett differencidlegyenlet-

rendszert vizsgaljuk:

() = —ax'(t) £ f(xX T (t—1)), i={0,1,...,n}, (1.1)
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ahol &« > 0 és 7; > 0 paraméterek, valamint a i indexek modulo (1 + 1) értend6k. Két
kiilonboz6 tipusd f: R — R visszacsatoldsi fliggvény mellett vizsgaljuk a rendszert. Az
egyik esetben f egy pdratlan, sima fiiggvény, mely rendelkezik egy bizonyos konvexitési
tulajdonsdggal. A masik esetben f(x) = B(|x + 1| — |x — 1|) alaka szakaszonként linedris
fuggvény:.

Az (1.1) egyenletrendszer nemkonstans periodikus megoldasaival foglalkozunk,
amelyek kiemelt fontossaggal birnak a neuronhdlézatok elméletében. Az el6bbi tipust
visszacsatolasi fliggvényeket elterjedten alkalmazzdk val6édi neuronhalézatok modelle-
zésében (lasd [26,69]), az utébbi pedig a leggyakrabban hasznélt visszacsatolds bizo-
nyos mesterséges neuronhalézatok, tgynevezett cellularis neurdlis halok elméletében
(lasd [12]), amelynek nagyon fontos szerepe van a mesterséges intelligenciai kutatdsok

terén.

A 2.4, részben az n = 0 esetet vizsgéljuk. Ekkor a sima esetben a globalis attraktorrél
egy nagyon részletes kép all rendelkezésre Krisztin, Walther és Wu [37] monogréafia-
janak, valamint [8,32,33,36] cikkeknek koszonhet6en. Specidlisan, ismertek a periodi-
kus palyédk létezésére és egyértelmiiségére vonatkozé sziikséges és elegendd feltételek
(«, f'(0) és 7 figgvényében). A 2.4. részben ezen eredmények analogonjait bizonyitjuk a

szakaszonként linedris tipusud visszacsatolasra.

Természetesen adodik a gondolat, hogy ezt a szakaszonként linedris fiiggvényt koze-
litstik a sima fliggvényosztalyban 1év6 fliggvényekkel, majd az azokra vonatkozé ered-
ményekbdl vonjunk le kovetkeztetéseket. A globalis attraktor azonban csak alulrél félig
folytonos, igy ez a megkozelités nem alkalmas arra, hogy unicitdsi vagy nemlétezé-
si eredményeket bizonyitsunk vele. Tovabbi technikai nehézséget jelent, hogy ekkor a
visszacsatolds nem mindenhol differencidlhaté és nem szigortian monoton, ezért a meg-
old4soperédtor nem sima és nem injektiv. Ennek kovetkeztében az ebben a témakorben
alapvet6 fontossdgu Mallet-Paret- és Sell-féle Poincaré-Bendixson-tipust tétel [47] sem

alkalmazhat6 kozvetleniil, mint ahogyan a sima esetben.

Vizsgaljuk még ebben a részben a lassan oszcillalé periodikus megoldés periédus-

fliggvényét is, amit aztdn a a 2.5 részben tudunk kamatoztatni.

A 2.5.részben az n > 1 esettel foglalkozunk mindkét tipust visszacsatolds mellett. A
rész f6 eredményei, hogy sziikséges és elegend¢ feltételeket adunk a relative gyorsabban
oszcillalé periodikus megoldasok 1étezésére és egyértelmiiségére vonatkozdan, valamint
elegendd feltételeket fogalmazunk meg a lassabban oszcilldlé periodikus megolddsok
létezésére illetve nemlétezésére. Ehhez sziikségiink lesz a 2.4. rész eredményeire. Ezen

tételek Yi, Chen és Wu [11,71] eredményeinek egy &ltaldnositdsat adjak.

A 3. fejezetben két masodrendi, paraméteres differenciaegyenlet egyenstilyi helyze-

tének globdlis aszimptotikus stabilitdsara adunk sziikséges és elegendé feltételt a para-
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méterek fliggvényében. A 3.1. részben vizsgalatunk targya az aldbbi differenciaegyenlet:
Xp+1 = mx, —atanh(x,_1), (1.2)

ahol (a,m) € R%. A fenti egyenletre gondolhatunk tigy, mint egy diszkrét idej(i neuron-
modellre, ugyanakkor egy egyszer(i transzformdciéjaval egy Clark-tipusa populdciédi-
namikai modellt nyerhetiink [13].

A 3.2. részben az aldbbi késleltetett Ricker-tipust populdciédinamikai modellt vizs-
gdljuk:

Xpi1 = Xpe* 1, (1.3)

ahol « pozitiv paraméter. A modellt Ricker allitotta fel 1954-ben [59] (akkor még kés-
leltetés nélkiil) és azéta az egyik legelterjedtebb populdciédinamikai modell. Levin és
May 1976-ban megfogalmazott egy sejtést a fenti modellt is magdaba foglal6 késlelte-
tett differenciaegyenletek egy osztalyara, miszerint a pozitiv egyensulyi helyzet lokélis
aszimptotikus stabilitdsa maga utdn vonja annak globdlis attraktivitdsat (lasd [41]). Mi
ezt a sejtést igazoljuk az (1.3) egyenletre vonatkozélag.

A globalis aszimptotikus stabilitds bizonyitdsa a két egyenlet esetében hasonlé mo-
don megy. Kiilonboz8, szamitégéppel végzett megbizhaté szamitasokat 6tvoziink ana-
litikus eszkozokkel. A bizonyitds nagy vonalakban abbdl &ll, hogy a Neimark-Sacker-
bifurkacié (rezondns) normadlalakjat felhasznélva, annak egyiitthatdira a paraméterek-
ben egyenletes becsléseket adunk analitikus eszkdzok és intervallumaritmetika segit-
ségével. Ezutdn meg tudjuk adni az egyenstlyi helyzet egy olyan paramétertdl fiig-
getlen kornyezetét, amelyben az egyenstlyi helyzet vonzésa érvényesiil (minden olyan
paraméter esetén, amikor az egyenstlyi helyzet lokdlisan stabil). Ezt kovet&en interval-
lumaritmetikai médszerek segitségével megmutatjuk, hogy a fazistér barmely pontjabdl
inditva a megoldést, a trajektoria belép ebbe a kis kornyezetbe. Tudomdsunk szerint ez
a fajta megkozelités 1j, és bizunk benne, hogy egy hatékony mdédszer fejlédik ki bels-
le a differenciaegyenletek, kozonséges differencidlegyenletek — és id6vel — a késleltetett
differencidlegyenletek egyenstlyi helyzeteinek és periodikus palydinak vizsgalata terén.

A fejezet végén megfogalmazunk néhédny, a témakorhoz kothets nyitott kérdést, va-
lamint ismertetjiik az ezekkel kapcsolatos kozelebbi és tavlati céljainkat.

A disszertaciét az eredmények magyar és angol nyelvii rovid osszefoglaldsaval zar-
juk.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a 3.1.2. szakasz II. részében, valamint a 3.2.3. szakaszban
a bizonyitdsban soran haszndlt intervallumaritmetikai és grafreprezentacids technikdkat
jelen értekezésben nem részletezziik, azok ugyanis Bartha Ferenc eredményeit képezik.
Az érdekl6d6 olvas6é megtaldlhatja a modszerek részletes leirdséat a [7] dolgozatban és

az abban taldlhat6 hivatkozasokban.
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Megjegyezziik tovabbd, hogy a 3.2.2. szakaszban szdmos hosszt formula kiszdmita-
sdra keril sor, melyeket a konnyebb olvashatdsdg érdekében a dolgozat végén talalhato

figgelékben sorolunk fel.

1.2. Jelolések, definiciék

Jelolje rendre C,IR,IN és INy a komplex, a valés, a pozitiv egész, valamint a nemnega-
tiv egész szamok halmazat. Az f fliggvény értelmezési tartomanydra a dom f jelolést
hasznéljuk.

Az n dimenzids euklideszi térben a g € R” koriili § > 0 sugara nyilt gombot az
euklideszi norméban illetve a maximumnorméban jelolje rendre B(qg;d) és K(g;0). A
g = 0 € R" esetén hasznalni fogjuk a rovidebb Bs és K, jeloléseket. Mivel ez sehol nem
okoz félreértést, igy a {z € C : |z| < §} nyilt korlapra a komplex sikon is a By jelolést
fogjuk hasznélni.

Egy H C R" halmaz esetén jelolje int(H), ext(H), bd(H), valamint cl(H) rendre a H
halmaz topolégiai belsejét, kiilsejét, hataréat, illetve lezartjat. Egy c egyszer(i zart sikbeli
gorbének képhalmazat jeldlje |c|. A Jordan-féle gorbetétel szerint ennek komplemente-
re egy korldtos és egy nem korlatos, dsszefiiggd sikbeli halmazbdl all, melyeket jelolje
rendre int(c), valamint ext(c).

Ahol ez nem okoz félreértést, a sor és oszlopvektorok kozott nem fogunk kiilonb-
séget tenni. Ha az R" téren dolgozunk, akkor ¢ € R esetén legyen c = (c,...,c) € R".
Definidljuk két kétdimenziés komplex vektor skaldrszorzatat a kovetkezoképp:
¢ =(81,82) € C?és [ = ({1,02) € C? esetén legyen (Z,0) = G101 + 0202

Altaldban f fliggvény értelmezési tartomanyat és képterét jelolje rendre domf, illetve
ranf. Legyen a tovdbbiakban f: domf C R" — R". Ekkor k € Ny esetén jelolje f* az
f fiiggvény k-adik iterdltjat, vagyis x € domf Nranf* esetén f*1(x) = f(f*(x)), ahol
fOx) = x. Az (f*(x))ken, halmazt az x € (domf N (N2, ranf¥)) pont f leképezés
melletti trajektéridjanak nevezziik.

Vezessiik be egy f: domf — R fliggvény és c € int(domf) esetén a

Sint(f;0) = lim inf [0S0 4 dsup (f;€) = limsup f)=f0)

X—C X—C
X—C x—c

jeloléseket. Ha f korlatos, akkor legyen My := sup, g |f(x)].

Az x* € domf az f fixpontja, ha f(x*) = x*. Egy g € domf pont az f fiiggvény
egy nemuvdndorlé pontja, ha q barmely U kornyezetére és barmely N > 0 egészre 1étezik
k > N egész szém, amelyre f*(U Ndomf) N U Ndomf # @ teljesiil.

Az f fuggvény x* fixpontja lokdlisan stabil, ha barmely ¢ > 0 esetén létezik 6 > 0,
hogy ||x — x*|| < 6 esetén | f¥(x) — x*|| < e fenndll minden k € N egészre, ahol || - || az

euklideszi normat jeloli. Az x* fixpont lokdlisan aszimptotikusan stabil, ha lokélisan stabil
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és létezik & > 0, hogy ||x — x*|| < 6 esetén ||f*(x) — x*|| — 0, amint k — oo, valamint
a fixpont instabil, ha nem lokalisan stabil. Azt mondjuk, hogy az U C domf halmaz az
x* vonzdstartomdnydban van, ha barmely u € U esetén || f*(u) — x*|| — 0, amint k — oo.
Ha az f fiiggvény x* fixpontjdnak vonzastartomanyaba esik f teljes értelmezési tartoma-
nya, akkor azt mondjuk, hogy x* globalisan attraktiv. Ha x* lokélisan stabil és globali-
san attraktiv, akkor globdlisan aszimptotikusan stabilnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az
U C domf halmaz pozitiv invaridns f-re nézve, ha barmely u € U esetén f(u) € U
teljesiil.

A 3. fejezet szamitégéppel segitett részeinél a leképezésekhez irdnyitott grafokat
rendeliink. Egy ilyen graf cstcsai a leképezés értelmezési tartomanyanak részhalmazai
lesznek, az élei pedig a lehetséges dtmeneteket jeloli a fenti halmazok kozott a leképe-
zés mellett. A graf akkor tiikrozi a hozzd tartozo6 f leképezés viselkedését, ha barmely
x € domf és f(x) esetén minden x-et tartalmazé csticsbdl vezet él minden f(x)-et tar-
talmazo cstcsba.

Az R? zé4rt részhalmazainak egy P rendszerét a D C R? halmaz egy particidjinak
nevezziik, ha |P| = Upcpp = D és Vpy,p2 € P esetén p1 Npy C bd(p1) Ubd(pz)

Z Nz

fennall. A P partici6 dtmérdjét a kovetkez6képp definidljuk:

diam(P) = sup sup ||x —y||.
pEP XYEP
Legyen f: domf C R? — R?, D C domf, tovabba legyen P a D-nek egy particidja.
Azt mondjuk, hogy egy G(V, &) graf az f leképezés eqy P szerinti grdfreprezenticidja, ha
létezik 1: V — P bijekci6, melyre a kovetkezé implikéacié fennall barmely u,v € V
esetén:

fl(u)Ni(v) #D = (u,v) € &.

A fenti bijekci6t kihaszndlva a particié elemeire hivatkozhatunk gy, mint csticsokra
és forditva. Az érdekl6dé olvaso részletesebb leirdst taldlhat fiiggvények grafreprezen-
tacioirdl a [7] dolgozatban és az abban 1év6 hivatkozasokban.

Adott X szam vagy szdmhalmaz esetén jeloljon [X] egy olyan halmazt, mely magéba
foglalja X-et. Hangstlyozzuk, hogy noha az [X] halmaz legtobbszor egy szamitogépes
kalkulacié eredményeképp adodik, X C [X] ekkor is garantélt. Az intervallumaritmeti-
kai modszerek helyes hasznalata lehet6vé teszi, hogy minden tovabbi szdmitds is mate-

matikailag megbizhat6 legyen.



2. fejezet

Neuronhalézatok modellezése

2.1. Bevezetés

Az ember viselkedéséért és gondolkodésaért felel6s szerv, a kozponti idegrendszer iré-
nyitokdzpontja az agy, melyet tobb, mint szazmillidrd egymassal 6sszekottetésben allo
idegsejt (neuron) alkot. Az idegsejtek az idegrendszer legkisebb 6nall6 egységei. Alak-
juk, méretiik és elhelyezkedésiik nagyban kiilonbozhet, felépitésiik azonban meglehetd-
sen egységes és az ingeriilet tovdbbitdsa is ugyanazon elektronikai és kémiai alapokon
torténik, igy lehetdségiink nyilik egységes modellezésiikre. A sziikséges bioldgiai isme-

reteket Wu [69] konyve alapjan foglalom ssze.

2.1.1. Az idegsejtek felépitése és az ingeriilet terjedése

A neuron sejtteste tartalmazza a sejtmagot és mads sejtalkotokat, melyek a sejt miikodé-
séhez sziikségesek. Ebbdl dgaznak szét gyokérszerii nytlvanyokként a sejt dendritjei és
axonjai. A sejttest és a dendritek rendelkeznek egy specidlis ingertiletfogad¢ tertilettel,
az tgynevezett szinapszissal. Az axon a sejttest szalszer{i nyulvanya, mely szdmos el-
dgazds utdn mds idegsejtek szinapszisaihoz kapcsolédik. Ilyen médon egy neuron akar
10000 masiknak is tovdbbithatja az ingeriiletet.

Az idegsejt nyugalmi allapotdban — azaz, amikor kiils6 inger nem éri — megfigyelhe-
t6, hogy a sejtben és a sejtkozotti térben a natrium- és kdliumkationok, illetve a klorid-
ionok és a disszocidlt aminosavak koncentracidja kiilonb6z6. A legnagyobb kiilonbség
a natrium- és kaliumionok eloszldsdban van: a sejten beliil a kdliumion koncentrécidja
magasabb, mig a natriumioné alacsonyabb, mint a sejten kiviili térben. Ennek koszon-
het6en nyugalmi allapotban a sejt belsejének a sejten kiviili térhez viszonyitott relativ
elektromos potencialja — melyet nyugalmi potencidlnak neveziink — koriilbeliil —60 mV
és —80 mV kozott van. Ezt az 4llapotot a membranban miikédé Na-K-pumpa tartja

fenn.
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Az ingeriilet elektromos impulzus formédjdban terjed a sejten beliil és a sejtek kozt
egyarant. A sejten beliil elektromos vezetés érvényesiil, mig a sejtek kozti szinapszi-
sokndl kémiai mechanizmusok segitségével torténik a jel tovabbitdsa. Inger hatdsara
az idegsejt membrénja depolarizdlédik: a membran felszine 20-30 millivolttal poziti-
vabb lesz a kiilsénél. Ezt a gyors potencidlvéltozast nevezik akcios potencidlnak. Ekkor
a membran natriumion &tereszt6képessége tobbszdzszorosdra novekszik, igy a natri-
umionok a sejtbe dramlanak. Ennek koszonhetSen a sejt belsejének relativ potenciélja
atmenetileg pozitiv lesz. A depolarizaci6 az ingerlés teriiletével szomszédos részekre is
atterjed a membranon, igy az elektromos impulzusok hulldmszertien végighaladnak a
neuronon egészen az axonvégig. Az axonvég és a hozza szinapszissal kapcsol6do sejt
membrénjai kozott van egy kortilbeliil 20-30 nm nagysdgu rés, ez a szinaptikus rés. Ez a
tavolsag tul nagy ahhoz, hogy a depolarizacié az el6bb leirtak szerint 4t tudjon terjedni
a masik sejtre is, igy itt ingeriiletatvivé anyagok segitségével megy végbe a folyamat.
Aszerint, hogy mi az ingeriiletatvivé anyag, megkiilonboztetiink serkentd, illetve gatld
szinapszisokat. A serkent6 szinapszis esetén az atvivé anyag az acetilkolin, mely a ko-
vetd neuron membrénjat depolarizélja, igy az ingeriilet tovdbbterjed. A gétlé szinapszis
esetén az atvivé anyag a y-amino-vajsav, melynek molekuldi a koveté neuronhoz kap-
csolédva hiperpolarizaljdk annak membranjat, igy kloridionok aramlanak be a sejtbe,
mely csokkenti vagy kozombositi a kornyéken 16v6 serkentd szinapszisok hatasat. Az
akcids potencidl létrejotte utdn a Na-K-pumpa visszaallitja az idegsejt nyugalmi poten-

cialjat.

2.1.2. Egy altalanos modell

s

A kovetkezokben Harvey [25] modelljét vessziik alapul és néhdny egyszertisit6 feltéte-
lezéssel éliink. Egy neuronhél6zat az el6z6ek alapjan felfoghat6 tigy, mint egy dramkor,
melynek pillanatnyi dllapotdt az egyes sejtek potencidlja irja le az adott idépontban.
Tekintstink egy n neuronbdl 4ll6 hédlézatot. Az egyes sejteket jelolje rendre vy, ..., v,.

Vezessiik be a kovetkezé valtozokat:
— x!(t) = v; potenciéljanak eltérése t id6pillanatban a nyugalmi potencialtél,

— Zijj = v; és v; kozti szinapszisban v; axonjan egy frekvencidra jut6 atlagos ingertilet-

atvivbanyag-kibocsatds mennyisége.

fgy v; dllapotat x! irja le, mig Z;;-t a v; és v; neuronok kozti kapcsolaterfsségnek nevezziik.
A tovébbiakban feltételezziik, hogy Z; j konstans minden 1 < 7,j < n esetén. Az Xt
véltozasa egyarant koszonhetd a sejten beliili llapotvéltozasoknak (gondoljunk a Na-K-
pumpa miikodésére), a neuronhdlézaton kiviilrdl érkezé ingereknek és hdlézaton beliili

kolesonhatdsoknak, melyek lehetnek serkentd vagy gétlo tipustiak. Feltételezziik, hogy
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ezek a hatdsok 0sszeadédnak, vagyis:

() () () (2 o
dt dt bels6 dt serk dt gatlo dt inger. .

Tegytik fel tovabba, hogy egy magdara hagyott neuron potencialja exponencidlis sebes-

séggel tér vissza a nyugalmi potencidljahoz:

dxi> L .
—_— = —u;(x")x',  ui(x') > 0.
< dt belsd

A modellek tobbségében y; konstans. A tovdbbiakban mi is ezt feltételezziik. Feltéve,

hogy a serkenté szinapszisok hatédsa ardnyos a jel frekvencidjaval, a kovetkez6t kapjuk:

dxi) n
- =) ZaSi(t),
( dt serk k;l_ e

k

ahol Sjx(t) a vy és v; szinapszisandl vy axonjaban jelentkezé jel atlagos frekvencidjat jeloli,
mely fligg a jel vy-t6l v;-ig terjedésének T idejétdl, valamint egy I'y kiiszobértéktsl a
kovetkezdk szerint:

Sic = fie(x*(t — ) — Tg),

ahol f : R — [0, c0) adott nemnegativ fliggvény vy jelatviteli fliggvénye. Hasonldan:

dxi n
(dt) = Y cafi(F(t — ) — Tw),
gatlo k=1
k#i
ahol cjz > 0 konstansok. A fent leirtak szerint és bevezetve x' = % jelolést, a (2.1)

Osszefiiggésbol a kovetkez6 (Hopfield-tipusa) késleltetett differencidlegyenlet-rendszert

kapjuk:
. . n
J'Cz(t) = —],t,-xl(t) + Z aikfk(xk(t - Tik) - Fk) + Ii(t), (2.2)
k=1

ahol a; € R konstansok, és I;(t) jeloli a neuronhdalézaton kiviilrél v;-be érkezé kiilsé
ingert, mely fligghet az id6t6l. Ha a; > 0, akkor azt mondjuk, hogy a vy és v; kozotti
kapcsolat serkentd, mig a; < 0 esetén gatlé kapcsolatrél beszéliink, a;, nagysdga pedig
a kapcsolat erdsségét irja le.

A kiilonb6z6 modellekben kiilonbozé jelatviteli fiiggvények lehetnek (lasd a 2.1. ab-
rét). A leggyakrabban haszndlt jelatviteli fliggvények a kovetkezk:

e 1épcsos fliggvény,
e szakaszonként linedris fiiggvény,

e szigmoid fliggvény.
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A 1épcsos fliggvényt legtobbszor a kovetkezbképp definialjak:

1, ha x >0,
fx) =
—1, hax<0O.

Az aldbbi szakaszonként linedris fliggvény (és ennek linedris transzformaltjai) nagyon

gyakran haszndlatosak tgynevezett celluldris neuralis halok modellezésekor.

-1, hax< -1,
x+1]—|x—1
pog = BRI Y e, @3)

1, ha x > 1.

Simasaguk miatt a szigmoid fiiggvények a legelterjedtebbek a jelatviteli fiiggvények
modellezésében, ezek kozt is leggyakrabban hasznalatosak a tangens hiperbolikus, illet-

ve az inverztangens-tipusu fliggvények [26].

1.0 1.0+ 104

0.5 05 05

2.1.dbra. f(&) =tanh2¢, f(¢) = (|¢+ 0,5/ —|& —0,5|), és f(&) = sgn(¢) fiiggvények.

2.1.3. A késleltetés sziikségessége

Minden neuronhélézatban jelen van a késleltetés, hiszen az inger (jel) csak véges sebes-
séggel terjedhet, ez azonban a legtobb esetben sokkal bonyolultabb modellt eredményez,
mintha ezt a paramétert elhanyagolnank, igy felvetddik a kérdés, hogy érdemes-e figye-
lembe venni a késleltetést, vagyis megvaltoztatja-e lényegesen a megolddsok dinamiké-
jat? A vélasz fligg a konkrét modelltsl is. Definidljunk néhany specialis tulajdonsagu

halézatot, melyek példaul fognak szolgalni késleltetéstdl fiiggetlen jelenségekre.

2.1. Definicié. Tekintsiik a (2.2) egyenletrendszer altal modellezett neuronhdlézatot. Te-
gytik fel, hogy barmely i-re f; Lipschitz-folytonos egy alkalmas L; konstanssal, f;(0) = 0,
I'; = 0, tovdbba I; konstans. Ha

max Li i laki| <1,

1<i<n Ui =1

akkor azt mondjuk, hogy a neuronhél6zat kontraktiv.

Megjegyezziik, hogy ha a jelatviteli fliggvények tangens hiperbolikus vagy arcus
tangens tipusuak, akkor f;(0) = 0 és f; Lipschitz-folytonos f/(0) konstanssal.
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2.2. Definicié. Egy neuronhdlézat irreducibilis, ha barmely neuronbél barmely masikba

létezik irdnyitott at a kapcsolatok mentén.

2.3. Definici6. Egy hél6zatot kooperativnak neveziink, ha — a véltozok esetleges transz-

formalédsa utdn — minden kapcsolat serkentd.
A kovetkezd tétel bizonyitdsa megtalalhaté Gopalsamy és He [21] cikkében.

2.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (2.2) egyenletii hdlozat kontraktiv. Ekkor létezik pontosan egy
x. = (x1,...,x") € R" egyensiilyi helyzete, amely globdlisan attraktiv, azaz (2.2) bdrmely

megolddsdra lim; e x'(t) = xL, 1 <i < n.

A bizonyitdst nem részletezziik; az érdekl6d6 olvasé megtaldlja azt Gopalsamy és
He [21] cikkében (Proposition 1), valamint Wu [69] konyvében (Theorem 5.2.1). A bizo-

nyitds f6 otletét azonban kozoljiik, ugyanis ezt késébb felhasznaljuk a 2.9. Lemmaéban.

A bizonyitds vizlata. Hogy egyetlen egyenstlyi helyzet van, az megmutathaté egy fix-
ponttétel segitségével. Ezek utdn bevezetve az y(t) = x(t) — x* jelolést és felirva rd a
transzformalt egyenletet kapjuk, hogy
. . n
D[y (D] < —pily' ()] + 1 laael Lely*(t — 7o),
k=1
ahol D" a Dini-féle fels6 derivéltat jeloli, azaz z : [a,b] — R, t € [a, ] esetén
D" z(t) = limsup w
h—0t h
Ezt felhasznalva megmutathat6, hogy
n
VO =1 (W01 L el [ 1960 4s)
i=1 ~Tik

Ljapunov-fiiggvény, pontosabban megmutathato, hogy létezik ¢ > 0, hogy a kovetkezdk

fennéllnak:

WVW%££<—%WUN+£MMuMﬂ—um>

=1 k=1

n

YV Jal Ll (6)] — 19— )

i=1k=1
n ; n n .
=~ (1 el )] < e S0l <0
i=1 Hi 3 i=1
Innen az allitds gyorsan adddik; részletekért 1asd [21,69]. O

Vegyiik észre, hogy a tételben nincs semmilyen megkotés a késleltetésre, valamint
hogy egy egyenletnek pontosan ugyanazok az egyenstlyi helyzetei akar van benne kés-

leltetés, akar nincs, igy az el6z6 tétel szerint kontraktiv hal6zatok esetén a megoldédsok
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aszimptotikus viselkedése nem valtozik a késleltetés bevezetésével. Hasonl6 allitads igaz
Smith [60] dolgozata szerint kooperativ, irreducibilis hdl6zatokra is: ha a (2.2) egyenleti
halézat kooperativ, irreducibilis, a jelatviteli fliggvények korlatosak, folytonosan diffe-
rencidlhat6ak és szigortian monoton névéek valamint 7j; = 7; (vagyis a késleltetés csak a
jelet kibocsajto sejttdl fiigg), akkor a kezdeti dllapotok (kezdeti fliggvények) azon halma-
za, melyekre a megoldasok egyensulyi helyzethez konvergélnak tartalmazza a fazistér
egy str(, nyilt részhalmazét (részletekért lasd Smith [60] cikkét (Theorem 4.5), és [61]
konyvét (5. fejezet, Theorem 4.1). Specidlisan, ha létezik pediodikus megoldas, annak
vonzéstartomdanya ,sovany”.

Most kovetkezzen a teljesség igénye nélkiil néhdny példa olyan jelenségekre, amiket
a késleltetés idézhet el6. Ezekrél b6vebben olvashatunk Wu [69] konyvének 5. fejezeté-

ben és az abban talalhat6 hivatkozésokban.

o Késleltetés-indukilt periodikus oszcilldcid. Ismert, hogy a késleltetés bevezetésének ha-
tdsara az addig stabil egyenstlyi helyzetek — példaul Hopf-bifurkacié kovetkezté-
ben — instabilld véalhatnak és stabil periodikus oszcillaciok keletkezhetnek. Latni
fogjuk, hogy a mi esetiinkben is ez a jelenség tapasztalhatd. Hogy a keletkez6 pe-
riodikus oszcilldci6 stabil legyen, annak sziikséges feltétele, hogy legyen olyan sejt,
melybe létezik olyan irdnyitott kor a kapcsolatok mentén, hogy a koron pératlan

sok gatl6 kapcsolat van (negativ visszacsatolds).

o Késleltetés dltal indukdlt kaotikus oszcilldcié. Ki kell emelni, hogy a késleltetésnek ko-
szonhet6 oszcillacié nem feltétlentil periodikus, s6t, akar mar két neuron esetén is
tapasztalhat6 késleltetés altal indukalt kdosz (lasd [20]).

o Késleltetés dltal indukdlt ideiglenes oszcilldcid. Numerikus eredmények azt mutatjdk,
hogy ideiglenes oszcillacié el6fordulhat olyan halézatokban is a késleltetés hatasa-
ra, amelyben a késleltetés altal indukalt instabilitas kizart. Ilyen jelenségre taldltak
példakat kooperativ, irreducibilis hal6zatok esetén is, ahol az aszimptotikus visel-
kedés fliggetlen a késleltetésttl. Az oszcillacié id6tartama exponencidlisan nhet a
késleltetés novelésével, igy olyan hosszan tarthatnak, hogy gyakorlati szempontbol

nem kiilonboztethet6k meg a tartds oszcillacioktol (lasd [3,5,58]).

2.2. A modell definidldsa, az eredmények rovid dsszefoglaldsa

Vezessiik be az alabbi fliggvényosztalyt.

2.5. Definicié. Legyen f € S pontosan akkor, ha f: R — R folytonosan differencialhato,

4
pératlan és szigortt monoton novekvd, tovabba ¢ — 5}(((5) szigordan monoton csokkend

a (0, 00) intervallumon.
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Vegytik észre, hogy a ¢ — aarctan(bg) és ¢ — atanh(b() fliggvények tetszbleges
a,b # 0 esetén beleesnek az S fliggvényosztalyba. Rogzitsiik még a kovetkezs fligg-
vényt:

-1, hax< -1,
for R—= R, x+ %(|x+1]—\x—l|) =qx, ha-l<x<1,
1, ha x > 1.

Vizsgalatunk targya ebben a részben egy n + 1 neuronbdl 4ll6 egyirdnyu lanc lesz,

melyet a kdvetkez6 késleltetett differencidlegyenlettel modelleziink:
() = —ax®(t) + fp(x' (1)),

(2.4)
L) = —ax T (E) + fp(x" (1)),
2(t) = —ax"(t) + 6fp(x"(t — 1)),

ahol o, 7, > 0,6 € {1,—1}, n € Ny, tovabba fg € S és f4(0) = B vagy fg = Bfo.
A b paraméter elGjele szerint beszélhetiink pozitiv, illetve negativ visszacsatoldsrél, a két
kiilonboz6 tipust visszacsatoldsi fliggvényre pedig gy is fogunk hivatkozni, mint a si-
ma illetve a szakaszonként linedris eset. Az utébbi visszacsatolasi fliggvényt el6szeretettel
alkalmazzak tgynevezett celluldris neuralis halok elméletében, melyek fontos szerepet
jatszanak a mesterséges intelligencia (példdul képfeldolgozas, optimalizalasi problémak)
kutatdsaban [12]. Ezekben a modellekben a neuronok (cellak) egy d dimenzids rdcs racs-
pontjaiban helyezkednek el és a szomszédos racspontokon 1év6 neuronok vannak 6ssze-
kottetésben (a széleken valamilyen peremfeltétellel). A fenti modell egy egydimenzids

racson elhelyezett celluldris neuralis modellnek felel meg, periodikus peremfeltétellel.
2.6. Megjegyzés. Tekintsiik most a kovetkezd egyenletrendszert:

X (1) = —ax'(t) +(5ifﬂ(xi+1(t -1)), 6 €{-1,1}, 0<i<mn,

(az indexek mod n + 1 értend6k)
Vegyiik észre, hogy az
‘ ‘ i
L) =y0(1), X(t) =0y <t - Zq) 1<i<n
j=1

helyettesitéssel a (2.5) egyenlet az egyszer(ibb (2.4) alakra hozhat6, ahol op = 1,
o = I"[;-:1 J;. Megjegyezziik tovabba, hogy az «,f és T paraméterek koziil az egyik

véalaszthat6 1-nek.

A (2.4) egyenletrendszer esetén a természetes fazistér a

IKT :IK-(’n - [_T,O] U{l,z,...,l’l}
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halmazon értelmezett folytonos valds fiiggvények supremum-normaval ellatott Banach-
tere, amelyre a kovetkezs jeloléseket hasznaljuk: C(K;) = C(K.,R). Hasznélni fogjuk
még 7 = 1 esetén a K = K, valamint a C(K) = C(K;) jeloléseket is. Fontos észrevétel,
hogy negativ visszacsatolds, valamint pozitiv visszacsatolds és a > B esetén az azo-
nosan 0 € C(K.) megoldds az egyetlen egyenstlyi helyzete a (2.4) egyenletrendszernek
(fp €S, = 1esetén a = f értékekre is). Had = 1 és B > a, akkor a zér6 megoldéson ki-
viil még két egyenslyi helyzet van: &+ = (&F,...,é") € C(K;) és & = (&7,...,&7) €
C(K;),ahol &t >0és ¢ = —¢™.

2.7. Definicié. Legyen t; € R rogzitett. Ekkor az x = (x°,...,x") fiiggvény meg-
olddsa a (2.4) késleltetett differencidlegyenlet-rendszernek a (tp, o) intervallumon, ha
x € C([to — 7,0),R), x' € C([to,),R) és x' folytonosan differencialhaté a (t, o)
intervallumon béarmely i € {0,1,...,n} esetén, valamint x kielégiti a (2.4) egyenlet-
rendszert minden t > t esetén. Azt mondjuk, hogy x: R — R"™! megolddsa a (2.4)

rendszernek R-en, ha megoldasa annak barmely (o, c0) intervallumon.

Tegyiik fel, hogy x megoldasa a (2.4) egyenletrendszernek a (g, o) intervallumon.

Ekkor barmely t > t; esetén x; € C(K;) legyen a kovetkez6 formula altal definiélt:

x°(t+6), hade[-1,0],
x0(t), haoe{1,...,n}.

xt9:

Az alabbi tétel szerint a kezdetiérték-problémanak létezik egyértelmii megolddsa.

2.8. Tétel. Tetszéleges ¢ € C(K;) esetén létezik egyetlen x megolddsa a (2.4) eqyenletrendszer-

nek a (0, 00) intervallumon, melyre xo(0) = ¢(0) tetszbleges 6 € Ky esetén.

Bizonyitds. A lépések modszerébdl az allitds azonnal adodik. O

A ¢ € C(K;) fuggvényhez tartoz6 fenti megoldast jeloljiik x?-vel.

Ebben a fejezetben a (2.4) egyenlet nemkonstans periodikus megoldasaival foglalko-
zunk. A 2.4. részben az n = 0 esetet vizsgaljuk. Ekkor az fg € S esetre a dinamika telje-
sen ismert Krisztin, Walther és Wu [37] monografidjanak, valamint [8,21,32,33,36,47,48]
cikkeknek koszonhetden. Specidlisan, ismertek a periodikus pélydk létezésére és egyér-
telmtiségére vonatkozo sziikséges és elegendé feltételek («, B és T fliggvényében), lasd
2.15. Tételt. A 2.4. részben ezen eredmények analogonjait bizonyitjuk az fg = Bfo ti-
pusu visszacsatolasra. Természetes gondolatként adddik, hogy fg = Bfo esetén pro-
balkozzunk a differencidlegyenlet-rendszeriink olyan approximéladséaval, amelyekben a
visszacsatolds S (szigmoid) tipust, és az arra az esetre ismert eredményekbdl levonni
kovetkeztetéseket. Mivel azonban a globdlis attraktor csak alulrél félig folytonos, ezért
ez a megkozelités nem alkalmas arra, hogy unicitasi vagy nemlétezési eredményeket bi-
zonyitsunk vele. Tovabbi technikai nehézséget jelent, hogy fo nem mindenhol differen-

cidlhat6 és nem szigortian monoton, igy a megolddsoperator nem sima és nem injektiv.
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Ennek folyomanyaként a Mallet-Paret- és Sell-féle Poincaré—Bendixson-tipusu tétel sem
alkalmazhat6 kozvetlendil.

Gy®ri és Hartung [23] megmutattdk, hogy ha fg = Bfo és 0 < B < a, akkor a trividlis
egyenstlyi helyzet globalisan attraktiv, tovdbba tgy sejtették, hogy a > 0és p > 0 tetszo-
leges megvalasztdsa esetén a megolddsok egyenstlyi helyzethez tartanak. Vas [66] dol-
gozataban megmutatta, hogy rogzitett « > 0 és T > 0 esetén létezik Bo = Bo(a, T) > «,
hogy B > Bo értékekre létezik — tin. lassan oszcillal6 — periodikus megoldasa az egyenlet-
nek. Nyitva maradt a kérdés, hogy a < B < By paraméterek esetén létezik-e periodikus
megoldasa az egyenletnek. A 2.4. rész 2.27. {6 tételében teljes leirdst adunk a periodi-
kus megoldasok szdmarodl és tipusardl a paraméterek fliggvényében, igy specidlisan azt
is beldtjuk, hogy a fent emlitett esetben nincs az egyenletnek periodikus megoldasa.
Megjegyezziik, hogy ez nem elég Gydri és Hartung sejtésének bizonyitasdhoz (ebben
a paramétertartomdnyban), hiszen ebben az esetben a Poincaré-Bendixson-tipusu tétel
nem all rendelkezésre. Mindezek bizonyitdsa (vagy cafoldsa) tehat tovdbbra is komoly
kihivést jelent. A 2.4. részben vizsgaljuk még a lassan oszcilldl6 periodikus megolddsok
peri6dusat is a késleltetés (7) fliggvényében (rogzitett o és f mellett). A kapott eredmé-
nyek fontos szerepet jatszanak a 2.5. rész tételeinek bizonyitdsdban.

A 2.5. részben a (2.4) késleltetett differencidlegyenlet-rendszer periodikus megolda-
saival foglalkozunk az n > 1 esetben. A rész {6 eredményei a 2.34. és a 2.35. Tételek,
amelyekben sziikséges és elegendd feltételeket adunk a relative gyorsabban oszcilldlé
periodikus megoldésok létezésére és egyértelmtiségére vonatkozdan, valamint elegend6
feltételeket fogalmazunk meg a lassabban oszcilldlé periodikus megoldasok létezésére,
illetve nemlétezésére. Ezen tételek Yi, Chen és Wu [11,71] eredményeinek egy altalano-

sitasat adjak.

2.3. El6késziiletek

A kovetkez6 lemma értelmében a tovabbiakban kizérdlag a f > a > 0 esettel fogunk

foglalkozni.

2.9. Lemma. Tegyiik fel, hogy 0 < B < «. Ekkor a (2.4) egyenletrendszernek nincsen nemkons-

tans periodikus megolddsa.

Bizonyitds. Ha B < wa, akkor a 2.4. Tétel értelmében az Osszes megoldds tart a zéré
egyensulyi helyzethez.

Tegytik fel tehdt, hogy a = 8 és definidljuk az aldbbi fliggvényt, ahogy a fent emlitett
tételben is tettiik:

V@ ® = (Lhl) +8 [ s
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Tegyiik most fel, hogy x egy nemkonstans periodikus megoldasa a (2.4) egyenletrend-
szernek. Vezessiik be az x"*1(t) = x%(t — 1) jelolést. Ekkor a 2.4. Tételben latott gondo-

latmenettel ad6dik, hogy

D" V(x)(t) < 20 (—alx ()] + Bl (1)) + B (12°()] = [t = 7)) =0,

/////

igy szilikségszertien a fenti egyenl6tlenség mindenhol egyenlSségre irhat6. Ez az fg € S
esetben azzal ekvivalens, hogy xi(t) =0 barmely t € R és i € {0,1,...,n} esetén,
ami ellentmondds. Az fg = Bfo esetben csak akkor kaphatunk mindenhol egyenl&sé-
get, ha fg(x'(t)) = Bx'(t) fennall barmely t € R és i € {0,1,...,n} esetén. Ebbdl az
kovetkezik, hogy x nemkonstans periodikus megoldasa az x'(t) = —Bx'(t) + Bx'T1(t),
i €{0,1,...,n} linedris egyenletnek, ugyanakkor a karakterisztikus egyenlet vizsgélata-
val és a linedris rendszerek altaldnos elmélete segitségével (lasd példaul [24]) meg lehet
mutatni, hogy ennek az egyenletnek nincs periodikus megoldésa, igy ismét ellentmon-

déasra jutottunk. O
Definialjuk a fazistér kovetkezd projekcidit:

l. {<¢(i),¢<i+1)), ha 0<i<n-—1,
e =
(p(n),¢(=7)),  ha i=n,

(2.6)

ahol ¢ € K.
Mallet-Paret és Sell [48] cikkét kovetve definidljuk a kovetkezd diszkrét Ljapunov-
fuggvényeket, melyek segitségével — tobbek kozott — kategorizalhatjuk a (2.4) rendszer

periodikus megoldasait.
Vi : C(Ko)\ {0} = {0,2,4,...,00}, Vg :C(K;)\ {0} = {1,3,5,...,00},

sc(o, K;), ha sc(¢, K;) paros vagy végtelen,
% % p gy veg

Vi, (@) =
sc(p,K:)+1,  ha sc(¢ K;) péaratlan,
2.7)

Ve (9) sc(¢, Kq), ha sc(¢, K;) paratlan vagy végtelen,
K \P) =
sc(¢, K:)+1,  ha sc(¢,K;) péros,

ahol sc(¢, H) a ¢ fiiggvény elGjelvaltasainak szamat adja meg értelmezési tartomdnya-

nak H részhalmazéan. Tehat ¢: R © domg — R val6s fliggvény és H C domg esetén
sc(p, H) = sup {k € N, hogy (s;)§ C H szigortan n6v6 sorozat, melyre
¢(si1)@(si) < 0barmelyi € {1,2,...,k} esetén } < o0.

Az iires halmaz szuprémuma legyen definicié szerint 0. Az aldbbi tétel Mallet-Paret és
Sell [48] 2.1., 2.2. és 2.4. Tételeinek specidlis eseteként vagy azok kozvetlen kovetkezmé-

nyeként adédik és a dolgozatban szamos alkalommal fogjuk haszndlni.
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2.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy x megoldisa a (2.4) eqyenletrendszernek a (to, o0) intervallumon.
Legyen tovdbbd V = Vﬁ attdl fiiggben, hogy a visszacsatolds pozitiv vagy negativ. Ekkor fenn-

dllnak a kovetkezok :

(i) t — V(x;) fiigguény monoton nemnovekvd t > tq esetén, és amig x; € C(K;) nem az

azonosan 0 fiigguény;

(ii) ha t; > to+ 37 olyan, hogy 0 # x;, € C(K;) és 7'(x) = (0,0), akkor V(x;,) < V(xy,)
vagy V(xy,) = oo;

(iii) ha x : R — R"™! periodikus megolddsa a (2.4) eqyenletnek, akkor a V (x;) értéke véges és

dllandé barmely t € R esetén.

A (2.4) egyenletrendszer és az fg szimmetridjabol adédik az aldbbi nagyon egyszerti

észrevétel (lasd pl. [71, Proposition 2.2]).

2.11. Allitas. Tegyiik fel, hogy x: R — R"*! megolddsa a (2.4) egyenletnek. Ekkor az
y=" ... y") Rt (x(t),...,x"(t),6x°(t — 7)) € R*H

szintén megolddsa a (2.4) egyenletnek.

A 2.13. Tételben a (2.4) egyenletrendszer periodikus megoldadsainak legfontosabb

tulajdonsagait fogjuk 0sszefoglalni, de el6bb még sziikségiink lesz az aldbbi tételre.

2.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy x egy nemkonstans periodikus megolddsa a (2.4) rendszernek. Ekkor

biarmely j € {0,1,...,n} esetén x/-nek van el6jelvdltdsa.

Bizonyitds. Kiilon kezeljiik a pozitiv és a negativ visszacsatoldsu esetet. Negativ vissza-
csatolds esetén tegyiik fel indirekten, hogy létezik j € {0,1,...,n}, melyre 0 < x/(t)
teljesiil barmely t € R esetén (a 0 > x/(t) eset hasonléan kezelhets). Az egyszeriiség
kedvéért tegyiik fel, hogy j = 0. A gondolatmenet elemi, és [71] pozitiv visszacsatoldsra
alkalmazott dtletét koveti. Mivel %" (t) = —ax"(t) — fg(x(t — 7)) teljesiil minden t € R
esetén, igy

A(t) < —ax(t) (2.8)

fenndll barmely ¢ € R esetén. Mivel x" periodikus, igy létezik t* € R, amelyre %" (+*) = 0.
Ekkor a (2.8) egyenl6tlenségbdl adddik, hogy x"(+*) < 0, tovabb4, hogy

Xn(t) < xn(t*)ea(t*ft) <0

barmely ¢t > t* pillanatban. A periodicitdsbol nyerjiik, hogy x"(¢) < 0 barmely t € R
esetén. Bzt a gondolatmenetet ismételgetve kapjuk, hogy x(t) < 0 tetszSleges ¢ € R és
barmely i € {n —1,n—2,...,0} esetén. Igy feltevésiinkb&l kovetkezik, hogy x¥ csakis
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azonosan 0 lehet, ami ellentmondds. A j # 0 esetben teljesen analég médon adddik az
ellentmondés, ami igazolja az &llitdsunkat.
Pozitiv visszacsatolds és fz € S esetén Yi, Chen és Wu [71, Proposition 3.1] a fenti

gondolatmenettel analég médon bebizonyitottak, hogy az aldbbiak valamelyike teljestil
a) x/(t) >0mindenj€ {0,1,...,n} ést € R esetén;

b) x/(t) < Omindenj € {0,1,...,n} ést € R esetén;

c) barmely j € {0,1,...,n} esetén x/-nek van zéréhelye.

A bizonyitdsuk véltoztatds nélkiil érvényes az fz = Bfy tipusu visszacsatoldsra is.
A 2.9. Lemmaébdl és x periodicitasdbdl kovetkezik, hogy B > a. Az elébb emlitett dol-
gozatban azt is beldttdk a sima visszacsatoldst esetre, hogy ekkor az a) és b) esetek
nem fordulhatnak eld, ugyanis az ilyen el&jeltarté megoldasok rendre a pozitiv illetve
negativ egyenstlyi helyzethez konvergalnak. Ugyanez az éllitas belathat az fz = Bfo
tipust visszacsatolds esetén is Vas [66, Theorem 3.2. (i)] gondolatmenetének egyszer(i
modositasaval.

Tudjuk tehét, hogy barmely x/-nek létezik t; zérohelye. Ha itt nem véltana elgjelet,
akkor sziikségszertien #/(t;) = 0 lenne. Ezekbdl azonban kévetkezik, hogy x/*1(t;) = 0
is fennall, amit Osszevetve a 2.10. Tétel (ii) és (iii) pontjaival ellentmonddsra jutunk. Ezzel

a tétel allitdsat maradéktalanul igazoltuk. O

2.13. Tétel. Legyen x: R — R"*! eqy nemkonstans periodikus megolddsa a (2.4) egyenlet-
rendszernek. Jelolje T, > 0 a minimdlis periddust, valamint definidljuk a kovetkezd gorbéket

yays

i [0, Ty] — R, t > 7t'(x;). Ekkor igazak a kovetkez§ dllitdsok.
(i) Birmelyi € {0,1,...,n} esetén c\. eqyszeril, zdrt gorbe.

(ii) Ha %: R — R""! szintén nemkonstans periodikus megolddsa a (2.4) egyenletrendszernek,

amelyre %5 # x; fenndll barmely s,t € R esetén, akkor |c'.| N |c.| = @ fenndll barmely

X
i€{0,1,...,n} esetén.

(iii) Létezik tg € R és ty € (to, to + Ty), hogy 0 < x'(t) bdrmely t € (to, t1) esetén, tovdbbd
xI(R) = [x'(tg), x'(t1)] és % (t) < 0 bdrmely t € (t1,to + Ty) esetén.

(iv) Birmely i € {0,1,...,n} esetén 0 € int(ct), valamint x(t + L) = —x(t) teljesiil bir-
mely t € R esetén.

(v) Pozitiv visszacsatolds esetén létezik k € IN, hogy V]IZ(xt) = 2k bdrmely t € R esetén.
Negativ visszacsatolds esetén létezik k € N, hogy Vi (xt) = 2k — 1 bdrmely t € R esetén.

A (iv) tulajdonsdgra tgy fogunk hivatkozni, mint a nemkonstans periodikus meg-
oldéasok specidlis szimmetridja. A rovidség kedvéért a késSbbiekben az utolsé allitast ki-

hasznélva periodikus megoldésok esetén V]Ii (x¢) helyett egyszertien V]IZ (x)-et frunk.
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Bizonyitds. Az (v) allitds azonnal kovetkezik a 2.10. Tétel (iii) &llitdsabol és a 2.12. Tétel-
bl

A sima esetben, vagyis fg € S esetén az Osszes tobbi allitds kovetkezik Mallet-Paret
és Sell [47,48] altaldnos eredményeibdl. Lasd még [36, Proposition 3.1], valamint [71,
Proposition 3.2] tételeket.

Az fg = Bfo esetben az (i) és (ii) allitdsok bizonyitdsa a [37] monogréfia VI.2. Lem-
maéjdban hasznalt 6tlet alapjan torténik. Mivel a pozitiv és a negativ visszacsatoldst eset
hasonléan kezelhet, ezért most csak a pozitiv visszacsatoldst esettel fogunk foglalkoz-
ni. Az n = 0 eset bizonyitdsat lasd Krisztin és Vas [35, Proposition 2.4] tételében.

Legyen most n > 1, valamint x és ¥ nemkonstans periodikus megoldasai a (2.4)
egyenletrendszernek. Bevezetve a z = x — ¥ jelolést vildgos, hogy elegendd beldtnunk,
hogy tetszbleges i € {0,1,...,n} esetén 7t'(z;) = (0,0) csak akkor fordulhat elé vala-
mely t € R értékre, ha z; = 0 is fennall.

Legyen b(t) = (b°(t),b'(t),...,b"(t)) a kovetkez&képp definidlva:

bi(t) = {W ha x'(t) # %(t),
D™ (fp)(x'(t)), ha x/(t) = #(t),

minden i € {1,...,n+ 1} esetén, ahol x"*1(t) = x*(t — 7) és D™ a jobboldali derivaltat

jeloli. Ekkor z eleget tesz a

O(t) = —aZ’(t) + b1 (H)ZL(1),

N
=
L
—~
~
~—
I

—az"H(t) + 0" (1) (1),
2(t) = —az"(t) + ()2 (t — 1)
késleltetett differencidlegyenlet-rendszernek. Legyen most y(t) = (y°(t),...,y"(t)), ahol

yi(t) = e¥zi(t) barmely i € {0,1,...,n} esetén. Ekkor y(t) kielégiti a kovetkezd késlel-
tetett differencidlegyenletet:

() = b (y' (1),

() = e (" (1),
y" (1) = b ()" (t — 7).

Vegyiik észre, hogy sgny'(t) = sgnz'(t) barmely i € {0,1,...,n} esetén, ahol sgn a
szokésos el@jelfiiggvényt jeloli, tovdbba z; € C(K;) \ {0} esetén y; € C(K;) \ {0} is
teljesiil, valamint sc(z;) = sc(y:) és Vi (z¢) = Vi (y) fenndll barmely ¢ € R esetén.
Fontos észrevétel, hogy a b' fliggvények sehol sem negativak, igy ha y'(t) # 0, akkor
ytL(t) # 0, és elSjeliik megegyezik. Alkalmazva Mallet-Paret és Sell [48, Theorem 2.4]
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eredményét nyerjiik, hogy Vi (z:) = V£ (y:) < oo bérmely t € R esetén. Ebbol és a (2.9)
egyenletrendszerbdl egyszertien kovetkezik, hogy tetszbleges t € R és i € {0,...,n}
esetén létezik 6 = 6(t,i) > 0, hogy az s — sgny'(s) fiiggvény allandoé a (t — 6, t) illetve
a (t,t + ¢) intervallumokon. A bizonyitds tovabbi részében tetszbleges t € R esetén

d(t) > 0jeloljon egy olyan kis pozitiv szamot, amelyre

[t—05(t),t) s> sgn (y'(s)) és (tt+6(t)] 2 s sgn(y(s))

2.10
fuggvények édllandok barmely i € {0,1,...,n+ 1} esetén. ( )

Specidlisan, ha y/(ty) # 0 valamely j index és tg € R esetén, akkor sgn(y/(t)) =
sgn (1 (ty)) teljesiil barmely t € [ty — 5(to), to + 5(t0)] esetén.
Krisztin és Vas [35, Theorem 2.4] tételének bizonyitdsdban olvashat6 gondolatmenet-

tel megmutathat6, hogy
R>t— VIIZ (z¢) = VIIZ (yt) konstans fliggvény. (2.11)

A tételiink (i) és (ii) allitasat indirekt gondolatmenettel fogjuk igazolni. Tegytik fel tehat,
hogy valamely i € {0,1,...,n} ésty € R esetén fenndll 7/(z;,) = (0,0), de z;, # 0. Ekkor
tehat 77/ (y,) = (0,0) és y;, # 0 is fennallnak. A 2.11. Allitas értelmében az &ltalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiikk, hogy j = 0 és to = 0, vagyis y°(0) = y*(0) = 0 és
yo # 0 € C(K;) fenndll. Legyen

t. =inf {t <0:y°(s) = 0 barmely s € [t,0] esetén} . (2.12)

Segédallitas: t, > —oo. Tegyiik fel az ellenkez&jét. Ekkor y°(t) = 0 fenndll barmely
t < 0 esetén ahonnan y"(t) = e (x"(t) — £"(¢)) = y"(0) # 0 konstans a (—o0,0) inter-
vallumon, ami lehetetlen, igy t. véges.

A bizonyitds sordn szdmos esetet kiilonboztetiink meg. Kiilon kezeljikk az n = 1 és
n > 1 eseteteket.

I. eset: n = 1. Ekkor yp # 0 € C(K;) miatt feltehetd, hogy létezik s € [—7,0), hogy
y0(s) # 0, azaz t, € (—7,0]. Ekkor tehat létezik 6 > 0, hogy t. — 8 > —7, valamint
y0(s) # 0 tetszbleges s € (t. — 6, t,) intervallumon. Az altaldnossig megszoritasa nélkiil
feltehets, hogy yo pozitiv ezen az intervallumon. Ezt Ggy is fogjuk emlegetni, hogy ,,yo
a [—7,0] intervallum végén pozitiv”. Hasonloan definidlhatjuk precizen azt is, hogy mit
értiink az alatt, hogy ,° a [—7,0] intervallum elején pozitiv (negativ)”.

Legyen most t; a kovetkez6képp definidlva:
t; = inf {t € [ts, 0] : ¥°(s) = 0 és y'(s) > 0 barmely s € [t,0] esetén} . (2.13)

Ekkor tehat y°(t1) = 0, y'(t;) > 0 fennéll, ugyanakkor § > 0 vélaszthat6 olyan kicsi-
nek, hogy sgn°(s) és sgny!(s) allandéak legyenek (t; — 6, t1) intervallumon. Két esetet

kiilonboztetiink meg.
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L1. eset: y!(s) < 0 barmely s € (t; —6,t) esetén. Ekkor létezik t, € (t; —6,t1),
amelyre y!(t2) > 0, amib6l kovetkezik y°(t2 — 7) > 0 is. A t; és t, idSpontok megva-
lasztasabol az is kovetkezik, hogy sc(y?, [t — T, t2]) > sc(y°, [t1 — T, #1]). Mésrészt, mivel
y¥ a [t; — 7, t1] intervallum végén pozitiv, sc(ys,, K:) > sc(ys,, K¢) + 1 adédik. Ekkor, ha
sc(yt,, Kr) paros, akkor Vi (y,) > Vi (y1,) + 2 azonnal ad6dik, ami ellentmond a (2.11)
tulajdonségnak. Ha sc(y;,, K;) pératlan, az azt jelenti, hogy y° a [t — T, ;] intervallum
elején negativ, igy pedig y°(t> — 7) > 0 miatt sc(ys,, Kr) > sc(yi,, K;) + 2, ami ismét
ellenmondashoz vezet.

L.2. eset: y'(s) > 0 barmely s € (+; — 6, t1) esetén. Ekkor létezik t, € (t; — &, 1), hogy
y0(t2) > 0 mellett y°(t,) < 0 is fennall, amibdl y!(t,) < 0 kovetkezik. Mivel y' (1) = 0
és tp < t1, igy létezik t3 € (t,t1), hogy y'(t3) < 0 és y'(t3) > 0, ahonnan az L.1. esetben
latott gondolatmenet szerint adodik, hogy Vi (y1,) > Vi (y1,) + 2, ami ellentmondas.

Mas eset nem lehetséges, igy ezzel a tétel (i) és (ii) 4llitasait belattuk az n = 1 esetre.

II. eset: ha n > 2. Ekkor, mivel yp € C(K) nem az azonosan 0 fiiggvény, igy a 2.11.
Allitas szerint feltehets, hogy °(0) = y!(0) = 0 és y*(0) # 0.

Legyen t. a (2.12) &ltal definidlva. Két tGjabb alesetet kiilonboztetiink meg ¢, értéke
szerint.

IL1. eset: t, € [—7,0]. Tegyiik fol, hogy y°(t) > 0,hat € (t. —J,t.) (az y°(t) < O eset
ugyanugy kezelhetd). Az I. esethez hasonléan legyen t; a (2.13) &ltal definidlt, valamint
0 = (t1). Ekkor az 1.2. esettel analég modon adédik, hogy létezik t, € (1 — J, 1), hogy
yl(f) < 0és y?(t2) > 0. Masrészt 1, tr és § megvélasztasabol nyerjiik, hogy

sc(yr, [=7,0]) = sc (v°, [t — T, 12]) > sc (v°, [t1 — T, 11]) = se(ys,, [T, 0)),

valamint, hogy sc(y;,, {0,1,...,n}) > sc(y, {0,1,...,n}) + 2, ahonnan rogton kovetke-
zik, hogy VI[Z (ye,) > VI[Z (yt,) + 2 fenndll. Ez ellentmond a (2.11) tulajdonsdgnak.

I1.2. eset: t, € (—oo, —7). Ekkor speciélisan y(t) = 0 fenndll minden ¢t € [—7,0]
esetén. Emlékeztetiink 14, hogy y*(0) = 0 és "(0) # 0 is teljesiilnek. Feltehets, hogy
y"(0) < 0. Legyen most t; a kovetkez8képp definiédlva:

t :inf{t <0:y°() =0, Vs€[t—1,0], és y'(s) =0, Vs € [t,O]}.

Ebbél azonnal kapjuk, hogy t. + T < t1. Az y"(t) = e*b°(t)y°(t — 7) egyenletbdl, b°

nemnegativitdsabol, valamint t, definici6jabdl egyszerti észrevételként ad6dik, hogy
y' () <0, t e [t +1,0] (2.14)

Legyen & = 6(t1) elég kicsi, hogy a (2.10) feltételeknek eleget tegyen. Tovébbi harom
alesetet kiilonboztetiink meg.

I1.2.1. eset: sgn(y!(t; — 61)) = 1. Ekkor t, € (t — 61, t1) valaszthato tgy (a kordbban
latott gondolatmenet szerint), hogy y!(t2) > 0 és y?(t2) < O teljesiiljon. Ekkor t1, t5 és &
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megvalasztasabol adodik, hogy

sC(Yrp, [T, 01 U{1}) = sc(ys, [-7,0]U{1}) =0, és
sc(yt,,{1,...n}) >sc(yy, {1,...,n})+ 1.

A (2.14) egyenl6tlenség szerint ebben az esetben kovetkezik, hogy sc(y,, {1,...1n}) pa-
ratlan szém. Mindezt egybevetve azonnal adodik, hogy Vi (yi,) > Vi (yy,) + 2, ami
ellentmondas.

I1.2.2. eset: sgn(y°(t; — T — 61)) # 0. Ekkor visszavezettiik a problémét a méar meg-
oldott II.1. esetre (a t; veszi 4t az ottani 0 szerepét).

11.2.3. eset: sgn(y°(t; — T — 61)) = 0 és sgn(y' (t; — &1)) = —1. Legyen most
ty = inf{t :%(s) =0, Vs e [t—1,t], és yl(s) <0, Vs € [t,tl)}.

Vegyiik észre, hogy tr € [t + T,11]. Legyen &y = (t2). Tovébbi hdrom alesetet megkii-
16nboztetiink meg.

11.2.3.1. eset: sgn(y’(tr — T — &) = 1 éssgn(y'(t2 —82)) = —1. Most t5 € (tr — 52, t2)
esetén

SC<yt3/H<T) > SC(]/tz,]KT» +1

teljestil. Ugyanakkor a (2.14) Osszefiiggésbdl kapjuk, hogy sc(y:,,K;) paratlan szdm,
ahonnan Vi (yi,) > Vi (y,) + 2 kovetkezik, ami ellentmondas.
11.2.3.2. eset: sgn(y’(t, — T — &)) = sgn(y!(tr — &)) = —1. Vegyiik észre, hogy
létezik s, — t, — T sorozat, hogy 7°(s;) > O teljesiil bsrmely n € IN esetén, igy
yO(t) = e*bl(t)y'(t) osszefiiggést felhasznélva kapjuk, hogy y'(t2 — T) > 0, ahonnan
kovetkezik, hogy
ty = inf{t:yl(s) <0, Vs e [t,tz)}.

véalasztds esetén t3 > t, — T, és igy y°(t3) = 0, de ¥° nem azonosan nulla a [t; — T, t3]
intervallumon, valamint y'(t;) = 0 teljesiil, ezzel ezt az esetet visszavezettiik a mar
megoldott II.1. esetre.

Csupan egyetlen aleset maradt.

11.2.3.3. eset: sgn(y'(t, — &,)) = 0. Ekkor y°(t) = 0 fennall barmely t € [t,0] esetén,
tovabba t, és 0 az y! szeparalt zérohelyei (értsd: olyan zérohelyei, hogy koztiik az y!
fiiggvény nem azonosan nulla). A (2.11) dsszefiiggésbdl kovetkezik, hogy az y! szeparalt
zérohelyeinek tavolsaganak létezik pozitiv minimuma. Most a II. alapesetre vezettiik
vissza a problémét. Induktiv médon alkalmazzuk a II. esetre leirt esetvizsgalatot. Az
el6z6 megjegyzés szerint ez az aleset t, > —oo miatt csak véges sokszor kovetkezhet be.
Mivel az 6sszes tobbi esetet szamba vettiik, igy el6bb-utébb azok valamelyike kell, hogy
bekovetkezzen, de azok mindegyike ellentmondéshoz vezetett, igy végiil mindenképp

ellentmondéashoz jutunk.
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Minden lehetséges esetet sorra vettiink, igy a tétel (i) és (ii) allitasait maradéktalanul
bebizonyitottuk.

A Tétel (iii) és (iv) allitdsainak bizonyitdsdra a szakaszonként linedris esetben
Krisztin és Vas [35, Proposition 5.1-5.2], gondolatmenete gyakorlatilag sz6 szerint alkal-
mazhat6, azzal a megjegyzéssel, hogy a bizonyitasban a fent igazolt (i) és (ii) 4llitdsokat
ki kell hasznélni. O

2.4. Periodikus palydk szama és jellemzése egy egyenlet esetén

2.4.1. Elokésziiletek

Ebben a részben azzal az esettel foglalkozunk, amikor n = 0, vagyis egyetlen késleltetett
differencidlegyenletiink van. Ez lehet egyetlen 6ngerjeszt (6ngatld) sejtnek vagy szink-
ronizélt idegsejtek egy csoportjdnak a modellje. A rész f6 eredményei a 2.4.2. és a 2.4.3.

szakaszokban kertilnek bizonyitdsra. A vizsgalt egyenletiink tehat a kovetkez6:
X(t) = —ax(t) £ fg(x(t — 1)), (2.15)

ahola, 7> 0,¢és fg €S, f4(0) = p vagy fs = Bfo, ahol

folx) = |x+1|;|x—1]‘

Az fg € S esetre a dinamika teljesen ismert Krisztin, Walther és Wu [37] monogra-
fidgjanak, valamint a [8,21,32,33,36,47,48] cikkeknek koszonhetSen. A kovetkez6kben a

periodikus pélyak létezésérdl és egyértelmiiségérdl sz6l6 eredményeket és ehhez kap-

cso0l6d6 definicidkat fogunk idézni. Az egyszerfiség kedvéért bevezetjiikk a V= jelolést a

Vﬁ helyett (lasd a (2.7) definiciét). A kés6bbiekben sziikségiink lesz a linearizalt
x(t) = —ax(t) £ Bx(t — 1) (2.16)

egyenlet periodikus megoldédsainak jellemzésérdl szolo kovetkezd tételre, melyet a ka-
rakterisztikus egyenlet vizsgélatdval, valamint a linedris funkcional-differencidlegyenle-

tek 4ltalanos elméletébdl nyerhetiink (Iasd [24]). Vezessiik be a kovetkez6 jelolést:

v(a, B, T) = T4/ p? — a® + arccos Z, (2.17)

ahola, 7 >06s B > a.
2.14. Tétel. Legyen v a (2.17) egyenlet dltal definidlt. Ekkor a kovetkez0 dllitdsok teljesiilnek.

(i) Tegyiik fel, hogy a visszacsatolds pozitiv. Ekkor a (2.16) egyenletnek x(t) pontosan akkor
nemkonstans periodikus megolddsa, ha B > «, valamint v = 2k7t teljesiil valamely k € IN
esetén, és létezik A, A € R, hogy x(t) = A cos (t\/m + A) . Ekkor kivetkezésképpen
VI (x) =2k
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(ii) Tegyiik fel, hogy a visszacsatolds negatfv. Ekkor a (2.16) eqyenletnek x(t) pontosan akkor
nemkonstans periodikus megolddsa, ha B > a, valamint v = (2k — 1)t teljesiil valamely
k € IN esetén, és létezik A, A € R, hogy x(t) = A cos <t\/m + A). Ekkor kovetke-
zésképpen V. (x) = 2k — 1.

2.4.2. Periodikus palyak: sziikséges feltétel 1étezésre, elegendd feltétel unici-

tasra

Ebben és a kovetkez6 szakaszban teljes leirast adunk a (2.15) egyenlet periodikus meg-
oldésainak szamarol és azok — V7 dltal kategorizalt — frekvenciajardl. Ekdzben vizsgalni
fogjuk a V. = 2 tipust periodikus megoldasok periédusédnak t-t6l vald fiiggését is. A
kovetkezd tétel atfogd képet ad a (2.15) egyenlet periodikus megoldésairdl az fg € S

esetben.

2.15. Tétel. Legyen k € IN rogzitett és fg € S, valamint legyen p > aésv = v(a, B, T) a (2.17)
dltal definidlt. Ekkor a kovetkez0 két dllitds teljesiil.

(i) Ha a visszacsatolds pozitiv, akkor a (2.15) egyenletnek pontosan akkor létezik olyan peri-
odikus megolddsa, melyre VX = 2k > 2, ha v > 2kt fenndll, tovibbd ez a megoldds az
id6vdltozo eltoldsdtdl eltekintve egyértelmii. V. = 0 tipusii periodikus megolddsok nincse-

nek.

(ii) Negativ visszacsatolds esetén a (2.15) eqyenletnek pontosan akkor létezik olyan periodikus
megolddsa, melyre V. = 2k — 1, ha v > (2k — 1)1t fenndll, tovdbbd ez a megoldds az
idovdltozé eltoldsdtdl eltekintve egyértelmil.

.....

Walther bizonyitottdk [36] cikkiikben. A bizonyitds konnyedén moédosithaté a negativ
visszacsatolas esetére, lasd Cao [8] és Krisztin [32] cikkeit. A V" = 2 tipusu periodikus
megoldédsokra vonatkoz6 1étezési eredményekért 14sd Krisztin, Walther és Wu [37] mo-
nogréafidjat. A létezésre vonatkoz6 tovabbi eredményekrdl olvashatunk Krisztin [32,33]

dolgozataiban.

2.16. Megjegyzés. A fent emlitett cikkekben csak a B > a esettel foglalkoznak. Ez pe-
riodikus megoldadsok szempontjabol tokéletesen elegendd, hiszen a 2.9. Lemma szerint

B < « esetén nem létezik periodikus megoldas.

.....

lének analogonjat igazoljuk a szakaszonként linedris visszacsatolasu fg = Bfo esetre.
Megjegyezziik, hogy Vas [66] cikkében igazolta a fenti tétel 1étezési részének V = 2
esetre vonatkoz6 analogonjat. A 2.27. Tételben bebizonyitjuk a létezésre vonatkoz6 ana-
l6g &llitast, ami egytttal egy alternativ bizonyitését is adja a 2.15. Tétel V™ = 2 esett6l

kiilonbozb 1étezési részeinek.
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Mindezek el6tt azonban még néhany lépésre sziikségiink van.

2.17. Allitas. Tegyiik fel, hogy fg = Pfo és x: [to,0) — R a (2.15) egyenlet megolddsa,
valamint t, € R, olyan, hogy x(t;) = 0. Ekkor x(t) € (—E, 7> teljesiil barmely t > t; esetén.

o’

Bizonyitds. Egyszerti észrevétel, hogy
—ax(t) — B < x(t) = —ax(t) + Bfo(x(t — 1)) < —ax(t) + B.
Jelolje 14 (t) rendre a kovetkezd két kezdetiérték-probléma megoldasait:
y(t) = —ay(t) £ B
y(t) = 0.

Ekkor u_(t) < x(t) < uy(t) teljesiil barmely t > t; esetén. Egyszerii szdmoldssal ado-
dik, hogy a kovetkez6 egyenl6tlenségek teljesiilnek barmely t > £ esetén:

u (t) =Bt _B o P

o o« «
* p .
)= _Perli=t) 4 P - P
M+( ) lxe + X < D(

Ezzel az allitast igazoltuk. O

2.18. Lemma. Tegyiik fel, hogy fg = Bfo és x: R — R a (2.15) egyenlet egy nemkonstans
periodikus megolddsa és ty € R olyan, hogy x(to) = 0. Ekkor X(to) létezik, és X(ty) # O.

Bizonyitds. Mivel x nemkonstans periodikus megoldas, ezért a 2.16. Megjegyzésbd&l ko-
vetkezik, hogy B > a teljesil. A 0 = x(tg) = —ax(ty) + Bfo(x(to — T)) egyenletbdl,
valamint a 2.12. Tételbl és a 2.17. Allitasbol adédik, hogy

P

o

> x(to) = gfo(x(to —T)) > —g,

fennallnak, amibdl |x(typ — 7)| < 1 kovetkezik. Innen kapjuk, hogy x(tp — 7) = %x(to)
fennall. Az x folytonossagabdl kovetkezik, hogy létezik € > 0, melyre

x(t) = —ax(f) + Bx(t — 1)
teljestil minden t € (ty — ¢, to + ¢) esetén. Igy (o) létezik és
f(to) = —DCX(tQ) + ‘BX(to - T) = ﬁf((to — ’L’).
Indirekt médon tegyiik fel, hogy %(to) = 0. Ekkor a fenti egyenletekbdl kapjuk, hogy
X(to— 1) =0ésx(tp— 1) = %x(to). Ha x(t9) = 0 lenne, akkor x(ty — 7) = 0 ad6dik, ami
ellentmond a 2.10. Tétel (ii) és (iii) allitdsanak, igy feltehets, hogy x(to) # 0. Ekkor

o

B

|x(to — 1) = Zx(to)| <1
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adodik. Felhasznalva az el6z6eket, valamint a 2.13. Tétel (iii) 4llitdsat kapjuk, hogy x-nek
nem lehet (t) — 7)-ban szigoru (helyi) széls6értéke. Az |x(to — 7)| < 1 egyenlStlenségbdl
kovetkezik, hogy %(t) — T) létezik és igy a fentiek szerint zér6 kell, hogy legyen, hiszen
maskiilonben itt szélséértéke lenne x-nek, ami ellentmonddshoz vezetne.

Ezek utén indukciéval ad6dik, hogy barmely n € IN esetén x(tg — nt) = (%)nx(to)
és x(to — nt) = 0 teljesiil. Az x periodikus, igy barmely n € IN esetén létezik t, € [0, Ty],
hogy x(t) = x(to —nt). Legyen t,, egy konvergens részsorozat t* hatarértékkel. Kihasz-
ndlva x és x folytonossagat, kapjuk, hogy x(t*) = lim; e x(t4;) = lim; ;e (%)”fx(to) =0
és x(t*) = 0, amibdl x(t* — 7) = 0 azonnal adddik. Ez ellentmond a 2.10. Tétel (ii) és

(iii) allitasainak. Ezzel az ellentmondéssal a lemmat belattuk. O

2.19. Definicié. Legyen x : R — R egy folytonosan differencidlhat6, periodikus fiigg-
vény, T, minimélis periédussal. Nevezziik az X: [0, Ty] 3 t — (x(t), %(t)) € R? gorbét

az x fliggvény D-trajektoridjanak.

A kovetkezd tételben a 2.13. Tétel allitasait egészitjiik ki a (2.15) egyenlet nemkons-

tans periodikus megolddasaira vonatkozo két fontos tulajdonsaggal.

2.20. Tétel. Legyen x: R — R egy nemkonstans periodikus megolddsa a (2.15) vagy a (2.16)
egyenlet valamelyikének. Jelolje Ty > 0 a minimdlis periddust, X pedig a megoldds D-trajektdri-

djdt. Ekkor igazak a kovetkezd dllitdsok :
(i) t — X(t) egyszerii, zdrt girbe, tovdbbd 0 € int(X);

(ii) létezik tg € R és t1 € (to, to + Tx), hogy 0 < x(t) bdrmely t € (to, t1) esetén, tovidbbd
x(R) = [x(t0), x(t1)] és x(t) < O bdrmely t € (t1,to + Ty) esetén.

Az utébbi tulajdonsdgra tgy fogunk hivatkozni, mint a nemkonstans periodikus

megoldasok monotonitdsi tulajdonsdga.

Bizonyitds. Harom esetet kiilonboztetiink meg. Ha a (2.16) egyenletrdl van sz6, akkor
mindkét éllitds kovetkezik a 2.14. TételbSl. Az fg € S esetre a fentiek kovetkeznek
Mallet-Paret és Sell [47] 4ltalanos eredményeibdl. A szakaszonként linedris fz = Bfo
visszacsatolds esetén a (ii) allitds kovetkezik a 2.13. Tétel (iii) 4llitdsdbol és a 2.18. Lem-
mabol. Az (i) 4llitds a periodicitds, valamint a 2.12. Tétel és a (ii) llitds kovetkezmé-

nye. O

Ahogy kordbban mar utaltunk ra, Gy6ri és Hartung bebizonyitottak, hogy fs = Bfo
és o > B > 0 esetén a (2.15) egyenlet minden megolddsa egyensulyi helyzethez tart
(lasd [23]). Ezek utdn Vas megmutatta [66] cikkében, hogy & = B > 0 esetén ugyanez
a helyzet, valamint, hogy ha By = Bo(a, T) olyan, hogy T4/B3 — a2 + arccos By = 27 és
B > PBo, akkor az egyenletnek létezik periodikus megoldasa, melyre V& = 2. Nyitva
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maradt a kérdés, hogy & < B < B esetén létezik-e — ilyen — periodikus megoldas. Az
alabbi tételtinkbdl kovetkezik, hogy ekkor nem létezik nemkonstans periodikus megol-
das. Megjegyezziik, hogy az alabbi tétel bizonyitasa minimalis véltoztatdsokkal végig-
vihet6 negativ visszacsatolds esetére is, igy a lentivel analdg tételt kapunk. Ugyanigy
csak a pozitiv visszacsatoldssal foglalkozunk a 2.22. és a 2.23. Tételek esetében is. A rész
eredményeit Osszefoglald 2.27. Tételben kimondjuk a pontos &llitdsokat mind a pozitiv,

mind a negativ visszacsatoldsu esetre.

2.21. Tétel. Tegyiik fel, hogy fg = Bfo, valamint, hogy «, B, T > 0 és k € IN rogzitve vannak
oly médon, hogy v < 2kt fenndll, ahol v a (2.17) 0sszefiiggés dltal definidlt. Ekkor a (2.15)

eqyenletnek nem létezik olyan periodikus x megolddsa, melyre V. (x) = 2k teljesiilne.

Bizonyitds. A bizonyitds a Cao—Krisztin-Walther-féle technikéval torténik (lasd [8, 36]).
A bizonyitas — ahogy az ut6bbi cikkben is — két {6 esetre bomlik. Az els6 eset taglaldsa
szinte sz szerint megegyezik az ottani 3.4. Tétel bizonyitdsanak elsd részével, de a tel-
jesség kedvéért — és mert az elsd részben szerepel sok minden, amit aztdn a masodikban
is hasznélni fogunk — a gondolatmenetet megismételjiik. A technikai nehézségek f6leg a
masodik esetnél jelentkeznek és abbdl fakadnak, hogy fz nem mindentitt differencialha-
t6, nem szigortian monoton noévekvd, illetve hogy az S fliggvényosztéaly definicijdban
szerepl6 konvexitdsi feltétel sem teljesiil ebben az esetben.

A bizonyitas indirekt médon fog torténni. Tegyiik fel tehat, hogy x: R — R egy nem-
konstans periodikus megoldésa a (2.15) egyenletnek és V. (x) = 2k. Jelolje X és Ty az x
D-trajektoriajat, valamint minimélis periddusét, tovabba legyen

2k — arccos §

A 2.14. Tételbdl kovetkezik, hogy létezik y: R — R periodikus fiiggvény, melyre
y(t) = —ay(t) +py(t — 1), (2.19)

és V;*(y) = 2k teljesiil, tovdbba barmely A > 0 esetén Ay is ugyanezen frekvenciatarto-
manybdl val6 nemkonstans periodikus megoldésa a (2.19) egyenletnek.
Ezek szerint létezik olyan z: R — R nemkonstans periodikus megoldésa a (2.19)

egyenletnek, melyre
|Z| C | X|Uext(X) és |Z|NI|X|# D,

ahol Z a z D-trajektoriajat jeloli. Jeloljiik z minimaélis periédusét T.-vel. Az altalanossag

megszoritasa nélkiil feltehets, hogy X(0) = Z(0), azaz

x(0) = z(0) és  x(0) = 2(0).
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Kihasznélva x, z, X és Z folytonossdgat és a megolddsok specidlis szimmetridjat, feltehet,

hogy x(0) maximalis abban az értelemben, hogy
x(0) = max{x(t): t € R, X(t) € |Z] és x(t) > 0}. (2.20)

1. eset: ¥(0) = 2(0) = 0. Felhaszndlva, hogy x és z megoldasok is rendelkeznek
a szigorti monotonitdsi és specidlis szimmetriatulajdonsdgokkal, ezért feltehetd, hogy
x(0) = z(0) = d > 0, tovdbba adédnak a kovetkezok:

d= t) = t), —d=minx(t) =minz(t),
TR =~ =) = i)

X

X(t) >0 béarmely — T? <t <0 esetén,
z(t) >0 barmely — % <t <0 esetén,
X(=Ty/2) = —d, #(~T./2) =0, z(~T./2)=—d, 2(~T./2)=0.
Vezessiik be a kovetkezd jelolést: T* = min{ Ty, T-}.
Allitas: z(s) < x(s) fennall barmely s € [~T*/2,0] esetén. Az allitds bizonyitédsa:

jelolje x~! és z7! rendre a [Ty /2,0] 3 t —~ x(t) € Rés [-T:/2,0] > t — z(t) € R fiigg-

1

vények inverzeit. Ekkor x~! és z7! értelmezési tartomdanya egyarant [—d, d]. Definiljuk

a kovetkezd fliggvényeket:
¢y: [—d,d] du— x(x (u) ER és ¢,: [—d,d]2u—z2(z ' (u) €R.

Ekkor
O, ={X(t):t€[-T:/2,0]} és Q,={Z(t):t€[-T./2,0]},

ivek rendre egybeesnek a kovetkezd fliggvénygrafikonokkal:

[, ge(w) s ue [~d,dl} e {(w¢.(uw):ue[—dd}
Felhaszndlva x és z specidlis szimmetridjat nyerjiik, hogy
gy

int(X) ={(uw,v) :ue(—dd), —p(—u) <v < pr(u)}.
|Z| C |X|Uext(X) osszefliggésbdl nyerjiik, hogy

$x (1) < ¢p.(u) barmely u € [—d,d] esetén.
Teljesiilnek tovabba az alabbiak:

x(t) = ¢x(x(t)) béarmely t € [—T,/2,0] esetén,
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és
Z(t) = ¢,(z(t)) barmely t € [-T./2,0] esetén.

Felhaszndlva a fentieket, és hogy Z(t) > 0 teljestil barmely t € (—T,/2,0) esetén, kapjuk,
hogy tetszdleges — % < s; < s, < 0 értékekre

= dt:SZ—Sl

[ e )
2(s1) Pz (u) s P=(z(t))

teljestil. Hasonl6an
x(s2) 4 T
/ L §p —s; barmely — 7’( < 81 < sp < 0 esetén.

x(s1) Pz(u)

Az x és z megoldasok 0-ban val6 folytonossagédbodl kovetkezik, hogy

4 du ) ,
/Z(s) o-(u) —s bérmely s € (—T./2,0] esetén,

és . | |
/x(s) Pe(u) —s barmely s € (—Tx/2,0] esetén.

Igy s € (—T*/2,0] értékekre azonnal ad6dik, hogy

d du 4 du
/z<s> ¢=(u) /x<s> (1)’

Felhaszndlva, hogy 0 < ¢»(u) < ¢.(u) teljesiil a (—d,d) intervallumon, kapjuk, hogy
z(s) < x(s) barmely s € (—T*/2,0] esetén. Mivel x és z folytonosak, ezért az éllitdsunkat
bebizonyitottuk.

Ha T, > T, lenne, akkor a fenti allitasbol és az x(—Ty/2) = —d Osszefiiggésbol kap-
juk, hogy z(—Tx/2) < x(—Ty/2) = —d, ami lehetetlen, hiszen ekkor —T,/2 < —Ty/2 <
0,z(~T./2) = —d és 2(t) > 0 barmely t € (—T,/2,0) esetén. Igy

TZ S Tx.

A 2.13. és a 2.20. Tételbdl kovetkezik, hogy x és z zérushelyei egyszeresek, és fél
periédusnyira vannak egymdstol. Mivel V" (x) = V;*(z) = 2k, igy

A 2.10. Tétel (ii) és (iii) allitdsait felhaszndlva kapjuk, hogy

A fenti Osszefliggést, valamint a T < r és T, < T, egyenl6tlenségeket kihasznalva nyer-
jik, hogy
(k=3 T < (k—3)Tx <T<r <kl <kTy, (2.21)
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és igy a
— k< -r<-1<—(k—HT (2.22)

egyenl6tlenséghez jutunk. Mivel z(¢) > 0 barmely t € (—T./2, 0) esetén, valamint z

periodikus és rendelkezik a specidlis szimmetriatulajdonsaggal, igy
2(t) <0 barmely —kT. <t < — (k— 1) T, esetén.
Ebbdl és a (2.22) egyenl6tlenségbdl nyerjiik, hogy
z(—r) > z(—71).

Felhaszndlva ismét z periodicitasat és specidlis szimmetridjat kapjuk, hogy

z2(-7) =z(—T+kT.) = —z (—t+ (k—3) T2) ..
Ismét (2.22)-b6l nyerjiik, hogy

—— < -1+ (k=3)T: <0.

2

Ezek az egyenl6tlenségek, T* = T, valamint a fentebb bizonyitott dllitdsunk kovetkez-
ményeképp
2(-T+(k—3)T) <x(-1+ (k—3) L)

adodik. A (2.21) egyenl6tlenség és T, < T, kovetkezményeként kapjuk, hogy

—% < —%< T+ (k-3 T.< -1+ (k—3)Tx <O.

Mivel x szigortan monoton névekvé a [—Ty /2, 0] intervallumon, ezért
x(—t+ (k- %) T.) <x(—t+ (k— %) Tx) .
Kihasznélva most x periodicitdsat és specidlis szimmetridjat nyerjiik az aldbbi 0sszefiig-

gést:
x(—t+ (k—3) Tx) = —x(—T+kTy) = —x(—7).

Kovetkezésképp

Azt = el T) 2 e )T g,
2

> —x (=14 (k—3) Ta) = x(—1).
Hasznéljuk ki, hogy x és z rendre a (2.15), valamint a (2.19) késleltetett differenciél-
egyenletek megoldasai, illetve hogy x%(0) = z(0) = 0 és x(0) = z(0) = d > 0 teljestilnek.
fgy a
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pz(=r) = Bfo(x(=1)) < px(—1)

egyenlStlenségekhez jutunk, ami ellentmond (2.23)-nak.

2. eset: ¥(0) = z(0) # 0.

Legyen ¢ = x(0) = z(0). Ekkor a (2.20) tsszefiiggésnek koszonhetben, ha € > 0 elég
kicsi, akkor x(f) > 0 és z(t) > 0 teljesiil minden |t| < € esetén, és létezik § = J(e) > 0

1

hogy x~! és z~! inverzek értelmezve vannak a (c — J, ¢ + ) intervallumon és azt a (—¢, ¢)

intervallumba képezik. Az 1. esethez hasonléan, definidljuk az alabbi fliggvényeket:

Ne: (c—6,c+08) > uw x(x(u)) € (0,00),
i (c=6,c+8) >u— z(z 1 (u)) € (0,00).

Mivel z a (2.19) egyenlet megoldasa, igy kétszer (akarhanyszor) folytonosan differenci-
alhato és q S ()

o) = 27 0) o7 ) = S
teljestil minden u € (¢ — J,c + ) esetén. Specidlisan

Z(0
16 = g .29
Megkiilonboztetiink két tovdbbi esetet x(—T) értéke szerint.
2.1. eset: [x(—7)| # 1. Ha x(—7) > 1 vagy x(—7) < —1, akkor, mivel x folytonos,
ezért ¢ alkalmas vélasztdsaval elérhets, hogy x(t —7) > 1 vagy x(f — 7) < 1 rendre
teljestiljon |t| < € esetén. Hasonl6an, ha |x(—7)| < 1, akkor e valaszthat6 ugy, hogy

|x(t)| < 1 fennalljon barmely |¢| < e esetén. Igy minden esetben #(x~1(u)) 1étezik, és

o Rw) ) ,
ne(u) = HT(w) teljestil barmely u € (¢ — 6, ¢+ 0) esetén.
Specialisan
/ %(0)
x C)= ——. 2.25
15(¢) = 30) (2.25)
Az

{(u,nx(u)):ue(c=95,c+d)}, és {(un(u)):ue(c—906c+9)}
fiiggvénygrafikonok rendre |X| és |Z| egy-egy darabjat adjék. Mivel |Z| C |X|U ext(X)
és (¢, 1x(c)) = (¢, 112(c)), igy

() = 1,(c)
adodik, amit a x(0) = 2(0) Osszefiiggéssel, valamint a (2.24) és (2.25) egyenletekkel
Osszevetve kapjuk, hogy
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A (2.15) és (2.19) egyenleteket egy tetszbleges t € (—¢, ¢) pontban differencidlva a kovet-
kez6 egyenleteket kapjuk:

¥(t) = —ak(t) + Bfo(x(t — 1))x(t — 1),

(2.26)
Z(t) = —az(t) + Bz(t —r).
Az %(0) = Z(0) és x(0) = 2(0) osszefiiggéseket felhaszndlva kapjuk, hogy
2(=r) = fo(x(=1))x(-7). (2.27)

Mivel x és z rendre a (2.15) és (2.19) egyenletek megoldasai, valamint X(0) = Z(0), igy

fo(x(—71)) = z(—r). (2.28)

Vegyiik észre, hogy |x(—T)| < 1, hiszen ellenkez esetben (2.27) és (2.28) egyenle-
tekbdl z(—r) = 0 és |z(—r)| = 1 adédna, ugyanakkor z monotonitdsi, valamint x és z
specidlis szimmetriatulajdonsdgaib6l kapjuk, hogy

) = — =1< — < t),
é?&‘%‘z]z() |z(—7)| | ( T)Lg(gﬁ]X()

ami ellentmond annak, hogy |Z| C |X| U ext(X).

Tehat feltehets, hogy |x(—7)| < 1. Ekkor a (2.27) és a (2.28) egyenletekbdl a
z(—r) = %(—71) és a z(—r) = x(—71) Osszefuiggések adddnak, vagyis X(—1) = Z(—r).
Csakugy, mint az 1. esetben, kapjuk, hogy

(k=D Te<t<kTy és (k—3%)T.<r<kT.
Az x specidlis szimmetridjabol kapjuk, hogy
X(=7) € {(x(t), 1(1)) : L € (0, T2/2)}.

Az X(0) = Z(0) megvalasztasabol (maximalitési tulajdonséag, lasd (2.20)) és a speciélis
szimmetridbodl kovetkezik, hogy x(—7) = z2(—r) < 0 fennall.

Azt éllitjuk, hogy az X(0) = Z(0), x(—7) = z(—r), ¥(—7) = 2(—r) < 0 és
|Z| C |X|Uext(X) Osszefliggések fenndlldsdabdl kovetkezik, hogy létezik t* € (0,¢),
melyre

x(t) <z(t"), x(t"—1)>z(t" —r) és x(t*) < z(t).

Az 4llitds bizonyitdsa: tetszSleges & € (0,6) esetén legyen t.(dy) = x1(c + &),

valamint t,(6y) = z~!(c + &y). Emlékeztetiink rd, hogy J-t levezetésiinkben fentebb de-

finidltuk, és az x1 és z7! inverz fiiggvények (c —6,c + J) intervallumon értelmezve

vannak. Az 1. esetben bemutatott gondolatmenet segitségével a kovetkezSkre jutunk:

C-HS() du C+50 du
— t.(dy), valamint / — t.(50).
/C neCl) +(60), valamin i ) 2(0)
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Az X(0) = Z(0) metszéspont megvalasztdsa miatt

(1) < 172()

kovetkezik barmely u € (c,c + &) vélasztasa esetén. Osszevetve ezt a fenti egyenletek-
kel, arra jutunk, hogy t,(dy) > t.(d), és igy a szigort monotonitds miatt x(¢.(dp)) <
x(tx(60) = do = z(tz(dp)) adodik. Legyen tg = t,(6/2). Mivel Jy tetszbleges volt és
t, folytonos, igy x(t) < z(t) teljestil barmely t € (0,ty) esetén. Definidljuk a kovet-
kez6 két fuggvényt: u,v: R — R, u(t) = —x(t — 1) és v(t) = —z(t —r). Ekkor fg
pératlansagébol kapjuk, hogy u és v rendre (2.15) és (2.19) egyenletek periodikus meg-
oldasai, valamint #(0) = ©(0) és 1u(0) = ©(0) > 0. A fenti gondolatmenetet kovetve
arra jutunk, hogy létezik t; < to, hogy u(t) < v(t) barmely t € (0,;) esetén, vagy-
is x(t — 1) > z(t — r). Megjegyezziik, hogy itt nem tudunk szigoru egyenl6tlenséget
allitani, mivel #(0) = v(0) nem feltétlen rendelkezik a (2.20) dsszefliggéssel anal6g ma-
ximalitdsi tulajdonsaggal. Végezetiil tegyiik fel indirekten, hogy barmely s € (0, )
esetén x(s) > z(s) teljesiil. Ez azonban lehetetlen, hiszen ekkor barmely ¢t € (0, t;)-re
x(t) = x(0) + fot %(s)ds > z(0) + fotz'(s) ds = z(t), ami ellentmondés. Ezzel az allitast
belattuk.
Tehat feltehets, hogy t* € (0, ¢) olyan, hogy

x(tY) <z(t*), x(t"—71)>z(t"—r) és x(t") < z(t")

teljesiilnek. Mdsfeldl, ha a (2.15) és (2.19) egyenleteket a t = t* helyen vizsgaljuk és

felhaszndljuk a fenti els két egyenl6tlenséget, akkor a kovetkez6khoz jutunk:

£(#) = —ax(t") + Bfo(x(t* — 7))
= —ax(t*) + px(t* — 1)
> —az(t*) 4 Bz(t* —r)
= z(t").
Ez ellentmond x(t*) < Z(t*) egyenl6tlenségnek, tehdt a 2.1. esetet kizdrhatjuk.

2.2. eset: |x(—7)| = 1. El6szor is vegyiik észre, hogy ebben az esetben a (2.15) és
(2.19) egyenletekbdl, valamint S(0) = Z(0) feltevésbdl kovetkezik, hogy

x(—7) =z(—-r)=1 vagy x(—71)=z(-r)=-1

Vegyiik észre, hogy a (2.18) egyenl6tlenségbdl, valamint a 2.14. Tételbdl kovetkezik,
hogy az

y(t) = —ay(t) + py(t — 1) (2.29)
egyenletnek nincs olyan periodikus megoldasa, amelyre V- = 2k lenne. Ebbdl kovetke-

zik, hogy ha x egy olyan periodikus megoldasa a (2.15) egyenletnek, melyre V" (x) = 2k,
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akkor sziikségképpen
r}éaﬂzxx(t) >1 és I}é}f{lx(t) < -1, (2.30)
hiszen méskiilonben x periodikus megolddsa lenne a (2.29) egyenletnek is, ami ellent-
monddshoz vezetne.
Ebbdél és x szigorti monotonitasi tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy a kordbban defi-

nialt € és ¢ véalaszthatok tgy, hogy

x(t—71)>0 vagy x(t—17)<0 (2.31)

teljestiljon barmely ¢ € (—¢, ¢) esetén. Igy 17} (u) = #(x~1(u)) /% (x (1)) létezik barmely
ue (c—0s,c+96)\ {0} esetén. Ezt dsszevetve (2.26) egyenlettel, kapjuk az aldbbiakat:

lim T ) () és lim 7X(x_1(u))
ure X(x~1(u)) uve X(x71(u))
létezik, mi tobb
lim ¥(xt(u)) — lim £(t) _ limypo X(t)
ure X(x~Y(u)) 170 x%(t) x(0)

és

o —1 o . .
o £ETN) - 5(0)  limio (1)

uve X(x~M(u)) o0 X(t) x(0)
Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:

ihie) = 2 s gpfen) = e

Mivel 1x(c) = n2(c) és |Z] € | X| Uext(X), ezért
My(c=) > 12(c) = ni(es),
vagy ami ezzel ekvivalens,

i () > 5(0) > lim (f).
lt%\ ¥(t) > Z(0) > 13{51 X(t)

Felhaszndlva (2.26) egyenletet, ezt irhatjuk a kovetkezdképp is:
tim[—ax(t) + Bfy(x(t — 7)x(~7)] > ~a(0) + p2(~1)
> lim(-at(t) + Bfy (x(t — 1) (-7}
Mivel x folytonos, igy ez ekvivalens az aldbbival:

(—=7) -lim f(x(t — 7)) > 2(—r) > *(—7) - lim fj(x(t — 7)),

£70 £\0

ami a (2.31) allitdsnak koszonhetden valamelyik aldbbi alakra hozhat6:

0>z(—r)>x(—1) vagy 0<z(—r)<zx(—1).
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Ezt dsszevetve a (2.23) egyenl6tlenséggel, valamint a |Z| C |X| U ext(X) Osszeftiggéssel,
nyerhetjiik, hogy
X(—1) = Z(—r).

X(0) valasztasabol adéddan x(—T) nem lehet pozitiv vagy zéro, igy feltehetd, hogy
x%(—7) = z(—a) < 0. Ekkor a 2.1. esethez hasonléan ad6dik, hogy létezik t* € (0, ¢),
melyre

(1) <z(t"), x(t"—71)>z(t"—r) és x(t") < z(t")

fennallnak. Vegytik észre, hogy (2.31)-b6l, valamint x(—7) < 0 és |x(—7)| = 1 Osszefiig-
gésekbdl kovetkezik, hogy x(t* — ) < 1. Ebbdl specidlisan Bx(t* — 1) < Bfo(x(t* — 7))

is adédik. Figyelembe véve t* megvélasztasat, a kovetkezdket nyerjiik:

£(t) = —ax(t") + Bfo(x(t" — 7))
> —ax(t) + px(t* — 1)
> —az(t) 4+ Bz(t* —r)
= z(t"),

ami ellentmond az x(t*) < z(t*) egyenl6tlenségnek, igy |x(—7)| nem lehet egyenls 1-

gyel sem. Ezzel a bizonyitasunk teljes. ]

2.22. Tétel. Tegyiik fel, hogy fg = Bfo, valamint, hogy a, B, T > 0 rogzitettek oly mddon, hogy
T B> —a? + arccos% # 201 semmilyen ¢ € IN esetén. Ekkor bdrmely k € IN szdmra a (2.15)
eqyenletnek legfeljebb egy olyan periodikus pdlydja létezhet, amelyre V& = 2k teljesiil.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy x; és x, is nemkonstans periodikus megolda-
sai a (2.15) egyenletnek T; illetve T, minimélis periédusokkal, melyekre V. (x;) =
Vi(xp) = 2k és {x1; : t € [0,T1]} # {xo; : t € [0,T»]} fennall. Azt allitjuk, hogy
|X1| # | Xz|. Indirekten tegytik fel, hogy |X1| = |Xz|. Ekkor az el6z6 tétel els6 részében
folytatott érvelésb6l adédna Ty < T, és ugyanugy 1o < T; is, ahonnan T; = T, kovet-
kezik, tovabbd x1(s) < xa(s) és x2(s) < x1(s) is igaz lenne minden s € [—T1/2,0] =
[—T>/2,0] esetén. Ezek utan a specidlis szimmetriatulajdonsagbdl ad6dik az ellentmon-
das. Igy felhasznélva a 2.20. Tétel (i) allitésat, feltehetjiik, hogy |Xz| Nint(X;) # @, mi
tobb, létezik v > 1 konstans, melyre 7| Xa| C ext(X7) U |X1] és 7| Xa| N |X3]| # D teljesiil.
Legyen x = x1 és y = yx;. Egyszer(i szamolassal kapjuk, hogy y az alabbi késleltetett

differencidlegyenlet T, = T, periédusti megoldésa:

y(t) = —ay(t) + Byfoly(t — 1) /7). (2.32)

Vildgos, hogy x a (2.15) egyenlet T, = T; periédust megoldédsa és hogy V. (x) =
V7 (y) = 2k. Innentdl kezdve a bizonyitas csak néhany technikai részletben tér el az

el6z6 tételétdl, igy ezekre fogunk fokuszalni.
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Az éltalanossag megszoritdsa nélkiil feltehet, hogy X(0) = Y(0) és
x(0) =max{x(t): te R, X(t) € |Y| és x(t) >0}, (2.33)

ahol X és Y a megfelel6 D-trajektoridkat jeloli. Ismét két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: %(0) = y(0) = 0.

Az el6z6 tétel bizonyitdsaban bemutatott gondolatmenettel itt is megmutathato,
hogy T, < Ty és y(s) < x(s) barmely s € [—T,/2,0] esetén. Azt &llitjuk, hogy ebben

az esetben az els6 egyenl6tlenség szigort, vagyis
T, < Tx.

Tegyiik fel, hogy ez nem teljestil, vagyis T, > T, ami ebben az esetben ekvivalens azzal,
hogy T, = T,. Igy az is kovetkezik, hogy y(s) < x(s) barmely s € [—T,/2,0] esetén.
Felhasznélva az el6z8 bizonyitas érvelését és jeloléseit, kapjuk a kovetkezbt:

s—Tx/Zz/x(S)ldu > /x(S)ldu > /y(S)ldu:s—T /2=5-T,/2

—d x(u) T Jea py(u) T S py(u) ! o
barmely s € [—Ty/2,0] esetén. A fenti sorban tehét az dsszes egyenlétlenség egyenlGség-
re cserélhet6, amibdl — felhaszndlva a periodicitdst és a specidlis szimmetriat — ad6dik,
hogy
x(s) = y(s) barmely s € R esetén .

Ebbél x(s) = y(s) is kovetkezik minden s € R értékre. Emlékeztetiink rd, hogy ¢ € IN :
Ty/p? — &% +arccos § = 2(7 feltevésiinkbdl, valamint a 2.14. Tételb6] kovetkezik, hogy

x nem megoldasa a linearizalt
Z(t) = —az(t) + Bz(t — 1)

egyenletnek. Mds szavakkal, 1étezik sy € R, melyre x(sp) > 1. A folytonossdgnak ko-
szonhetSen sy valaszthaté tgy, hogy 1 < x(sp) < 7 fennélljon. Mivel x és y rendre

a (2.15) és a (2.32) egyenlet megoldésai, igy a kovetkezdket kapjuk:
%(so+ 1) = —ax(so+ 1)+ Bfo(x(so)) = —ax(sp+ 7) + B,
valamint
y(so+ 1) = —ay(so+ ) + vBfo(y(s0)/v) = —ax(so + 7) + vBfo(x(s0) / 7)
= —ax(sp+ T) + Bx(so) > —ax(sp+ 7) + B.

Ez ellentmond az %(sp + T) = y(so + T) egyenletnek, ami igazolja, hogy T, < Tx.

A 2.17. Allitdsbol és a t = 0 helyen a (2.15) egyenletb&l adédik, hogy | fo(x(—7))| < 1,
amibdl |x(—7)| < 1 kovetkezik. Ezek utdn, felhasznalva, hogy %(0) = y(0), valamint
hogy x és y rendre kielégitik a (2.15) és a (2.32) egyenleteket, az alabbihoz jutunk:

1Bfo(y(=7)/7) = Bfo(x(=1)) = px(—1).
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Ebbdl azonnal adédik, hogy

—1 < 2foly(=1)/7) = x(-7) <1,

amibdl x(—7) = y(—71) kovetkezik. Masfel6], ahogy az el6z6 tétel bizonyitasaban, itt is

belathat6, hogy
—kTy < =kTy < 1< — (k=) Tu < — (k— 3) Ty.

Felhasznalva most a monotonitasi és a specidlis szimmetridra vonatkozé tulajdonsdgo-

kat, valamint a T, < T, egyenl6tlenséget, az aldbbiakat nyerjtik:
y(—=1) = —y(—t+T,/2) > —x(—1+T,/2) > —x(—7+ Tx/2) = x(—7),

ami ellentmondaés, igy az %(0) = y(0) = 0 eset nem fordulhat el&.

2. eset: x(0) = y(0) # 0. Legyen most is ¢ = x(0) = y(0). Ahogy az el6z6 bizo-
nyitasban is, itt is feltehet6, hogy € > 0 és 6 > 0 olyanok, hogy x(f),(t) > 0 teljestil
minden t € (—¢,¢) esetén. Ekkor az x ™! és y~! inverz fiiggvények értelmezve vannak a
(c — d,c + 0) intervallumon. Csakugy, mint ott, ezuttal is definidljuk a kovetkezd két

fuggvényt:
Ne: (c—=8,c+0) > ur x(x(u)) €R,
ny: (c—0,c+8) dur—ryy ' (u)) €R.

Vegyiik észre, hogy az X(0) = Y (0) sszefiiggésbdl, valamint a (2.15) és (2.32) egyen-
letekbdl kovetkezik, hogy

folx(=1)) = 7foly(=7) /7).

Tgy [fo(y(—7)/7)| < 1/9 < 1 teljesiil. Mivel y és f; folytonosak, igy ¢ valaszthaté tgy,
hogy [fo(y(—7)/7)| < 1 teljesiiljon minden t € (—¢, €) esetén és igy ezen az intervallu-

mon a (2.32) egyenlet a kovetkezd formét olti:

y(#) = —ay(t) + py(t — 7). (2.34)

Ezek szerint y kétszer (akdrhdnyszor) differencidlhat6 a (—¢, ¢) intervallumon, ezért a

kordbbiakban mar latott médon adédik, hogy

1) = 10

A bizonyitds hatralevs része megegyezik az el6z6 tételbeli levezetéssel, azzal a kii-

lonbséggel, hogy z-t és r-et mindenhol rendre y-nal és T-val kell helyettesiteniink. [

2.23. Tétel. Tegyiik fel, hogy fg = Pfo, valamint, hogy a, B, T > 0 rogzitettek és valamely
k € IN egészre T\/p> — a® + arccos% = 2kt fenndll. Ekkor nem létezik olyan periodikus x
megolddsa a (2.15) egyenletnek, melyre max x(t) > 1és V7 (x) = 2k teljesiilne.

S
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Bizonyitds. A gondolatmenet ismét indirekt. Tegytik fel, hogy 1étezik x periodikus meg-
oldés, melyre V (x) = 2k teljesiil és létezik so, hogy x(sp) > 1 fennall. Ekkor csakugy,
mint a 2.21. Tétel bizonyitdsaban, y valaszthat6 a linearizalt egyenlet olyan periodi-
kus megoldédsanak, melyre V. (y) = 2k és a vonatkoz6 D-trajektoridk kozt fenndll az
Y| C |X|Uext(X) és az

kell kezelni, mint az el6z6 bizonyitasokban. Az elsé esetben, a kordbbi jeloléseinket

Y| N |X| # @ osszefiiggés. A két esetet itt is pontosan ugy

megtartva adédik, hogy T, < Ty. Az x(sg) > 1 egyenl6tlenséget kihasznélva az el6z6
bizonyitasban latottak szerint ad6dik, hogy T, < T, ami ezuttal is ellentmondashoz
vezet.

A masodik eset kezeléséhez vegyiik észre, hogy a 2.21. Tétel bizonyitdsdnak vonatko-
20 részében sehol sem hasznaltuk ki az r > T Osszefliggést, igy az érvelés itt is megallja

a helyét, vagyis ellentmonddsra jutunk ebben az esetben is. O

2.4.3. Periédusfiiggvény, elegendd feltétel 1étezésre

Tegytik fel, hogy B > a > 0 rogzitettek. Ekkor a 2.15. Tételnek, illetve a 2.14. Tételnek és

a [66] dolgozatnak értelmében, ha

27T — arccos %
B2 — a2

akkor a (2.15) egyenletnek — az id6valtozoé eltolasabol fakado kiilonbségektdl eltekintve

T>T1" =

4

— létezik egyetlen V" = 2 tipust periodikus megoldésa. Az fz = Bfy esetben, ha T = 7%,
akkor a periodikus megoldas konstans szorzé6tol (és eltoldstol) eltekintve egyértelmdi,
igy mind a sima, mind a szakaszonként linedris visszacsatoldst esetben értelmes a mi-
nimalis periédusrél mint a késleltetés fliggvényérdl beszélni. Az értelmezési tartomany
a sima esetben (7%, 00), mig fg = Bfo esetén [T, c0). Ezt a fliggvényt fogjuk periddusfiigg-
vényként emlegetni és T(7)-val jelolni.

Az aldbbi, Krisztin és Walther [36] cikkébdl idézett tételre sziikségiink lesz a 2.25. Té-
tel bizonyitasdhoz. Ott csak a pozitiv visszacsatolasu esetre bizonyitjdk az allitast, de az

konnyen atvihet6 a negativ esetre is.
2.24. Tétel. Legyen r > T >0, « >0, 6 € {—1,1}, f € Sés g: R — R egy folytonosan
differencidlhato, pdratlan fiigguény, melyre teljesiil, hogy

. 88 _ f(©)

Tegyiik fel, hogy x és z nemkonstans periodikus megolddsai az x(t) = —ax(t) + o f (x(t — 1)),

bdarmely ¢ > 0 esetén.

illetve a z = —az(t) + 6g(z(t — r)) késleltetett differencidlegyenleteknek. Jeldlje € az ¢ elGjelét,
X és Z pedig a megfelel6 D-trajektéridkat, és tegyiik fel, hogy VEi(x) = VF(z) > 0. Ekkor a

kovetkezd eset nem fordulhat eld:

1Z| C |X|Uext(X), |Z|N|X|#D és v|Z| Cext(X) bdrmelyy > 1 esetén.
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Kovetkez6 tételiink adja majd a periddusfiiggvényre vonatkoz6 2.26. Tétel bizonyi-
tdsanak lényegét és tulajdonképpen azt allitja, hogy egy periodikus megolddsnak anndl

nagyobb a D-trajektoridja, minél nagyobb a késleltetés az egyenletben.

2.25. Tétel. Legyen a, B, fg, valamint Ty, Tp rogzitettek és 0 < 7y < To. Legyenek tovdbbd x,
és xp eqyardnt a (2.15), T = 7;, i € {1,2} késleltetésti eqyenleteknek nemkonstans periodikus
megolddsai, X; pedig jelolje az x; D-trajektéridjdt. Jelolje tovdbbd € a + vagy a — szimbdlum

egyikét, aszerint, hogy a visszacsatolds pozitiv vagy negativ. Ekkor, ha Vi (x1) = V£, (x2), akkor
|X2| C ext(Xl) U |X1| és |X2’ ﬂext(Xl) 75 @.

Bizonyitds. Tegytiik fel, hogy a visszacsatolds pozitiv. Negativ visszacsatolds esetén az
allitas teljesen analég médon igazolhato.

Tegytik fel indirekten, hogy az allitds nem igaz. Ekkor a 2.22. Tétel bizonyitdsanak
legelején folytatott érvelésbdl adodik, hogy |X1| # |X»| teljestil, igy feltehetjiikk, hogy
| X2| Nint(Xy) # @. Ekkor létezik v > 1, melyre

YIXa| Cext(Xy)U|Xq1| és y|Xo|N|Xy| #D

teljesiil. Ekkor legyen y(t) = yx2(t) minden t € R esetén. fgy kapjuk, hogy y kielégiti
az y(t) = —ay(t) + g1(y(t — 1)) késleltetett differencidlegyenletet, ahol g1 (&) = 7y f/g(%)
altal definidlt minden ¢ € IR esetén. Ha a szokott médon, Y-nal jeloljiik a megoldés

D-trajektoridjat, akkor fennallnak a kovetkezok:
Y| Cext(X) U Xy s YN |Xi] £,

tovabba ¢1(0) = B és V; (x1) = Vi, (y) > 0. Innen kétfelé bontjuk a bizonyitast.

1. eset: A szakaszonként linedris fg = Bfo visszacsatolds esetén ugyanaz a helyzet,
mint amikor a 2.22. Tétel bizonyitdsdban (2.32) addédott. Egyetlen dolog, amit itt nem
tehetiink fel, hogy x nem megoldésa a linearizalt egyenletnek. Azonban az feltehet6
T > T miatt, hogy y nem megoldasa annak, és ahogy ott is, gy itt is ellentmondasra
jutunk.

2. eset: A sima esetben a 2.24. Tétel értelmében elegendd belatnunk, hogy

g1(8) > g(¢) = fp(¢), valamint

>—"—— minden ¢ > 0 esetén.

Ez egyszeri szdmoldssal ellendrizhetd. O

Az alabbi, periddusfiiggvényrdl szol6 tétel tobbek kozott alkalmas arra, hogy segit-
ségével a kovetkez6 részben létezési és egyértelmtiségi tételeket bizonyitsunk specidlis

késleltetett differencidlegyenlet-rendszerekre.
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2.26. Tétel. Jelolje T a pozitiv visszacsatoldsii (2.15) egyenlet periédusfiigguényét rogzitett
a > 0é B > 0 paraméterek mellett. Tegyiik fel, hogy T és T a T értelmezési tartomdnyd-

bél valdk, valamint hogy T < 2. Ekkor
0< T(Tz) — T(Tl) < Z(Tz — Tl).

Bizonyitds. Legyen i € {1,2} esetén x; az adott egyenlet egyetlen V' = 2 tipusd pe-
riodikus megoldasa, tovabba jeloljiik X;-vel az x; D-trajektoriajat. A 2.25. Tétel szerint

fennédllnak a kovetkezdk:
|Xa] C |Xq|Uext(Xq) és |Xa|Next(Xy) # . (2.35)

Az 1. részben megmutatjuk, hogy T monoton nemcsokkend, azutan a 2. részben meg-
mutatjuk, hogy T(w) — T(11) < 2(12 — 7).

1. Tegyiik fel indirekten, hogy T(12) < T(m) teljesiil. Ekkor létezik ¢ € IN, amelyre
T +{T(1) < 11 + ¢T(71). Ekkor

1i(t) = —axi(t) + fp(xi(t = 0)) = —ax;(t) + fp(xi(t — (5 +£T(7))))
fenndll, igy x; periodikus megoldésa az
x = —ax(t) + fp(x(t — (1.4 (T(5))))

egyenletnek. A megolddsok monotonitasi és specidlis szimmetridra vonatkozé tulajdon-

sdgait kihasznalva kapjuk, hogy

VTJ;MT(Tl)(xl) = Vg+éT(T2)(x2) =2({+1).
Innen a 2.25. Tételb&l kovetkezik, hogy
|X1| C |X2| UeXt(Xz) és |X1| ﬂext(Xz) 75 Q,

ami ellentmond (2.35)-nek. Ez igazolja, hogy T monoton nemcsdkkend.

2. Most tegytik fel indirekten, hogy T(12) — T(11) > 2(72 — 11). Kihasznélva fg pa-
ratlansdgat, valamint a megoldasok specidlis szimmetriajat, a kovetkez6t vezethetjiik le:
%i(t) = —axi(t) + fp(xi(t — @) = —axi(t) + fp(—x:(t = (1. = T(7)/2)))

= —axi(t) = fp(xi(t = (5 = T(w)/2)))-

Eszerint x; periodikus megoldésa az alabbi késleltetett differencidlegyenletnek:

2(t) = —ax(t) = fp(x(t = (1. = T(w)/2)))-

Itt ismét a megoldasok specialis szimmetriajat és monotonitasi tulajdonségait kihasznal-

va adédik, hogy 7 — T(7;) /2 > 0, valamint

Vat(m)2(¥1) = Vo 1) p(02) = 1.
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Ha T(w) — T(m1) > 2(m — m1), akkor 1o — @ < T - @ fennall, igy a 2.25.
Tételbdl kovetkezik, hogy

X1 C | Xzl Uext(Xy) és |Xp|Next(Xy) #0,

ami ellentmond (2.35)-nek, igy T(12) — T(11) > 2(72 — 71) eset nem allhat fenn.

Ha T(1) — T(11) = 2(2 — 1), akkor xq és x; egyarant az

(t) = —ax(t) — fp(x(t — 7)),

egyenlet periodikus megolddsai, ahol a késleltetés 7 = 71 — T(11)/2 = ©» — T(2) /2.
Ekkor felhaszndlva a periodikus megolddsok negativ visszacsatoldsu esetre vonatko-
z0 unicitasi tételét — lasd a 2.15. és a 2.27. Tételek vonatkoz6 részeit — kapjuk hogy
|X1| = | Xz|, ami ellentmond (2.35)-nek. Ezzel a tétel allitdsat bebizonyitottuk. O

Vegyiik észre, hogy az el6z6 tételbdl specidlisan adédik, hogy a periédusfiiggvény
folytonos. A kovetkezd tételben Osszegezziik a 2.21-2.23. Tételeket és a 2.12. Tétel n = 0
esetre vonatkozo6 allitasat, tovabba bizonyitjuk a még hidnyz6 1étezési tételeket, és meg-

fogalmazzuk a negativ visszacsatoldsra vonatkozé analég allitdsokat is.

2.27. Tétel. Legyenck o, 3,7 > 0, fg = Bfo és k € IN rogzitettek, valamint v = v(a, B, T)
a (2.17) Osszefiiggés dltal definidlt. Ekkor a kovetkezd dllitdsok igazak.

(i) Ha a visszacsatolds pozitiv, akkor a (2.15) egyenletnek pontosan akkor létezik periodikus
x megolddsa, amelyre V. (x) = 2k, ha B > « és v > 2km fenndll. V- = 0 tipusii

nemkonstans periodikus megolddsok nem léteznek.

a) Ha v > 2km, akkor — az id6vdltozo eltoldsdtol eltekintve — egyetlen ilyen tipusii
megoldds létezik.

b) Ha v = 2km, akkor pontosan az x(t) = Acos(t\/p? —a? + A) alakii fiiggué-
nyek lesznek a (2.15) egyenlet nemkonstans periodikus megolddsai, ahol A € R és

A € (0,1] tetszblegesen vilaszthaté. Ekkor VI (x) = 2k sziikségszeriien teljesiil.

(ii) Ha a visszacsatolds negativ, akkor a (2.15) egyenletnek pontosan akkor létezik periodikus x

megolddsa, amelyre V. (x) =2k —1,ha p > a és v > (2k — 1) 7t fenndll.

a) Hav > (2k — 1), akkor — az id6vdltozo eltoldsdtdl eltekintve — eqyetlen ilyen tipusii
megoldds létezik.

b) Ha v = (2k — 1) 7, akkor pontosan az x(t) = Acos(t\/B? — a? + A) alakii fiigg-
vények lesznek a (2.15) eqyenlet nemkonstans periodikus megolddsai, ahol A € R és

A € (0,1] tetszblegesen vdlaszthaté. Ekkor V.- (x) = 2k — 1 sziikségszertien teljesiil.



48 2. Neuronhilézatok modellezése

Bizonyitds. A tételnek egyediil a 1étezést 4llit6 részei varnak még bizonyitasra. Ponto-
sabban a pozitiv visszacsatolast, V;~ = 2 esetre Vas mar bizonyitotta [66] dolgozatéban
a vonatkoz6 1étezési tételt. Ezt és a 2.26. Tételt felhasznalva fogjuk bizonyitani az allitast
a gyorsabb oszcilldcidkra valamint a negativ visszacsatoldsu eset 0sszes frekvenciatarto-
manyara.

Tegytik fel tehat, hogy k > 2, és

T\/B% — a2+ arccosg > 2krt.

Bizonyitand6, hogy ekkor létezik x periodikus megoldds, melyre V" (x) = 2k. Vizsgaljuk
most az

X(t) = —ax(t) + Bfo(x(t —yT)) (2.36)

késleltetett differencidlegyenlet és a w(y) = T(y71) fiiggvényt, ahol T a periddusfiigg-
vény. A feltétel szerint, valamint a V* = 2 tipusu periodikus megoldésokra vonatkozé

sziikséges és elegendd feltétel szerint w értelmezési tartoménya [y*, o), ahol y* a

YT/ B% — a2 + arccosg =27 (2.37)

osszefliggés éltal definidlt. Tegyiik most fel, hogy létezik g € [y*, o), melyre
T =77+ (k=1)T(707)

teljesiil. Ekkor ha y az egyetlen periodikus megoldasa a (2.36) egyenletnek y = 7 esetén,
melyre V. (y) = 2, akkor

y(#) = —ay(t) + Bfo(y(t = v07)) = —ay(t) + Bfoly(t — (voT + (k = 1)T(707))))
= —ay(t) +Bfo(y(t — 1))

egyenletekbdl, valamint a megoldasok specialis alakjabol nyerjiik, hogy
Vi (y) = 2k.

Ezek szerint elegend6 belatnunk, hogy létezik ilyen 7yo. Mivel a 2.26. Tételb6l adéd6an
w folytonos a teljes értelmezési tartomdnyan, igy elegendd, ha taldlunk 71, 2 € [y*, o0)

értékeket, tigy, hogy a
T—nT—(k=1)T(nt) é T—77—(k=1)T(727)

kifejezések koziil az egyik nem pozitiv, a mdasik nem negativ. Ha ; > 1, akkor a hozza
tartozo fenti kifejezés elGjele trividlisan negativ. Vizsgaljuk a kifejezés elGjelét y*-ban.

Konnyen ellendrizhets, hogy

27T

T(y*t) = ﬂ.
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Ezt, valamint a (2.37) dsszefiiggést felhasznalva adédik, hogy
T—9"1—(k—1)T(y*1) >0

ekvivalens azzal, hogy

27T — arccos % 277
T> A (k—1)—,
B2 — a2 /B — a2
ami ekvivalens a feltevéstiinkkel, igy v, = 7* valasztds megfeleld, ezzel az allitast belat-
tuk.
Negativ visszacsatolds esetén ismét létezik v* > 0 (és nem feltétleniil kisebb, mint

1), hogy barmely y € [y*, c0) esetén az

X(t) = —ax(t) + Bfo(x(t —y7)) (2.38)

késleltetett (pozitiv visszacsatolast) differencidlegyenletnek létezik V.. = 2 tipust peri-
odikus megolddsa. Ha vy ilyen, akkor kihaszndlva a periodicitast, fy paratlansidgat, vala-

mint a megoldasok specidlis szimmetridjat, a kovetkez6ket kapjuk:

y(t) = —ay(t) + Bfo(y(t — 7)) = —ay(t) + Bfo(y(t — vy — (k= 1)T(77)))
= —ay(t) = Bfo(y(t — vyt — (k=3/2)T(77))).

Felhasznalva ismét a megoldadsok specidlis szimmetridjat, azt kapjuk, hogy ha létezik
Y0 € [v*, 00), amelyre
T=T— (k—3/2)T(yo7)

fennall, akkor y a (2.15) negativ visszacsatoldsu késleltetett differencidlegyenlet perio-
dikus megoldasa, melyre V. (y) = 2k — 1, ami igazolna az éllitdsunkat. Ha az el6z6
esethez hasonléan ;-et kelléen nagynak, 7y,-t pedig 7*-nak vélasztjuk, az allitdsunk

hasonléképpen igazolast nyer. Ezzel a tételt maradéktalanul bebizonyitottuk. O

2.28. Megjegyzés. A sima esetben a fenti bizonyitdst annyiban kell médositani, hogy ott
w értelmezési tartomanya nyitott: (7*, 00), valamint ennek megfelelen a v, = v* he-
lyett y*-ban vett hatarértékeket kell szamolni, ami a folytonossagnak és a lokalis Hopf-

bifurkacids tételnek koszonhetéen nem jelent problémat (1asd [17]).



2.5. Egy specidlis gyfiriiszerii rendszer periodikus megolddsai

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a 2.26. Tétel hogyan haszndlhat6 a 2.15. és a 2.27.
Tételekkel analog, periodikus megoldédsok létezésére és egyértelmiiségére vonatkozo 4l-
litdsok bizonyitdsara az n > 1 esetben, vagyis az altalanos (2.4) egyenletre vonatkozéan.
A 2.6. Megjegyzés szerint T = 1 az éltalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, igy a

tovdbbiakban a kovetkezd egyenletet vizsgaljuk:
() = —ax®(t) + fp(x' (1)),

(2.39)
L) = —ax™ () + fp(x (1)),
() = —ax"(t) + (5f/3(x0(t —-1)),

ahola, > 0,6 € {1,-1},n > 1, tovabba fg € S és f4(0) = B vagy fg = Bfo. A rovidség
kedvéért vezessiik be a K = Kj jelolést.
A sima visszacsatolds és n = 1 esetére az n = 0 esettel analdg, a periodikus palydkra
és a globalis dinamikéra vonatkoz¢6 tételeket bizonyitott Chen, Krisztin és Wu [10,11].
Mallet-Paret és Sell [47,48] eredményei mellett hasznélni fogjuk Yi, Chen és Wu [71]
dolgozatanak otleteit. A 2.34. Tételben, mely ennek a résznek a {6 tétele, [71, Theorem

3.16] egy éaltaldnositdsat adjuk.

2.29. Megjegyzés. Pozitiv visszacsatolds esetén konnyen meg lehet konstrudlni néhany
periodikus megoldasat a (2.39) egyenletrendszernek, ha helyette a vele ekvivalens (2.5)
egyenlet szinkronizalt periodikus megolddsait vizsgaljuk, ahol ; =1és 7, =1/(n+1),
barmely i € {0,1,...,n} esetén. Legyen ugyanis y az y(t) = —ay(t) + fa(y(t — :57)) egy
nemkonstans periodikus megoldésa, x = (x0,...,x") pedig az x'(t) = y(t) 4ltal definialt
mindeni € {0,1,...,n} esetén. Vildgos, hogy ekkor x a (2.5) egyenlet egy szinkronizélt,

nemkonstans periodikus megolddsa. Hasonl6an, ha y az y(t) = —ay(t) + fg(y(t — 7))

1+mT
n—+1

valamely m egész esetén, akkor x-et a fenti médon definidlva ismét a (2.5) egy szinkroni-

egy nemkonstans periodikus megolddsa T minimalis periddussal, és T = fennall
zalt, nemkonstans periodikus megoldasat kapjuk. Innen a korabban mar latott egyszerti

transzformdciéval (2.39) nemkonstans periodikus megolddsait nyerhetjiik.

A fentebb emlitett [71, Theorem 3.16] eredmény lényegében azt dllitja, hogy a sima
esetben n = 2 és pozitiv visszacsatolds esetén a (2.39) minden nemkonstans periodi-
kus megoldésa el6all a 2.29. Megjegyzésben latottak szerint. Ezt kovetSen a kiillonb6z6
frekvencidja periodikus megoldédsok 1étezésére és unicitdsra vonatkozé éllitdsokat bizo-
nyit. Ennek a résznek a f6 eredménye, hogy a 2.34. Tételben megmutatjuk, hogy analég

allitdsok igazak a szakaszonként linedris, valamint a negativ visszacsatoldst esetben is.

50
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A kovetkezd tétel és annak egyszer(i bizonyitdsa megtalalhat6 Yi, Chen és Wu [71]
dolgozatdban a pozitiv visszacsatoldsd, sima esetre. Gondolatmenetiik véltoztatas nél-

kiil alkalmazhaté a negativ visszacsatoldsu esetre és — a 2.13. Tétel ismeretében — az

fp = Bfo esetre is.

2.30. Tétel. Tegyiik fel, hogy x : R — R™ "1 nemkonstans periodikus megolddsa a (2.39) egyen-

letrendszernek Ty > 0 minimdlis periddussal. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

(i) Pozitiv visszacsatolds esetén létezik r € [0, Ty), melyre barmely t € R esetén
(), 2" (1), (k= 1)) = (KOt +74), ..., X" (t+71))
teljesiil.
(if) Negativ visszacsatolds esetén létezik r— € [0, Ty), melyre barmely t € R esetén
(), ..., 2" (), =x"(t = 1)) = (2t +72),... X" (t+712))
teljesiil.

A bizonyitds, mely megtaladlhat6 Yi, Chen és Wu [71] cikkében, azon mulik, hogy
definidlva az (£0(t),...,#"71(t), & (t)) = (x'(t),...,x"(t),5x°(t — 7)) periodikus meg-
oldast, a ck és ci, sikbeli zart gorbék diszjunktak vagy egybeesnek, és az origét a bel-
sejitkben tartalmazzak. Bzt a 2.13. Tétel (i), (ii) és (iv) dllitasai garantaljék az fz = Bfo
esetre is, igy az érvelésiik megallja a helyét mind a pozitiv, mind a negativ visszacsatolas,
valamint mind a sima, mind pedig a szakaszonként lineéris esetben.

A kovetkez6 tételt a [71] dolgozatban csak az n = 2 esetre bizonyitottdk, valamint

csak a sima és pozitiv visszacsatolds esetére mondtdk ki.

2.31. Tétel. Tegyiik fel, hogy x egy nemkonstans periodikus megolddsa a (2.39) egyenletrend-
szernek és minimdlis periddusa Ty, tovdbbd legyen v és v a 2.30. Tétel dltal definidlva.
(i) Pozitiv visszacsatolds esetén, ha V]Izr (x) = 2k, akkor

K1
T on1

(ii) Negattv visszacsatolds esetén, ha Vi (x) = 2k — 1, akkor

(k=T -1

== n+1

Bizonyitds. A két eset bizonyitdsa hasonld, igy csak az els¢ allitast bizonyitjuk. Tegyiik
fel tehat (kihasznélva a 2.12. Tételt is), hogy x olyan nemkonstans periodikus megoldas,

melyre Vi (x) = 2k > 2. Els§ észrevételiink, hogy

A=) =x"(t+r)=x"1t+2r )= =2+ (n+1)ry)
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teljesiil tetszbleges t € R esetén. Innen a 2.30. Tételbdl kovetkezik, hogy barmely t € R
ésic {0,1,...,n} esetén x'(t) = x'(t + 1+ (n+1)ry) fennall. Igy létezik m € Ny, hogy
mT, =1+ (n+1)ry, vagy ami ezzel ekvivalens:

. - omTy—1
A |

valamely alkalmas m esetén. Azt éllitjuk, hogy m = k + 1. Vegyiik észre a kovetkezot:

B0(t) = —ax®(t) + fp(x' (1)) = —ax®(t) + fp(x"(t +714))
= —ax’(t) + fp(x*(t = (To = r4))).

Megmutatjuk, hogy r; < Ty/2. Ellenkezd esetben ugyanis (Ty —ry) € (0, Ty/2) és
igy a 2.13. Tétel szerint lenne olyan ty, melyre x’-nak nincs zéréhelye a [to, to + Ty — 7]
intervallumon. Innen a lépések modszerével kapjuk, hogy x’-nak nincs zéréhelye az
egész szdmegyenesen, ami ellentmond a 2.12. Tételnek. A 2.20. Tételbdl kovetkezik, hogy

0

x” nem lehet konstans semmilyen intervallumon, igy t* vélaszthat6 ugy, hogy

xp(j) = o (1) = Ot + jry) #0 (2.40)

teljestiljon barmely j € {0,1,...,n} esetén. Felhaszndlva a megolddsok specidlis szim-
metridjat, szigord monotonitasi tulajdonsdgat, valamint a Vi (x) = 2k és r < Ty/2

Osszeftiggéseket, kapjuk a kovetkezot:
sc(xp, K) = sc(x0, [t* — 1, +nry]) € {2k — 1,2k}
Ismét a specidlis szimmetridt hasznalva adoédik, hogy

(k—%) Te <nry +1 < kT, (2.41)

mTy—1

Ekkor az ry = %25

Osszefiiggést haszndlva nyerjiik, hogy
(n+1) (k—3) Te —1 <nmTy < (n+1)kT, — 1

fennall. Ebbdl lathat6, hogy adott n,k € IN és T, > 0 esetén egyetlen olyan m € IN lehet,
amely ezeket az egyenl6tlenséget kielégiti. Atrendezés utdn a kovetkezd két egyenl6t-

lenséghez jutunk:

(k—HT -1 _ mTy — 1
n n+1

(2.42)

me_1<ka_].
n+l1 — n

(2.43)

Ezek szerint elegendd megmutatni, hogy m = k esetén a (2.42) és (2.43) egyenl6tlensé-

gek teljestilnek. Tegytik fel, hogy ez nincs igy. A (2.41) egyenl6tlenség masodik felébdl
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azonnal kovetkezik, hogy 1 < kT, fenndll, igy a (2.43) egyenl6tlenség trividlisan teljestil

az m = k esetben, tehat csakis a (2.42) sériilhet, ami az jelenti, hogy

(k—HT -1 J kL -1
n ~ n+1’

vagy ami ezzel ekvivalens:

Ekkor azonban, ha x°(t+*) = 0, akkor
sc (2% [t —1,#]) <2k—n-—2
teljestiil. Innen kapjuk, hogy
sc(xp, K) < sc (xo, [t —1,t*]) +n =2k -2,

fennall, amib6l VE (x¢,) = 2k — 2 kovetkezik, ez pedig ellentmondads. Ez az ellentmondas

igazolja, hogy m = k, amivel a tétel allitasat bebizonyitottuk. O

Tegytik most fel, hogy a visszacsatolds pozitiv, és hogy x egy nemkonstans perio-
dikus megoldésa a (2.39) egyenletrendszernek Ty > 0 minimaélis periédussal, valamint
hogy Vi (x) = 2k > 2. Ekkor a 2.30. és 2.31. Tételekbdl, valamint az ry < Ty/2 egyen-
16tlenségbdl kovetkezik, hogy

(1) = —ax®(t) + fp(x' (1)) = —ax®(t) + fo(x"(t +714))
= —ax’(t) + fp(x*(t = (T = 7)) = —ax’(t) + fp(2°(t = 74))
teljesiil minden ¢ € IR esetén, ahol

(n—k+1)Ty+1
n+1

T, = € (Te/2,Ty].

Igy x0 egy nemkonstans periodikus megoldasa az %(t) = —ax(t) + fe(x(t — 1)) kés-
leltetett differencidlegyenletnek, melyre VI (x°) = 2 teljesiil, valamint a késleltetés és a

periédus kozott fenndll a
(n—k+1)T(ty)+1
n+1

Ty =

Osszefliggés.

Anal6ég médon, negativ visszacsatolds esetén, ha x a (2.39) egyenlet egy nemkons-
tans periodikus megoldadsa Ty minimdlis periédussal, melyre Vi (x) = 2k — 1, akkor
x0az #(t) = —ax(t) + fg(x(t — 7_)) egyenlet V" (x°) = 2 tipust megoldasa, melyre a

késleltetés és a periddus kozt fenndll a

(n—k+3)T(t-)+1
n+1
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Osszefliggés.
Megforditva, konnyfi ellen6rizni, hogy ha k € IN és y a (2.15) pozitiv visszacsatolasu

(n—k+1)T(7)

egyenlet periodikus megoldasa, melyre V" (y) =2 és 7 = T 1 teljesiil, akkor

i (t) = (L (H), ..., 2y (1), (1))
= (v ey (42 ) oy (- )

a (2.39) pozitiv visszacsatolastu egyenletrendszer nemkonstans periodikus megoldasa.

A 2.31. Tétel bizonyitasdnak elején latott érveléshez hasonlé gondolatmenettel kapjuk

hogy Vi (x4) = 2k. Anal6g médon adédik, hogy

xo(8) = (22 (8), .., X (), .., 2 (F)
= (YO (- SDIEY |y (1 12T

a negativ visszacsatoldsa (2.39) egyenletrendszer nemkonstans periodikus megoldasa,

melyre Vi (x_) = 2k — 1 teljestil. A fenti okfejtés az alabbi tételhez vezet.

2.32. Tétel. Jelolje T a pozitiv visszacsatoldsii (2.15) egyenlet periddusfiigguényét. Ekkor pozi-
tiv visszacsatolds esetén kolcsondsen egyértelmil megfeleltetés adhaté a (2.39) egyenletrendszer

V¢ = 2k > 2 tipusii periodikus megolddsai és az aldbbi két girbe metszéspontjai kozott:

(T%)00) 5 T (1, T(1)), illetve RBCH(M_I;—:_ll)é—i_l,C).

Analég médon, negativ visszacsatolds esetén kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés adhaté a (2.39)
egyenletrendszer Vi = 2k — 1 tipusii periodikus megolddsai és az aldbbi két gorbe metszéspontjai

kozott:

_ 3
(t",00) 3 T (1,T(1)), illetre R> (> <(” kn++21)g+ 1,g> .

A 6 eredményiink bizonyitadsdhoz sziikségiink van a kovetkezd lemmara.

2.33. Lemma. Jeldlje T a pozitiv visszacsatoldsii (2.15) periédusfiigguényét. Ekkor

T—=00 T

Bizonyitds. Emlékeztetiink ra, hogy ha x az egyetlen olyan periodikus megoldasa az

(t) = —ax(t) + fp(x(t — 7)),

egyenletnek, melyre V. (x) = 2, akkor x szintén az egyetlen olyan periodikus megoldasa

az

(t) = —ax(t) - fp(x(t — (r = T(1)/2))),
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késleltetett differencidlegyenletnek, melyre Ve 1) ;»(x) = 1 teljestil. Mallet-Paret és
Nussbaum [46, Theorem 3.2] eredménye szerint negativ visszacsatolds esetén az ana-
16g moédon definialt periddusfiiggvény és a késleltetés hanyadosa 2-hoz tart, amint a
késleltetés tart a végtelenbe. Ezt 6sszevetve a fentiekkel, kapjuk, hogy

lim —— 2 =
T1—r>r<>1°T—T(T)/2

ami igazolja az allitdsunkat. O

Most mar készen vagyunk a 2.15. és 2.27. Tételekkel analég tétel kimondaséra a
rendszeriinkre vonatkozéan. Az alabbi tétel Yi, Chen és Wu [71] dolgozatdban csak
pozitiv, sima visszacsatoldsra lett kimondva és csak az n = 2 esetre lett bizonyitva.
Meglatasuk szerint a nehézséget az n > 3 esetben a 2.31. Tétel bizonyitasa jelenti. Ezt mi
a fentiekben tisztaztuk tetsz6leges n > 1 és minden &ltalunk megengedett visszacsatolds
esetére. A tétel abban az értelemben nem teljes, hogy — mint latni fogjuk — a relative
lassan oszcillalé periodikus megoldasok esetén csak a létezésre tudunk elegend? feltételt
adni.

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést:

«
va(a, B) = 2 — a2+ (n+1)arccos —.
(a,p) = /B (n+1) 5
2.34. Tétel. Tegyiik fel, hogy fg € S és & = 1. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

(i) N>k > ”TH esetén a (2.39) egyenletrendszernek pontosan akkor létezik olyan periodikus
x megolddsa, amelyre Vi (x) = 2k teljesiil, ha v, (a, B) > 2k7. Ekkor ez a megoldds — az

id6vdltozo eltoldsdtdl eltekintve — eqyértelmdi.

(ii) N2>k < HTH esetén, ha v, (a, B) > 2k teljesiil, akkor a (2.39) eqyenletrendszernek létezik

olyan periodikus x megolddsa, amelyre Vi§ (x) = 2k.
(iii) Vi¢ = 0 tipusii nemkonstans periodikus megolddsok nem léteznek.
Analég modon, ha fg € S és 6 = —1, akkor az aldbbiak teljesiilnek.
(iv) N>k > ”T” esetén a (2.39) egyenletrendszernek pontosan akkor létezik olyan periodikus

x megolddsa, amelyre Vi (x) = 2k — 1 teljesiil, ha v,(x, B) > (2k — 1)7m. Ekkor ez a

megoldds — az id6vdltozo eltoldsitdl eltekintve — eqyértelmii.

(v) N 3k < 2 esetén, ha vy (a, B) > (2k — 1) 7t teljesiil, akkor a (2.39) egyenletrendszernek
létezik olyan periodikus x megolddsa, amelyre Vi (x) = 2k — 1.

Az fg = Bfo esetben a fenti feltételekben szerepld ,>" reldcick ,>" reldciokra cserélenddk. Ekkor
egyenldség esetén pedig a megolddsok az id6vdltozo eltoldsitol és konstans szorzotdl eltekintve

egyértelmiien meghatdrozottak.
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Bizonyitds. A (iii) allitas a 2.12. Tételb&l kovetkezik. A tobbi allitas bizonyitdsa ugyanagy
megy mind a pozitiv, mind a negativ esetben és mindkét tipusa visszacsatolasra, ezért
feltessziik, hogy fz € S és csak az (i) és (ii) allitdsokat igazoljuk. Emlékeztetdiil,
27 — arccos & 2
=" P & T(r"+)=lm T(1) = (2.44)
B2 — a2 T B2 — a2
teljestilnek.
(i) Ha k > n +1, akkor a 2.26 és a 2.32. Tételekbdl kovetkezik, hogy

(n+1)t* -1

T(t'+) < P

(2.45)

sziikséges és elegendd feltételt jelent a (2.39) rendszer Vif = 2k tipusu periodikus meg-
oldasanak létezésére és egyértelmiiségére. Innen (2.44)-b6l adodik az 4llitas.
Ha k = n + 1, akkor az imént hasznalt tételekbdl adédik, hogy

< 1
n+1

(2.46)

sziikséges és elegendé feltétel a szoban forgé tipusa periodikus megoldés létezésére és
egyértelmiiségére. Innen a 7*-ra vonatkoz6 formuldbél azonnal adédik az allités.

Ha ”T“ < k < n+1, akkor az el6z6ekhez hasonléan most

2m (n+1)t* -1

F—” nkid (2.47)

adja a sziikséges és elegendd feltételt, amit a (2.44) formulak segitségével atalakitva
kapjuk az allitast.
(ii) A 2.26. és 2.32. Tételekbdl, valamint a 2.33. Lemmabdl kovetkezik az allitds. [

Vegyiik észre, hogy a fenti tétel n = 0 esetén a 2.15. és 2.27. Tételek allitasait adja,
valamint pozitiv visszacsatolds és n = 1 esetén az Osszes tipusu periodikus megoldas
l1étezésére és egyértelmiiségére sziikséges és elegend? feltételt ad.

A 2.26. Tétel és Nussbaum [57] eredményeinek az aldbbi egyszerti kovetkezményével

egészitjiik ki az el6z6 tétel allitasait.
2.35. Tétel. A kovetkezd dllitdsok teljesiilnek.

(i) Tegyiik fel, hogy "1 < k < ™, 5§ = 1, valamint hogy t*(4k —n — 1) > 3. Ekkor

a (2.39) egyenletrendszernek nem létezik Vit = 2k tipusii periodikus megolddsa.

(ii) Tegyiik fel, hogy 5> < k < "32, 6 = —1, valamint hogy T*(4k — n — 3) > 3. Ekkor
a (2.39) egyenletrendszernek nem létezik Vi = 2k — 1 tipusil periodikus megolddsa.
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Bizonyitds. A két allitas bizonyitdsa hasonléan torténik, igy csak az els¢ allitds bizonyi-
tasat részletezziik. Nussbaum [57, Theorem 1.2] eredményének egyszer(i kovetkezmé-
nyeként ad6dik, hogy T(7)/T # 4/3 semmilyen T € dom T esetén. A (2.44) osszefiiggé-
sekbdl nyerjiik, hogy

T(7) 27

4
li = < =,
rl\frrl T 27T — arccos % 3

igy T folytonossagat kihasznalva kapjuk, hogy T(7)/7 < § minden T € dom T esetén.
Ezek utan kovetkezik, hogy ha
T(n+1)—-1 _ 41
R 23 (249
fennall barmely T € dom T esetén, akkor a 2.26. Tételben szerepl6 két gorbének nem
lehet metszéspontja, és igy a tétel szerint a (2.39) egyenletrendszernek nem létezik
Vi = 2k tipust periodikus megolddsa. Egyszer(i szdmoldssal ellendrizhetd, hogy je-

len feltevéseink mellett (2.48) val6ban fennall. Ezzel az (i) allitdst belattuk. O

Yi, Chen és Wu [71] dolgozatukban az altaluk vizsgalt — pozitiv visszacsatoldsd, si-
ma — esetre megfogalmaztak egy sejtést, miszerint a (2.34). Tétel (i) allitdsa igaz barmely
k > 1 esetén. A 2.32. Tételbdl és a fenti bizonyitasbol vildgosan latszik, hogy ennek
igazoldsdhoz — a pozitiv és negativ visszacsatoldst esetre és mindkét tipust visszacsa-

tolasra egyarant — elegendd lenne beldtnunk a kovetkez6 sejtésiinket.

2.36. Sejtés. Jelolje T a pozitiv visszacsatoldsii (2.15) egyenlet periddusfiigguényét. Ekkor a

domT > T — T(7)/7 fiigguény monoton nemnivekvd.

A 2.35. Tétel bizonyitésaban lattuk, hogy T(7)/T < 3 teljesiil minden T € domT
esetén. Igy a 2.36. Sejtés aldbbi (2.49) atfogalmazéasdbdl latszik, hogy az tobbet 4llit, mint
amit a 2.26. Tételben bizonyitottunk.

I(w)-T(n) _ T(u)
Th— T T on

barmely 71, 2 € dom T, 73 < T esetén. (2.49)

2.37. Megjegyzés. Sejtésiink megerdsitéseként megjegyezziik, hogy a szakaszonként li-
nedris visszacsatolds esetén igazolhatd, hogy létezik T** € (7%, 00), hogy a (7**, o) inter-
vallumon az allitas igaz. A bizonyitas meglehet6sen technikai és terjedelmes, igy itt nem
tértink ki rd. Megemlitjiik tovdbbd, hogy a fenti sejtésiinket numerikus szimulaciékkal

is al4 lehet tdmasztani.






3. fejezet

Masodrendti differenciaegyenletek

globalis stabilitasvizsgalata

Ebben a fejezetben paraméteres masodrendii differenciaegyenletek egyenstlyi helyze-
teinek globalis stabilitdsaval fogunk foglalkozni. A 3.1. részben egy diszkrét idejti ne-
uronmodell trivialis egyensulyi helyzetének globdlis stabilitdsdra adunk sziikséges és
elegend? feltételt a paraméterek fliggvényében, mig a 3.2. részben egy nagyon elterjedt,
diszkrét idejti, Ricker-féle populdciédinamikai modell pozitiv egyenstlyi helyzetének
globdlis stabilitasarol sz616 sejtést fogunk igazolni.

A bizonyitéds analitikus és szamitogéppel segitett megbizhat6 szamitdsok kombina-
lasébol all, és a két részben hasonlatos médon torténik. El6szor megkonstrudljuk az
egyensulyi helyzet egy paramétertdl fiiggetlen kornyezetét, amely az egyenstlyi helyzet
vonzastartomédnydhoz tartozik minden olyan paraméterérték esetén, amire a lokdlis sta-
bilitds fennall. Ezt a kritikus paraméterek kozelében mindkét modell esetén a (rezondns)
Neimark-Sacker-normalforma segitségével adjuk meg. Tudomasunk szerint a Neimark-
Sacker-bifurkacié normalformajanak ilyen célt felhaszndldsa tjdonsdg az irodalomban.
Ezutan szamitégéppel segitett modszerekkel (intervallumaritmetika, grafreprezentacio)
megmutatjuk, hogy minden trajektdria belép ebbe a kis kornyezetbe, ami igazolja a
globdlis aszimptotikus stabilitdst minden olyan esetben, amikor a lokélis aszimptotikus
stabilitds fenndll.

A ,szamitégéppel segitett” itt azt jelenti, hogy a szdmitdsainkat, és egyes becslésein-
ket egy szamitégépes program segitségével végezziik, amely megbizhaté eredményeket
ad, azaz minden lehetséges numerikus hiba kontrolldlva van. Ez lehet6vé teszi, hogy a
kapott kimenetek (eredmények) segitségével matematikai tételeket bizonyitsunk. Az érdek-
16d6 olvasénak Moore [52], Alefeld [1], valamint Tucker [64,65] és Nedialkov és szerzs-
tarsainak [53] munkait ajanljuk a szamitégéppel segitett bizonyitasok és a megbizhat6
szdmitdsok témakorébdl. Sziikségiink lesz a leképezésiinknek egy grafreprezentécidjara

is, melynek cstdcsait a fazistér egy racs alapt particionalasabdl kapjuk. Ez a médszer
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egyarant haszndlatos leképezések megbizhat6é és nem megbizhaté szamitasokkal torté-
nd tanulményozasdara (lasd [14,15,19,45]), valamint differencidlegyenletek attraktordnak

vizsgalatara is [67].

3.1. Egy diszkrét idejii neuronmodell
Vizsgalatunk targya ebben a részben a kovetkez6 masodrendii differenciaegyenlet:
Xpp1 = Mxy — P(Xp_1), (3.1)

ahol (a,m) € R?, valamint ¢ egy valds fiiggvény, amely eleget tesz a diszkrét Yorke-

feltételnek, vagyis
min{0, x} < ¢(x) < max{0,x} (3.2)

fennall barmely x € R esetén. Vegyiik észre, hogy a fenti feltételbl kovetkezik, hogy ¢

folytonos a 0-ban, ¢(0) = 0, valamint 0 < liminf, g M <limsup,_,, M <1

fennall (lasd a 3.1. abrat).

y=X

y=¢(x)

3.1. dbra. A ¢(x) fuggvény eleget tesz a diszkrét Yorke-feltételnek.

Megjegyezziik, hogy a (3.1) egyenlet egyfajta diszkrét idejli véltozata a 2.4. részben
vizsgélt (2.15) egyenletnek.
A (3.1) egyenlet helyett a tovabbiakban az aldbbi vele ekvivalens kétdimenzits leké-

pezést vizsgaljuk:

Fum: R? — R?, Fom: (x,y) — (y,my —ap(x)). (3.3)
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Az egyszer(ibb jelolés érdekében sokszor elhagyjuk a paramétereket az alsé indexbdl és
a rovidebb F = F, ,, jeloléssel éliink. A rovidség kedvéért egy tetszdleges (x,y) € R?

pont esetén legyen
(x yx) = F¥(x, ).

Specidlisan, (xo,10) az (x,y) pontot jeloli. Ebben a részben az F trivialis fixpont-
janak globdlis aszimptotikus stabilitdsat fogjuk vizsgdlni. Amellett, hogy matematikai
szempontbdl a fixpontok (egyenstlyi helyzetek) globdlis stabilitdsvizsgalata az alapvet6
kérdések kozé tartozik, a neuronhdlézatok elméletében is kulcsfontossdgt szerepe van
optimalizalasi és jeltovabbitdsi problémédk modellezésében.

Szdmos dolgozatban taldlhatunk elegend? feltételt a fenti egyenletnél joval Osszetet-
tebb neuronhalézati modellek egyenstlyi helyzetének globdlis stabilitdsara (lasd pél-
daul [9,22,51,70,72] cikkeket és a benniik 1év6 hivatkozadsokat), valamint altalano-
sabb differenciaegyenlet-rendszerek egyenstlyi helyzeteinek globalis stabilitdsarol (lasd
[31,43,54-56] a teljesség igénye nélkiil), de nincs tudomdasunk olyan eredményrél, amely
az adott feltételek sziikségességét is bizonyitand.

Ennek a résznek a {6 eredménye a 3.11. Tétel, amelyben sziikséges és elegendd felté-
telt adunk az

Xp+1 = mx, —atanh(x,_1), (3.4)

egyenlet trividlis egyenstlyi helyzetének globdlis aszimptotikus stabilitdsdra az
(x,m) € R? paraméterek fiiggvényében. A visszacsatolasi fiiggvény konkretizaldsara
azért van sziikség, mert — mint azt hamarosan latni fogjuk — a bizonyitasunknak mind
az analitikus, mind az intervallumaritmetikaval segitett részében éles becsléseket kell
adnunk a leképezéssel kapcsolatban, amit egy 4ltaldnosabb fliggvényosztaly nem tenne
lehet6vé, igy azt rogzitettiik a szigmoid tipusu visszacsatoldsok kozott a leggyakrabban
hasznélatos tanh fliggvénynek (1asd pl. [26,69]). Mindazonaltal Ggy gondoljuk, hogy a
bizonyitdsunkbdl jol lathatd, hogy mds, hasonlé tipust leképezés valasztdsa esetén egy
hasonl6 okfejtés és szamolas analég eredmények bizonyitdsat tenné lehet6vé.
Megjegyezziik, hogy az m € (0,1) esetben a (3.4) egyenlet Clark-tipusu [13]. Az
ilyen egyenletekre vonatkozéan szdmos sejtést fogalmaztak meg. El-Morshedy és Liz
[18] sejtése szerint, ha f € C3([0,00), (0,00)), f(0) < 0 és f Schwarz-derivéltja negativ,

U " 2
azaz (Sf)(x) = J},((;)) -3 (J}, ((j:)) > < 0 fennall minden x > 0 esetén, akkor az

Xpe1 = mxy + f(x,—x), me(0,1), ke N

egyenlet egyetlen egyensilyi helyzetének lokdlis aszimptotikus stabilitdsa maga utdn
vonja annak globélis aszimptotikus stabilitdsat. Jiménez Lopez és Parrefio [28,29] meg-
mutatta, hogy a k > 3 esetben adhato ellenpélda, de a kérdés tovabbra is nyitotta k = 1

és k = 2 esetekben. Kénnyen ellendrizhets, hogy az f(x) = —a tanh(x) fiiggvény kielé-
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giti a fenti feltételeket (formalisan egy eltolds utdn), igy a 3.11. Tétel igazolja a sejtés erre
a specidlis esetre vonatkoz6 4llitasat.
A bizonyitds analitikus és szamitogéppel segitett megbizhaté6 mdédszerek kombina-

cidja, és a kovetkez harom {6 1épésbdl all:

o 1. 1épés: A fazistér egy kompakt S részhalmazdnak megkonstrudldsa (elemi méd-
szerekkel), amely fliggetlen a paraméterektdl és tartalmaz egy pozitiv invaridns
részhalmazt, amelybe minden trajektéria belép barmely («, m) paraméterpar ese-
tén (lasd a 3.1.1. szakaszban a 3.7. Allitast és a 3.8. Kovetkezményt).

o 2. lépés: A trividlis egyensulyi helyzet egy U kornyezetének megkonstrudldsa,
mely az egyensulyi helyzet vonzéstartomanyéba esik, és amely fiiggetlen az a és m
paraméterek megvalasztdsatol. Ezt linearizaldssal és a (rezondns) Neimark—Sacker-
bifurkacié normalforméjanak segitségével tessziik. A szamitdsokat és becsléseket
el lehetne végezni analitikusan, , kézzel” is, mindenesetre egyes szdmitdsokat és
becsléseket a Wolfram Mathematica szamitégép-algebrai rendszer szimbolikus sza-
mitdsainak és beépitett intervallumaritmetikai eszkozeinek segitségével végezziik.

A részleteket 1dsd a 3.1.2. szakasz I. részében.

e 3. lépés: Annak bizonyitdsa, hogy az 1. lépésben megkonstrudlt kompakt S hal-
mazbdl inditott barmely trajektoria belép a 2. 1épésben megkonstrudlt kis U kor-
nyezetbe. Ez intervallumaritmetikai eszkdzoket és szamitogéppel segitett grafrep-

rezentdcids eljardsokat igényel (lasd a 3.1.2. szakasz II. részét).

Ez a rész az aldbbi felépitést koveti. A 3.1.1. szakaszban néhany elemi megfigyelés és
kordbbi eredmények ismertetése utdn megkonstrudlunk két pozitiv invaridns, attraktiv
részhalmazat a fazistérnek, melyek metszetének részhalmaza egy kompakt S halmaz
minden (a,m) € [0,1]? esetén. Ehhez a (3.1) egyenlettsl a (3.2) feltételen kiviil meg kell

kovetelniink az aldbbi két tulajdonsagot is:
(H1) ¢ korlatos, azaz létezik M, > 0, hogy barmely x € R esetén |¢(x)| < M, fenndll,
(H2) ¢ folytonos és min{0,x} < ¢(x) < max{0, x} fenndll barmely x # 0 esetén.

Vegyiik észre, hogy a tanh fliggvény kielégiti a fenti két feltételt. A 3.1.2. részben bi-
zonyitjuk a rész f6 eredményét, amelyben sziikséges és elegend¢ feltételt adunk a (3.4)

egyenlet trividlis egyenstlyi helyzetének globalis aszimptotikus stabilitdsara.

3.1.1. Elokésziiletek

Vegyiik észre, hogy annak ellenére, hogy ¢ nem feltétlentil differencidlhaté a 0-ban, a

(0,0) egyensulyi helyzet lokalis stabilitasat leirhatjuk az F leképezés kovetkezd ,altala-
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nositott sajatértékeinek” segitségével:

i12(A) = pr(a, m;A) = @,
ahol A € [din(¢;0), dsup (9;0)], melyre 1étezik olyan x; — 0 sorozat, hogy %;90@) _

%’;") — A, amint k — oco. Emlékeztetiink, hogy a (3.2) tulajdonsagbol kovetkezik,
hogy A € [0,1]. Konnyti ellendrizni, hogy max |u12(A)| < 1 csak akkor éllhat fenn,
ha m € [-2,2] és Aa € [|m| —1,1] teljesiil, és egyenl6ség pontosan akkor 4ll fonn, ha
Ae = 1 vagy Aa = |m| — 1. Kovetkezésképpen a (0,0) fixpont csak akkor lehet

m| —1 < Ging(@;0)a < dsup(9;0)a < 1 is fennallnak. Definidl-

(globélisan) stabil, ha
juk a kovetkez6 paramétertartomanyt:
(&, m) € R(m) = cl(Ro(m)) \ {(0,~1),(0,1)},
ahol
Ro(m) :== (|m| —1,1) x (—-1,1).
A fenti paramétertartomédnyokat a 3.2. dbra szemlélteti.

m

1 g

mr+1
a= ;
[m|+ 17

a=1-|m| !
- i

-1

3.2. dbra. Folytonos kék vonallal R (m), szaggatott zold vonallal az Ro(m) halmaz
241
et

lathato. A szaggatott piros és lila vonalak rendre az o = illetve az o =1 — |m|

gorbéket szemléltetik.

3.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy ¢ eleget tesz a (H1) feltételnek. Ekkor ha |m| > 1, akkor a (3.3)
leképezés (0,0) fixpontja nem globdlisan aszimptotikusan stabil.

Mq)|"‘|
[m|—1

Bizonyitds. Valoban, ha |m| > 1, akkor min{|xo|, [yo|} > vélasztdsa esetén kovet-

kezik min{|x1|, [y1]} > f\i‘fﬁl is, igy a (0,0) fixpont nem lehet globalisan stabil. O
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3.2. Lemma. A (3.3) leképezés (0,0) fixpontja globdlisan aszimptotikusan stabil, ha az aldbbi
feltételek valamelyike teljesiil :

(a) (x,m) € Ro(m), ahol & <1 — |m| vagy
(b) @ eleget tesz a (H2) feltételnek, valamint (o, m) € R(m), ahol & < 1 — |m]|.

A fenti paramétertartomédnyokat a 3.2. dbra szemlélteti.

Bizonyitds. Linearizédldssal adodik az egyenstlyi helyzet lokalis aszimptotikus stabilité-
sa, igy csak a globdlis attraktivitast kell bizonyitanunk. El6szor az (a) allitast bizonyitjuk.
Barmely (xo,v0) € R? esetén |y;| < |m]||yo| + |&||¢(x0)| fenndll, igy a max{|x1], |y1]} <
max{|xol, [vo|} és a max{|x2|, |y2|} < (|m|+ |a|) max{|xo|, [yo|} egyenlStlenségek telje-
stilnek. Mivel most |m| + |a| < 1, igy indukciéval kapjuk, hogy max{|xoxi1], [Vokr1|} <
max{ |x|, [y2x| } barmely k € IN esetén, valamint limy ., max{|x|, |y2|} = 0, ami bi-
zonyitja a globdlis aszimptotikus stabilitast.

A (b) esetben, ha a € (|m| — 1,1 — |m]), akkor a fenti érvelés ismét megallja a helyét.
Legyen tehat « = |m| —1 € [-1,0) és m € (—1,1). Ekkor hasonl6 gondolatmenettel
adédik, hogy max{|xo|, |yox|} monoton csokkend, igy max{|xx|, |[yax|} — ¢ > 0, amint
k — co. A ¢ = 0 megmutatdsahoz ¢ folytonossaga miatt elegend6 igazolni, hogy bar-

mely (xo, o) esetén, melyekre max{|xo|, [yo|} = ¢ > 0 teljesiil,

lim sup max{ | x|, |yax|} < ¢
k—o0

kovetkezik. Ez a ¢-re vonatkozo6 feltételbdl és m € (—1,1) osszefiiggésbdl konnyen be-
lathato, hiszen ekkor barmely (x,y) # (0,0) esetén |my — a¢p(x)| < max{|x|, |y|} fenn-
all. O

Noha a kés6bbiekben ennél er6sebb tételt fogunk megadni, megjegyezziik, hogy a
fentivel anal6ég médon igazolhat6 a globdlis stabilitds az (a,m) € {1 — |m|} x (=1,1)
esetre is, amennyiben ¢ teljesiti a (H2) feltételt.

Definiédljuk tetsz6leges a,b € (0, o] értékekre a kovetkez6 halmazokat:

:0<x<g; 0<y<b},

)

):0<x<a —b<y<O0},
):—a<x<0;, -b<y<0},
)

—a<x<0;,0<y<b},

tovébba legyen H; = H;(co,00) barmely i € {1,2,3,4} esetén (lasd a 3.3. 4brat).
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Hi(a,b)

H;(a,b) : H>(a,b)

3.3. abra. A Hy(a,b), Hy(a,b), H3(a,b) és Hy(a,b) halmazok.

3.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy m € [0,1] és a« € [0, 1]. Ekkor a kivetkez6k teljesiilnek.
(i) Ha (xo0,Y0) € Hi(a,b), akkor (x1,y1) € Hy(b,mb) U Hy(b, xa).

(i) Ha (x0,y0) € Ha(a,b), akkor (x1,y1) € Hz(b, mb + aa).

(iii) Ha (x0,Y0) € Hz(a,b), akkor (x1,y1) € H3(b, mb) U Hy(b, aa).

(iv) Ha (xo,Y0) € Ha(a,b), akkor (x1,y1) € Hy(b, mb + aa).

(v) Ho m € [0,1) és (xx, yx) € Hi barmely k € Ny esetén vagy (x,yx) € Hs birmely
k € INg esetén, akkor limy_,o (xx, yx) = (0,0). Tovdbbd, ha (H2) is teljesiil, akkor m = 1

esetén is fenndll az dllitds.

Bizonyitds. A bizonyitds elemi. Vegyiik észre, hogy (xo,y0) € Hi(a,b) esetén 0 < x; =
yo < b. Mivel y1 = myo — ap(xg) és (3.2) fennallnak, igy (xo,y0) € Hi(a,b) miatt
—aa < y; < mb, amibdl (x1,y1) € Hi(b, mb) U Hy(b, aa) kovetkezik. Ezzel az (i) alli-
tast belattuk. A (ii)—(iv) allitdsok hasonl6 gondolatmenettel igazolhatok.

Az (v) allitds bizonyitasdhoz tegytik fel, hogy (xx,yx) € Hy fennall barmely k € Ny
esetén. Legyen a = max{xo, yo} > 0. Ekkor az (i) 4llitas ismételt alkalmazaséval nyerjiik,

hogy az
(%2, yox) € Hi(m*a,m*a),  (xai1,yacin) € Ha(mba,mla) & 0 <yyin < yu
Osszefliggések fennéllnak barmely k € INg esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy

lim max{xy, yx} = lim x; = lim yx = ¢ >0,
k—o0 k—ro0 k—o0
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valamint hogy m € [0,1) esetén ¢ = 0. Végiil vegyiik észre, hogy ha m = 1, akkor
folytonos ¢ esetén elegend6 megmutatnunk, hogy (c,c) semmilyen ¢ > 0 esetén nem
fixpont. Ez a 0 < ¢(c) egyenl6tlenségbdl azonnal kovetkezik.

Az (xx,yx) € Hs esetre vonatkozo allitds a fentivel analég médon igazolhato. O

3.4. Megjegyzés. A fentiekhez hasonl6 allitdsok fogalmazhatok meg az m € [—1,0]
esetben is. Mivel ezen 4llitdsokra a késébbiekben nem lesz sziikségiink, igy ezeket nem

részletezziik.

3.5. Megjegyzés. A 3.3. Allitds — és a vele anal6g, m < 0 esetre adhato allitds — induktiv
alkalmazdsaval egyszertien igazolhat6 a (0,0) egyensulyi helyzet globalis aszimptotikus
#m',l] x (—=1,1). Mivel a 3.6. Tétel ennél

tobbet 4llit, igy ennek bizonyitasat nem részletezziik.

stabilitasa, amennyiben (a,m) € Ro(m) \ |

A kovetkezd tétel a 3.2. Lemma, valamint Nenya és szerz6tarsai [54-56] eredmé-
nyeinek kovetkezménye. Ezen dolgozatokban a szerz6k a miénknél altalanosabb, nem-
autoném differencidlegyenleteket vizsgdlnak a Yorke-feltétel, valamint az &dltaldnositott

Yorke-feltétel teljesiilése mellett.

3.6. Tétel. A (3.3) leképezés (0,0) fixpontja globdlisan aszimptotikusan stabil, ha az aldbbi
feltételek egyike teljesiil :

(@) (a,m) € Ro(m) \ |, 1) x (=1,1);

(b) @ eleget tesz a (H2) feltételnek és (x, m) € R(m) \ (‘"Jf‘—fl,l} x [—1,1].

A fenti paramétertartomédnyok szemléltetését lasd a 3.2. dbran.

Bizonyitds. Elészor is megmutatjuk, hogy a fixpont lokélisan stabil, ha (a,m) € R(m)
és o # 1. A fixpont koriili linearizdldssal adédik a lokdlis aszimptotikus stabilitds, ha
(a,m) € Ro(m) vagy m = 1 és a < 1. Az « = |m| — 1 esetben a [—¢, ¢]> halmaz pozitiv
invaridns a (3.3) leképezésre nézve barmely ¢ > 0 esetén, ami garantalja a (0,0) fixpont
lokalis stabilitasat.

Most ratériink a globalis attraktivitds bizonyitdsara. Legyen m > 0. Ekkor a > 0 ese-
tén az allitds az [55, Theorem 3], valamint az [54, Theorem 2] tételek specidlis eseteként
adodik. Ha m = 0 vagy a < 0, akkor a 3.2. Lemma alkalmazhat6 (ahogy az « <1 — |m|
esetben is).

Tegyiik fel most, hogy m < 0. Ekkor az y, = (—1)"x, helyettesités a (3.1) egyenletet
az Yyi1 = (—m)y, —a(—=1)""to((—1)""1y,_1) alakra hozza. Mivel a fentebb hivatko-
zott [54,55] dolgozatok eredményei nemautoném differenciaegyenletekre vonatkoznak,
és mivel a (—1)"1o((—1)""1x) leképezés eleget tesz a (3.2) feltételnek minden n € N
esetén, igy az allitds kovetkezik a fixpont (a, |m|) paraméterpar melletti globalis aszimp-
totikus stabilitdsabol. O



3.1. Egy diszkrét idejil neuronmodell 67

A tovabbiakban feltessziik, hogy m € [0,1], és hogy ¢ eleget tesz a (H1) és a (H2)
feltételeknek. Legyen M > 0 és tekintsiik az alabbiakban definialt 7 (M, m) és S(M, m)

halmazokat:
R?, ham =0,
T(M,m) =
Hy (2, 200) UHy (37, 5) UHs (37, 20) UHs (57, %) U0, ham € (0,1,
valamint
2M 2M 12
S(M,m) = [, #2517, hamel0,1),
R?, ham=1.
A T (M, m) halmazt lasd a 3.4. dbran az m > 0 esetben.
y
M 2M
m m
D o
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
M
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
7T (M, m)
' X
M
B e I
M
e O i
M M
m m

3.4. abra. A T (M, m) halmaz m > 0 esetén.
Az alabbi allitasnak és az azutani kovetkezménynek kulcsfontossagui szerepe van a
{6 tételiink bizonyitdsaban.

3.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy (x,m) € [0,1]?, tovdbbd hogy ¢ eleget tesz a (H1) és a (H2)
feltételeknek, valamint legyen M = M,,. Ekkor a kovetkez§ dllitdsok teljesiilnek.

(i) Ha (x0,y0) € T(M,m), akkor (x1,y1) € T (M, m) is fenndll, tovdbbd tetszbleges
(x0,y0) € R? esetén létezik k € Ny, melyre (xy, yx) € T (M, m) teljesiil.

(i)) Ha (x0,y0) € S(M,m), akkor (x1,y1) € S(M,m) is fenndll, tovibbd tetszbleges
(x0,y0) € R? esetén létezik k € Ny, melyre (xi, yx) € S(M, m) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen m és M rogzitett, és a rovidség kedvéért haszndljuk a 7 = 7 (M, m)
és S = S(M, m) jeloléseket.
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(i) Az m = 0 eset trivialis, igy feltehetjiik, hogy m € (0, 1]. El6szor az &llitds masodik
részét bizonyitjuk. Legyen (xo, o) € R? egy tetsz&leges pont. Ekkor a 3.3. Allitas szerint
vagy létezik kg € INo, hogy (xx,, yk,) € Hi teljestil vagy (xx, yx) — (0,0), amint k — oo,
ahonnan (xi, yx) € T kovetkezik, ha k elég nagy. Tehat feltehetjiik, hogy (xo, o) € Hj.
Két esetet kiilonboztetiink meg.

a)Ha 0 < yo < M akkor (x1,11) € Hi (4, 4) UH, (¥, M) c T azonnal adédik.

b) Ha yo > %, akkor 0 < x1 = yp és 0 < y1 = myy — a@(xg) < myy < yo Ossze-
fiiggéseket kapjuk. Ekkor, ha y; < M akkor a problémat visszavezettiik az a) esetre.
Ellenkez6 esetben y1 > M és (x1,y1) € H; adédik. Ezt a gondolatmenetet ismételgetve
kapjuk, hogy vagy létezik ko € IN, melyre 0 < y, < M 65 x; > M teljesiil (és ekkor
az allitas kovetkezik az a) esetben latottakbol) vagy (xk,yk) € Hy \ Hy (M4, M) teljesiil
minden k € IN esetén. Az utébbi eset azonban nem &llhat fenn, hiszen ez ellentmond
a 3.3. Allitasnak. Ezzel az (i) 4llitdas masodik részét belattuk.

Az (i) 4llitas els6 részének bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy a fenti gondolatme-

net alapjan (xo,yo) € Hy (24, 21) vélasztdsa esetén (x1,y1) € T kovetkezik. Ugyanak-

m’ m

kor (xo,0) € Hp(M, M) esetén a 3.3. Allitds (ii) része szerint (x1,y1) € T kovetkezik.

m’ m

Hasonl6 gondolatmenettel igazolhato, hogy (xo,y0) € Hz(24,2M) U Hy (M, M) esetén

m’ m m’ m

(x1,y1) € T kovetkezik. Ezzel az (i) éllitast maradéktalanul igazoltuk.
(i) Az allitas triviadlis az m = 1 esetben, igy feltehetjiik, hogy m € [0,1). Tegyiik

fel hogy (xo,y0) € S. Ekkor az |x1| = |yo| < , valamint az |y;| < m|yo| +aM <
mHL 4+ M < 2L ssszefiiggésekbd] kovetkezﬂ(, hogy (x1,y1) € S, ami igazolja az

allitas els6 felét.

Az 4llitas méasodik részének igazoldsa érdekében tegyiik fel, hogy (xo,yo) ¢ S. Ismét
két esetet kiilonboztetiink meg.

a) Ha |yo| > =, akkor |x1| = |yo| > =
lyol osszefuggesek adodnak Ezt a gondolatmenetet 1smetelgetve kapjuk, hogy |vk| egy

| < mlyo| + M < 2 |y| <

csokkend mértani sorozat, 1gy létezik kg € IN, amelyre |xy,| > 24 és |y, | < 24 fennall.
EKkor |xk, 41 = [yk,| < 225 és |yeo1| < mlyg,| + M < mle +M < 2L kovetkez1k
ahonnan (X1, Yky+1) € 8 adodlk.

b) Ha |yo| < £, akkor (xo,y0) ¢ S miatt |xo| > 24 sziikségszertien teljesil,
ahonnan az a) esetben latottak szerint kovetkezik az allitas. Ezzel a tételt maradéktalanul

igazoltuk. O

3.8. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy («,m) € [0,1]?, valamint, hogy ¢ eleget tesz a (H1)
és (H2) feltételeknek. Legyen M = M, valamint a T (M, m) és S(M, m) halmazok legyenek
a fentiek szerint definidlva. Ekkor ezek S = T (M, m) N S(M, m) metszete kompakt, és pozitiv

invaridns a (3.3) leképezésre nézve, valamint tetszbleges (xo,yo) € R? esetén létezik k € N,
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hogy (xx,yx) € S teljesiil. Ezenfeliil fenndll az aldbbi dsszefiiggeés :

2
C [-4M, 4M]>.

S =T(M,m)NS(M,m) C [

" max{m,1—m}’ max{m,1—m} }

3.1.2. F6 eredmény: a globalis stabilitas sziikséges és elegendd feltétele

Ebben a szakaszban a (3.4) egyenlet vizsgalatara szoritkozunk. Az el6z8 szakasz jelolé-

seivel 0sszhangban hasznédljuk az
F: R?> = R?, F(x,y) = Eym(x,y) = (y, my — atanh(x)) (3.5)
jelolést.

3.9. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a ¢ = tanh fliggvény eleget tesz a (H1) és (H2)
feltételeknek, tovdabbd My, = 1 és tanh’(0) = 1. Ezeket egybevetve a 3.1.1. szakasz
eredményeivel adédik, hogy a trividlis egyenstlyi helyzet globdlis aszimptotikus stabi-

litdsanak sziikséges feltétele:
(&, m) € R(m) = [lm| =1,1] x [=1, 1]\ {(0, =1), (0, 1)}.

Vegyiik észre, hogy a (0,0) egyenstlyi helyzet lokalisan aszimptotikusan stabil, ha
(o,m) € (|m| —1,1) x (=2,2), de nem lehet globélisan aszimptotikusan stabil, ha
\m| > 1. Ez j6l mutatja az m € (0,1) feltétel fontossagat a a Clark-tipusu egyenletekben
és az azokra vonatkoz6 sejtésekben. Mindamellett ez a megszoritds természetes médon
is adédik, ha figyelembe vessziik az m paraméter biologiai jelentését: a Clark-tipust
egyenleteknél haldlozasi ratat, neuronhél6zati modellek esetén a nyugalmi potencidlhoz

valo visszatérés sebességét fejezi ki.

3.10. Megjegyzés. A 3.6. Tétel szerint (a,m) € R(m) \ (":f‘fl,l] x [—1,1] esetén a trivi-
alis egyenstlyi helyzet globalisan aszimptotikusan stabil. A tanh fiiggvény paratlansaga
miatt az y, = (—1)"x, transzformdciét hasznalva adédik, hogy a trividlis egyensulyi
helyzet pontosan akkor globalisan aszimptotikusan stabil (a,m) € R(m) esetén, ha az
(x, —m) esetén is. Tehét a tovébbiakban elegend6 az (a,m) € [0,1]? paramétertarto-

manyra koncentralnunk.

A 3.5. dbran a (3.5) leképezés 0 fixpontjanak globdlis aszimptotikus stabilitdsara vo-
natkoz6 legfontosabb eredményeket foglaljuk ossze. Az A-val jelolt haromszogben ele-
mi tton igazolhat6 a globdlis stabilitds (ldsd a 3.2. Lemmat), de kovetkezik példdul [22]
eredményeibdl is. A B-vel jelolt hdromszogben Koci¢ és Ladas [31] monogréfidjanak
2.1.1. tétele, mig a C-vel jelolt tartomanyokban Nenya és szerz6tarsainak [54,55] ered-
ményei garantdljak a globdlis stabilitast. A szakasz {6 eredménye, hogy a D és E jelt

tartomanyokon is igazoljuk a 0 fixpont globdlis aszimptotikus stabilitasat (ldsd a 3.11.
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m
1
B,C | BCD
N
2 ABC C.D D [E
AC | ACD
i a
3 a9 ]

3.5. dbra. Az (a,m) € [0,1]? paramétertartomany.

Tételt). Mint azt mar kordbban emlitettiik, ebben megbizhat6 szamitégépes modszerek
is a segitségiinkre lesznek.

Vegyiik észre, hogy az &« = 1 értéknél Neimark-Sacker-bifurkdcié megy végbe, mig
az (a,m) = (1,0) paraméterpdr esetén erls 1:4 rezonancia lép fel. Ennek a résznek a f6
eredménye a kovetkezd tétel, amelyben megmutatjuk, hogy az (x,m) € R(m) feltétel
nemcsak sziikséges, de elegend? feltétele is az origd globdlis aszimptotikus stabilitdsa-

nak.

3.11. Tétel. A (3.5) leképezés (0,0) fixpontja pontosan akkor globdlisan aszimptotikusan stabil,
ha (a,m) € R(m).

m2+1
m+17
ritkoznunk. Mivel ez semmilyen nehézséget nem okoz a tovédbbi analizisben, mi az egy-

szerlibb (a,m) € [%, 1] x [0, 1] feltételezéssel fogunk élni. A bizonyitds két {6 részbdl 4ll.

Ahogy azt mar kifejtettiik, elegend6 az (x,m) € | 1] x [0,1] tartoményra szo-

Az 1. részben minden («, m) parra megadjuk az orig6 egy kompakt — m-t6l fliggetlen —

U(«) kornyezetét, amely az origd vonzéstartoményaba tartozik, és amelyre barmely
[a] x [m] € [(m®+1)/(m+1),1] x [0,1]

paraméterintervallum esetén az U([a]) := Nye[yU(a) halmaz magdba foglal egy origé
kozéppontu zért korlapot. Ennek megkonstrudldsdhoz a linearizalt egyenletet valamint
az 1:4 rezondns Neimark-Sacker-bifurkdcié normalforméjat fogjuk analizalni. A bizo-
nyitas II. részében egy megbizhato, szamitogéppel segitett bizonyitast adunk arra, hogy

(x,m) € [a] x [m] esetén a 3.1.1. szakaszban megkonstrualt

S= T(Mtanh/ ﬂ’l) N S(Mtanh/ m)



3.1. Egy diszkrét idejil neuronmodell 71

pozitiv invaridns, kompakt halmazbdl indulé barmely trajektéria belép a fent definidlt
U([«]) € U(a) kornyezetbe.

I. rész: Az U(«) kornyezet meghatarozasa
Tekintsiik az F leképzés (0,0) fixpont koriili linearizaltjat:

(x/y) = F(x/y) = A(“/ m)(x,y)T +fu¢,m(x/]/)/ (3.6)

A(a,m) = ( —Otx :ﬂ),

0
falx,y) = < ax — o tanh(x) >

Emlékezziink vissza, hogy A(a,m) sajétértékei a pyp(a,m) = "I komplex

e AT
szamok. Legyen y = pj(a, m) és legyen q = gq(a, m) = (’”_12_7”“4"‘,0 € C? hozza

ahol

és a maradéktag

o
tartozoé sajatvektor. Jeldlie p = p(a, m) € C? az A(a, m)T matrix 7 sajatértékéhez tartozo6

sajatvektorat, melyre (p,q) = 1. Ekkor

— (_ in 1 im
P= < Vax—m2’ 2 + 2\/4a—m2> ’ (3.7)
Vezessiik be a kovetkezd komplex véltozot:

a(mx—2y—ixv/4a—m?
2 = 2(x,y,0,m) = (p, (x,)) = LB VI (33)

A transzformicié inverze az aldbbi alakban adhato:
(x,y) =zq+zq = (% (—izx/4rx —m? + (m +iv4a — m2> Rez) ,2Rez> . (3.9)

A (3.5) leképezést ezzel az aldbbi komplex leképezéssé transzformaltuk:

2 Glz) = Glz,Z,0,m) = (p, Alw,m)(zq+727) + fam(2q +70))

(3.10)
= nz+8(zz,a,m),
ahol g a z,z, « és m komplex értékii sima fliggvénye, és
Q(z,z,a,m) =2 <m Rez + v4a — m2Imz — a tanh (mReZ“i“’szmz))
1 (3.11)

: (4oc —m? + imy/ 4da — mz) )

Vilagos, hogy rogzitett o és m esetén, ¢ a z és z valtozok analitikus fliggvénye. A

g fuiggvényt a 0 koriil z és z szerint sorba fejtve azt kapjuk, hogy csak a harmad- és
magasabb rend{i tagjai nem zérék (kdszonhetSen annak, hogy tanh”(0) = 0), vagyis

8(z =X %Zkzl Ri(z), k1€{0,1,2,3}, (3.12)
k+1=3 !
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ahol gy = gu(a,m) = a‘zialz,g(z,z,oc,m)‘ és k+1 =3 kI € {0,1,2,3}, valamint

Ry(z) = Ry(z,Z, &, m) = O(|z|*) barmely rogzitett (a, m) esetén.

3.12. Tétel. Legyen a € [3,1) és m € [0,1]. Ekkor, ha

)= &1V
akkor (xo,y0) € U(a) = Ky(y) esetén limy o0 (xx, yx) = (0,0) teljesiil.

Bizonyitds. Vizsgéljuk a (3.10) transzformalt egyenletet. Legyen (x,y) € Ky \ {(0,0)}
tetszleges és z = z(x,y, a, m) a (3.8) 4ltal definidlt. Meg fogjuk mutatni, hogy

|G(z,z,a,m)| < |z|, haz #0.

Kihasznélva a (3.8) és a (3.9) 0Osszeftiggéseket konnyen megmutathatd, hogy barmely
a € [3,1] ésm € [0,1] esetén a

max{|x|, ly|} < 2 <2v2[z|, (3.13)
2] < /S max{ |, [y[} < % max{|x], |y|} (3.14)

egyenl6tlenségek fennéllnak, ahol z = z(x,y,a, m). A tanh figgvény sorfejtésébdl, az
e(a) < 1 egyenlStlenségbdl, valamint a max)y<; {‘f—;tanh(x)‘} = 2 Osszefliggésbol
nyerjiik, hogy

8z 2 0,m)| = ‘<P(fx,m),fa,m (z9(a,m) +zq(a,m) ) )|

= #?|x — tanh(x)|

4 — m2

"‘— max {‘—tanh ’}|x|3

|x|<e

= 4o— mz 3 ’x’?)

4ucm

A (3.13) egyenl6tlenségbdl és a || = \/a azonossagbol kovetkezik, hogy
G(z,Z,a,m)| < Valz| + /22555 (2V2)% |z

— |z - (\/&+,/ﬁ“§16\fz\z|2) .
Mivel m”g < f teljestil barmely a € [3,1] és m € [0,1] esetén, igy ha 0 # |z| <

eo(a) = {/Z5\/1— /u fenndll, akkor |G(z)| < |z| teljesiil. A (3.14) egyenl&tlenségbdl
kovetkez1k, hogy (x,y) € K esetén |z| = |z(x,y,a,m)

() fenndll, igy ekkor
|G(z)| < |z| kovetkezik, ha z # 0. EbbSl G folytonossagat is kihaszndlva kovetkezik,
hogy G¥(z) — 0, amint k — oco. Ezzel bebizonyitottuk, hogy az eredeti F leképezés
(0,0) € R? fixpontja aszimptotikusan stabil az U(«x) = K(,) kdrnyezetben. O
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3.13. Tétel. Legyen a € [0,98, 1] és m € [0, 1]. Ekkor, ha

akkor (xo,y0) € U(a) = Ky(a) esetén limy_,0(xx, yx) = (0,0) teljesiil.

Ahogy azt kordbban mér emlitettiik az @ = 1 kritikus értéknél Neimark-Sacker-
bifurkécié megy végbe (|pt12| = 1) és az (a,m) = (1,0) értéknél erSs 1:4 rezonancia lép
fel (1, = +i). A tétel bizonyitdsa sordn a leképezésiinket az 1:4 rezondns normalforma-
jaba fogjuk transzformdlni (Kuznetsov [38] konyve alapjan), mivel a nemrezonédns nor-
maélforma az («, m) = (1,0) paraméterparhoz kozeli értékek esetén nem alkalmazhat6 a
tétel allitdsdnak bizonyitdsara. Ennek az az oka, hogy sziikségiink lesz — tobbek kozott —
a transzformdcidra vonatkozo, a paraméterekben egyenletes becslésekre, ami a kritikus
(1,0) paraméterparhoz kozeledve lehetetlenné valik. Ugyanakkor a rezonans normélfor-
ma alkalmazhato a teljes (a,m) € [0,98, 1] x [0, 1] paramétertartomanyban. A kovetkezs
bizonyitas egyes lépéseinél igénybe vessziik a Wolfram Mathematica szamitégép-algebrai
rendszer szimbolikus szdmit4sai adta lehet&ségeket, és felhasznalunk beépitett interval-

lumaritmetikai fiiggvényeket (a részleteket ldsd [73, Basin_of_attraction]).

A 3.13. Tétel bizonyitdsa. A bizonyitdsban szamos becslést fogunk adni. Ezek a becslé-
sek (ha kiilon nem is hangstlyozzuk) mindig egyenletesek abban az értelemben, hogy

fennallnak barmely « € [0,98, 1] és m € [0, 1] értékek esetén.

1. 1épés: Transzformaldas az 1:4 rezonans normalformara

Mindenek el6tt transzformdljuk a leképezésiinket a (3.10) alakra. Ezek utan egy olyan
komplex, invertalhat6, sima h = h,,;,: C — C fliggvényt keresiink, amely definialt és in-
vertalhat6 a 0 € C egy kornyezetében és amely a (3.10) leképezésiinket a w — Gy.a(w) =

G1.4(w, @, a, m) alakra hozza, ahol

Gra(w) =h! (G (h(w),h(w),oc, m)) = pw + c(a, m)w?w + d(x, m)w® + Ra(w), (3.15)
és Ry(w) = Ra(w,w,a, m) = O(|w|*) barmely rogzitett (x, m) esetén. Ha a h fiiggvényt
egy specidlis alakban, nevezetesen w és w (legfeljebb) harmadfoku polinomjaként keres-

siik, az aldbbiakat kapjuk:

h(w) = h(w, @, x,m) =w+ h%w?’ + %waz, (3.16)
valamint
h’l(z) = h’l(z,f, a,m) =z— %23 — hzlzzz + R3(z2), (3.17)
ahol
h3o = h3o(a, m) = y(fzw_l)z hip = hia(a, m) = %,
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és R3(z) = Rs(z,Z,a,m) = O(|z|*) barmely rogzitett (a,m) esetén. A h és h™! fiiggvé-
nyek értelmezési tartomdnyat a késébbiekben fogjuk megadni.
A célunk egy olyan &y > 0 megaddsa, hogy barmely (x,y) € [—3, %]2 esetén |w| < g

fennalljon, és hogy 0 # |w| < gp esetén a kovetkez6 egyenlStlenség teljestiljon:
Gra(w)| = |pw + c(a, m)w*w + d(x, m)w° + Ry(w, @, a, m)| < |wl. (3.18)

Ehhez egyenletes becsléseket kell adnunk a magasabb rendti Ry, R, és R3 maradék-
tagokra, a /1 és az (x,y) — z transzformdcidkra és inverzeikre, valamint a g, ¢ és d

fuggvényekre egyarant.

2. 1épés: Becslések

A g és R fiigguények becslése
A (3.8) és a (3.9) osszefliggésekbdl konnyen belathato, hogy a

max{ x|, |y|} < % <2,03|z| ésa (3.19)
2] < /S max{|x, [y[} < 1,01 - max{|x], [y[} (3.20)

egyenl6tlenségek fennallnak barmely a € [0,98, 1] és m € [0, 1] esetén. A (3.6), (3.7) és
(3.9) osszefliggésekbdl, valamint a tanh fiiggvény Taylor-sorfejtésébdl kovetkezik, hogy

az

Ri(2)l < |5+ 573850

5 2
o - max { | tann(x) | | - |6 = | [t % [P
X

=6

egyenl6tlenségek fennéllnak, ha z = z(x, y, «, m). Ezek utan, felhasznalva a (3.19) és az

|x| < % bsszefiiggéseket, a kovetkezd megbizhaté numerikus becsléshez juthatunk:
[Ri(z)| < 0,22]z|*. (3.21)

A g fiiggvény harmadrenddi tagjaira a kovetkez6 explicit formuldk adédnak:

2ix — m (im + \/W) 2

_ o= ——— 3.22
g P/ Ny 022
3
2(m+i\/4oc—m2> (m+i\/4zx—m2)
(3.23)

812 = ; , 803 = .
4o — m? + imv/da — m? 2u (40(—m2+im\/4¢x—m2)
Innen szimbolikus szdmitdsok és megbizhat6 becslések segitségével kapjuk, hogy

|8k 8
= < 1,57, ahol k,I €1{0,1,2,3}. 3.24
k£3 KLY 3 4a —m? { ) (424




3.1. Egy diszkrét idejil neuronmodell 75

A (3.21) és (3.24) egyenlbtlenségekbdl, valamint a (3.10) és (3.12) dsszefiiggésekbdl spe-

cidlisan kovetkezik, hogy
|G(z)| < |z| 4+ 1,57|z|* + 0,22|z|*. (3.25)

A h transzformdcio értelmezése és becslése
Meg fogjuk mutatni, hogy a (3.16) 4ltal definialt h fiiggvény injektiv a By, C C
halmazon, illetve hogy a h~! inverze definidlt a B; 3 halmazon, és ott a (3.17) alakba
irhat6.
Kénnyen beldthat6, hogy a kovetkez6 egyenléségek és az alabbi felsd becslés telje-
siilnek:
2

|h30| = |h12| = \/(x (40( = mz) ((1 T 0()2 = mz) < 0,7. (326)

Legyen a és m rogzitett és
H,=Hym::C3>w— w+z—h(w) € C.

Ezzel a jeloléssel élve H,(w) = w pontosan akkor teljesiil, ha h(w) = z fenndll. Egyszerti

észrevétel, hogy

|Hz(w1) = He(w2)| = |w1 — h(w1) — w2 + h(ws)]

I 7
< |§0| |w} — wd| + |122)| @1 w1 — Wa|wa|?] .

Ugyanakkor a
|1 |wi | — @ |wa|?| < @1 |wi|* — @1 [wa]?| + @1 |wa]* — @ |ws|?|
= [wi (Jw1|* = w2 |?) + [w2|* 1 — ]
< Jwr|(Jwr| = [wa]) (Jwr]| + [wa]) + w2 [*|wr — w,|
< Jwr — wa| (feor]* + [w1|[wa| + w2 ]?) .

egyenlStlenségek teljesiilnek. Ha most wy, w, € By, tetszblegesek és z € By /3 rogzitett,

akkor a kovetkezé egyenlStlenségekhez jutunk:
[z (1) — Ha(w2)] < oy — v - (1520 4 VD) (Joor 2+ feon ool + o2 )
< 047|wy —wy|-3- % < |wy — wy|,
valamint
[Ho(w)] < J2| + [w — h(w)] < |2+ (%2 + 22]) o* < 1 +047-2- § < L.

Tehat Hy: Bijo — Bz kontrakcid, igy barmely rogzitett z € By/3 esetén létezik
egyetlen w = w(z) € By,, amelyre H,(w(z)) = w(z), azaz h(w(z)) = z. Ezek szerint a

h~1 inverz definidlhat6 a By /3 kornyezetben.
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A (3.16) formula és a (3.26) egyenltlenség alapjan kapjuk az aldbbi becslést:
lw| —0,47|w|® < |h(w)| < |w| + 0,47|w|>. (3.27)

A h! inverz fiigguény becslése
A w € Bys, z = h(w) feltevésekkel élve és kihasznalva a (3.27) egyenl6tlenségeket

konnyedén adédik a kovetkezd becslés:
lw| < 1,02|h1(2)]. (3.28)

Ahhoz, hogy egy hasonlé felsd becslést tudjunk adni a h~!(z) inverzre is, meg kell
becsiilniink az R3 maradéktagot. Tegyiik fel, hogy z € By,3. Mivel h~! definidlva van
a By 3 kornyezetben, igy létezik egyetlen w € By, komplex szdm, amelyre z = h(w).
Ekkor

I

Rs(2) = Rs(h(w)) = I~ ((w)) — h(w) + "2 (h(w))* + "Lh(w) ((w))

6

a w és w valtozok egy kizardlag 4-9. rendi tagokat tartalmazé polinomja. Feltéve most,

hogy w € By 5 és kihaszndlva a (3.26) és (3.28) egyenl6tlenségeket nyerjiik, hogy
R3(z) < 0,14|w[* < 0,16|z|*

teljestil, ha z = h(w). Ebbd], valamint a (3.17) és (3.26) egyenlttlenségekbdl kovetkezik,
hogy w € By 5 és z = h(w) esetén

‘h_l(z)‘ < |z| + 0,47|2]® + 0,16|z[* (3.29)

egyenlGtlenség fenndll.
Az R, maradéktag becslése
Most mar készen allunk az R, hibatag becslésére. Definidljuk a kovetkez6 harom

polinomot:

hobmaX(s) = 5 40,475 + 0,16s%,
G™™(s) = s+ 1,575% 4 0,22s%, (3.30)
WM (s) = 5 + 0,475,

Legyen tovabba Q(s) = Y32, gxsk = h~1max o GMax o jmaX(5). Az eddigi becslésekbsl
vildgosan latszik, hogy 0 # w € By /5 esetén |Ry(w)| < Y2, gx|wl* (%)k_4 fennall, amib6l

IRy (w)| < 1,59|wl* (3.31)

kovetkezik.
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3. 1épés: Also becslés a (3.15) leképezés 0 fixpontjanak vonzastartomanyara

A (3.15), (3.16), (3.17), valamint (3.22) és (3.23). Osszefiiggésekbdl adédnak a kovetkezd

formulék:

i (m + i\/ém)3
c=cla,m) = Rl d=d(a,m)= o (404 Y m2) . (332
Legyen
b= Bla,m) = B0 gy - MBI
p(o,m) 2y/ada — m?
és jelolje v = y(a) a B valos részét. Ekkor v = —3 f Ezekkel a jelolésekkel élve,

valamint felhasznélva a (3.31) becslést nyerjiik, hogy barmely 0 # w € By /5 esetén

|G1a(w)| = ‘yw—i—c(a,m)wz@—i—d(uc,m)w‘?’ + Ry (w)|
< [w| (|u+ clwl| + ld][w]?) + |Ra(w))|
= [w| (|[p] + Blwl*| + |d]|w]*) + |Re(w, @, )|
< |w| (|[Va + Blw|?| + |d||w|* + 1,59|w|?)
< ol (|[va +ylw|)
+ Joo] ||V + Bl = (Va -+ ylw?)| + |d]|w]? + 1,59]w]).

(3.33)

Vegyiik észre tovabbd, hogy —1 < —7 <y < —1.1gy 0 # w € By/5 esetén a kovetke-
z6ket kapjuk:

[V + Blwl?| = (Va+ yw]?)| = ‘\/«x +2vayw + |BRlwl* — (Va + y|wl?)

‘ (1B = 2)]w]’
Ja+ 202 + [BRFwl* + Vi + [P
(B2 = 72wl
= Balwl + 2yl + 5valol + o)
< (’18’2_')’) ’ ‘3‘
V250 —2 450 — 1

Felhasznalva most a 8, <y és d fliggvényekre kapott formulakat kapjuk, hogy az

[[Va+ Blwl?| = (vVa+ o) < 0,02wf (3.34)

és

dl < —=

5 (3.35)

ﬁm
N
@
U‘IM—\
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egyenlGtlenségek teljesiilnek. Ezek utan a (3.33), (3.34) és (3.35) egyenlStlenségeket ki-
hasznélva nyerjiik, hogy 0 # w € By /5 esetén

|Gra(w)| < |w| (1 —0,5|w|*+0,2|w|* + 1,61|w|?)

(3.36)
=[] (1~ [w[2(03 ~ 1L61[w])) < [w]

fenndll, ha |w| < g = 1%31. Ez bizonyitja, hogy a B, kornyezet a (3.15) leképezés 0

fixpontjanak vonzastartomanyaban van.

4.1épés: A K 1 kornyezet a (3.5) leképezés 0 fixpontjanak vonzastartomanyaban van

A (3.20) és (3.28) egyenltlenségekbdl kovetkezik, hogy barmely (x,y) € [— £, &] ? esetén
w € B, teljesiil. Innen nyerjiik, hogy tetsz6leges (xo,y0) € U(x) = [ — %,%]2 esetén

limy 00 (xk, yk) = (0,0). Ezzel a tételt maradéktalanul bebizonyitottuk. O

A 3.6. abran a 2¢(a) oldalhosszusdgu (0,0) kozépponta U(a) kornyezet méretének

valtozdsa ldthaté az « paraméter fiiggvényében, amelyet az & € [}, &3] paraméterérté-

kekre a 3.12. Tételbsl, az a € [33,1] értékekre pedig a 3.13. Tételbsl kapunk.

(@)

0.25

0.05

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 £1

3.6. abra. A ¢(a) fiiggvény.

3.14. Kovetkezmény. A (3.5) leképezés (0,0) fixpontja lokdlisan stabil, ha (a, m) € R(m).

Bizonyitds. Szimmetriai megfontoldsokbdl elegendé az m > 0 esettel foglalkozni. Az
« # 1 esetben a lokalis stabilitdst megmutattuk a 3.6. Tétel bizonyitdsdnak elején. Az
« = 1 esetben a fenti bizonyitasban latott (3.15) normélformaéra kell hozni a leképezést,

majd a (3.36) Osszefiiggésbdl adodik a lokdlis aszimptotikus stabilitas. O

II. Rész: megbizhat6 szamitasok

Tekintstink most egy (a,m) € [1,1] x [0,1] paraméterpért. Tetszslegesen adott (xo, o)

kezdpont esetén, az ((xg, yk))ro trajektorianak torlodési pontjai az F, , nemvandorl6



3.1. Egy diszkrét idejil neuronmodell 79

pontjai. A (0,0) egyensulyi helyzet globalis attraktivitdsinak bizonyitdsdhoz elegendd
tehdat megmutatnunk, hogy 6 az F,, leképezés egyetlen nemvandorlé pontja. A 3.8.
Kovetkezménybél tudjuk, hogy a nemvandorlé pontok halmaza része az S = [—4,4)2
halmaznak. Meg fogjuk mutatni, hogy S a (0, 0) fixpont vonzédstartoménydban van, vagy
ami ezzel ekvivalens, az S pozitiv invarians halmaz egyetlen nemvéandorlé pontja a (0, 0)
fixpont.

A bizonyitds tovébbi részére vonatkozoan kihangsulyozzuk, hogy [«], [m], [S] és
[U] olyan mennyiségek, amelyeket a szdmitogépen egy — esetleg tobbdimenzids — inter-
vallummal reprezentdlunk, mig F) ,] a megfelel6 intervallumértékdi fliggvényt jeloli.
Annak ellenére, hogy a fenti halmazok numerikus kozelitések, azok garantaltan tartal-
mazzék a zardjelben 1év6 szédmot vagy halmazt. Barmely (a,m) € [a] x [m] és barmely
(x,y) € [S] esetén fenndll tehat, hogy Fum(x,y) € Fiaj jm(%,y). Mindezt a megbizhat6
szdmitdsokra kifejlesztett CAPD fiiggvénykonyotdr [74] hasznalatdval tudjuk garantalni.

A 3.11. Tétel bizonyitdsdnak érdekében el6szor vegyiik a paramétertér egy J 4tmérs-
jli particijat: legfeljebb J élhosszusdgu [a] x [m] téglalapokra osztjuk azt. Ezutan lefut-
tatjuk az alabbi Globalis_Stabilitéas_Tanh programot. Az algoritmus fliggvények graf-
reprezentacidit és intervallumaritmetikai eszkdzoket haszndl. Ezekrdl és az algoritmus
helyességérél az érdekl6dd olvasé a [7] dolgozatban talal részletes leirdst, itmutatdst.

1: procedure GLOBALIS_STABILITAS_TANH([«], [m], §)
[S] < [—4,4)?
(U] = Ny U () > a 3.12. és 3.13. Tételekbdl
V < Particional([S], 9) >V az [S] egy particidja, diam (V) < ¢

2

3

4

5: repeat
6 £ < Atmenetek(V, Fa,(m)) >a V csticsok kozti dtmenetek Fg [, mellett
7 G < Graf(V,¢&) > G az Fi) ) egy grafreprezentécidja
8 T < {v : v egy irdnyitott koron van }

9

forallv € V do

10: ifv ¢ T oro C [U] or Fy [, (v) C [U] then

11: G+—G—-v > A v cstcsot elhagyjuk G-bol
12: end if

13: end for

14: 0 6/2

15: V < Particionél(|V|, 9)

16:  until |V =0
17: end procedure

Roviden Osszefoglalva a fenti algoritmust: az F [, fliggvény grafreprezentdcioit
vizsgdlja egymdsba dgyazott kompakt halmazok (a csticsok halmaza) és egyre csok-

kend particioatmérsd mellett. A rakovetkez6 (sztikebb) kompakt halmazt az algoritmus



80 3. Mdsodrendii differenciaegyenletek globdlis stabilitdsvizsgdlata

11. soraban torténd elhagyasok utjan kapjuk. Egy v cstcsédt akkor hagyjuk el, ha sike-
riil megmutatnunk, hogy az nem tartalmazhat egyetlen nemvandorlé pontot sem, vagy
hogy az teljes egészében a origd vonzastartomanyaban van.

Ha a program lefut véges idén beliil, azaz, ha elérjiik, hogy egy ponton a |V| cstics-
halmaz kiiiriiljon, azzal bebizonyitottuk, hogy az origé az egyetlen nemvéandorl6é pont
[S]-ben, amib6l az kovetkezik, hogy globélisan attraktiv minden (a,m) € [a] X [m] para-
méterpdr esetén.

A fenti algoritmus C++ nyelven lett megval6sitva [73, Program]. A megbizhat6 sza-
mitdsok és a grafreprezentdcids eljardsok rendre a CAPD [74] és a Boost Graph [27]
fiiggvénykonyvtarak segitségével torténtek. Az iranyitott korok megtaldlasara a Tarjan-
algoritmust haszndltuk [62]. A paraméterteret kiillonb6z6 méretti téglalapokra osztottuk
a probléma nehézségétdl fliggden (a kritikus értékekhez kozeledve egyre kisebbekre). A
szamitasokat a Szegedi Tudoméanyegyetem NIIF HPC kozpontjdnak klaszterén futtattuk
tobb szdlon. Az (a,m) € [3,1] x [0,1] tartomany lefedéséhez 6964 részre (szeletre) osz-
tottuk a paramétertartomanyt. Ezek mérete 0,01 x 0,01 és 0,001 x 0,001 kozott mozgott.
Az iterdciok szama (vagyis a végrehajtott ciklusok szdma a Globalis_Stabilitas_Tanh
programban) 10 és 25 kozott valtozott. A szamitdsok 67 percet és 54 méasodpercet vet-
tek igénybe, ami — a tobb szalon torténd futds miatt — Osszesen 11 6ra, 47 perc és 3

masodpercnyi CPU-id6nek felel meg.

A 3.11. Tétel bizonyitdsa. A Globalis_Stabilitas_Tanh program sikeresen lefutott a pa-
ramétertartomany minden szeletére (az kimeneteket 1asd [73, Program]). Ezt 6sszevetve
a 3.8. Kovetkezménnyel, valamint a 3.12. és 3.13. Tételekkel kapjuk, hogy a (3.5) leképe-
zés (0,0) fixpontja globalisan attraktiv barmely (a,m) € (3,1] x [0, 1] esetén. Ezek utdn
a 3.6. Tételbdl, valamint a 3.9. és 3.10. Megjegyzésekbdl és a 3.14. Koévetkezménybdl ado-
dik, hogy a (3.5) leképezés (0,0) fixpontja pontosan akkor globdlisan aszimptotikusan

stabil, ha (a,m) € R(m), és ezzel a bizonyitdsunk teljes. O

3.2. Egy Ricker-féle populdciédinamikai modell
Tekintsiik a kovetkez6 differenciaegyenletet:
Xpi1 = Xpe* ', (3.37)

ahol a pozitiv paraméter, x, pedig egy adott teriileten él6 populdcié6 méretét jeloli a
diszkrét n € IN id6pillanatban. Az egyenletet balnapopulédciok dinamikajanak model-
lezésére vezette be Ricker [59] 1954-ben. Legyen az egydimenziés Ricker-leképezés az
Ri: R 5 x — xe** € R éltal definidlva. Ennek két fixpontja van: 0 és a. Nem nehéz

belatni, hogy az x = a fixpont pontosan akkor lokalisan stabil, ha 0 < a < 2, és ekkor
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a teljes (0,00) pozitiv félegyenes a vonzdstartomanyahoz tartozik. Mdsként fogalmaz-
va, a (3.37) egyenlet pozitiv egyensulyi helyzetének lokdlis stabilitdsa maga utdn vonja
annak globalis aszimptotikus stabilitasat.

Levin és May [41] azt az esetet vizsgdltdk, amikor a fenti 6nszabélyoz6 rendszer-
ben explicit késleltetés mutathat6 ki — példaul az ivarérettség eléréséhez sziikséges id6
figyelembevételével. Az 6 neviikhoz fizédik az alabbi (d + 1)-edrend (késleltetett) dif-
ferenciaegyenlet:

Xpiq = Xpe* nd, (3.38)

ahol d pozitiv egész, és « > 0 paraméter.

Legyen a (d + 1)-dimenzi6s Ricker-leképezés az alabbiak szerint definialt:
Ry (a): RIS (xg, ..., x0) = (x1,..., X, X687 0) € R

Ennek a leképezésnek szintén két fixpontja van R%1-ben: 0 és a. Levin és May [41] 1976-
os dolgozatukban megfogalmaztak egy sejtést, miszerint az a fixpont lokdlis stabilitdsa
ebben az esetben is maga utdn vonja annak globalis aszimptotikus stabilitdsat abban az
értelemben, hogy ]R’i+1 := (0,00)%*1 a vonzdstartomanyaban van. A tovabbiakban ebben
az értelemben fogjuk hasznalni a globdlisan attraktiv kifejezést. Tudomdsunk szerint a
sejtés ezidaig megoldatlan d > 1 esetén.

Levin és May sejtése és szdmos analitikus és numerikus eredmény is aldtdmasztja az
altaldanos megfigyelést, mely szerint ha egy egyetlen faj populdciéjat modellez egyen-
letnek pontosan egy pozitiv egyensulyi helyzete van, akkor ennek lokélis stabilitdsa
maga utdn vonja a globdlis stabilit4st. Jiménez Lopez és Parrefio [28,29] ezzel szemben
megmutatta, hogy ha a modell Clark-tipusu [8] és d > 3, akkor ez nem feltétleniil igaz.
Ladas is megfogalmazott hasonl6 sejtéseket késleltetett differenciaegyenletek globdélis
stabilitasat illetGen [39]. Ezek egyikét nemrég bizonyitotta Merino [50].

Levin és May sejtését illetéen Liz, Tkachenko és Trofimchuk [44] bebizonyitottak,
hogy

3

esetén az & € R az Ry, (a) globalisan attraktiv fixpontja. Emellett itmutatast adtak

a
3 1

O<e<sarn taasip

feltétel elegend6ségének bizonyitdsa felé. Tkachenko és Trofimchuk [63] dolgozatukban

(3.40)

bizonyitottdk ezt egy a Levin és May sejtésénél altalanosabb fliggvényosztalyra. Az ér-
dekl6do olvasé tovédbbi részleteket taldlhat a témardl Liz [42,43] dolgozataiban.

Az Ry(a) leképezés (a, a) fixpontban torténd linearizaldsdval konnyen megmutatha-
t6, hogy a fixpont lokélisan aszimptotikusan stabil, ha 0 < a < 1, és instabil, ha « > 1.
Levin és May sejtése tehdt ebben az esetben azt allitja, hogy ha 0 < a < 1, akkor az Ry («)
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leképezés (a, a) fixpontjdnak vonzéstartoméanyéba tartozik a teljes RZ = (0, c0) x (0, )
pozitiv siknegyed. Tudomdsunk szerint erre vonatkozdan az eddigi legerdsebb tételt
Tkachenko és Trofimchuk (3.40) feltétele adja, amely szerint az & fixpont globélisan att-
raktiv, ha « € (0, 0,875).

A tovabbiakban a kétdimenzids Ricker-leképzést fogjuk vizsgdlni. Az egyszeriiség
kedvéért vezessiik be az F, = Ry(«) jelolést. Ennek a résznek a f6 eredménye az aldbbi
tétel.

3.15. Tétel. Ha 0 < a < 1, akkor az F, leképezés (w, ) fixpontja lokdlisan aszimptotikusan
stabil és FI'(x,y) — (a,a) barmely (x,y) € R? esetén, amint n — o.

A tétel abban az értelemben nem javithatd, hogy « > 1 esetén az (a,a) fixpont
instabil. Hangstlyozzuk, hogy a fixpont az « = 1 kritikus érték esetén is globalisan
aszimptotikusan stabil. Réviden 6sszefoglaljuk a bizonyitds f6 1épéseit. A bizonyitds az

el6z6 részben latottakhoz hasonléan torténik:

e 1. 1épés: Minden paraméterre megkonstrualjuk a fazistér egy kompakt S rész-
halmazat, amely tartalmaz egy pozitiv invaridns részhalmazt, amelybe a pozitiv
siknegyedbdl inditott barmely trajektéria belép tetszbleges 0 < a < 1 paraméter

esetén (lasd a 3.2.1. szakaszt).

o 2.1épés: Az a fixpont egy U kornyezetének megkonstruélasa, mely a fixpont von-
zéstartomdnydéba esik és amely fiiggetlen az « € (0, 1] paraméter megvélasztdsatol.
Ezt linearizaldssal és a Neimark—Sacker-bifurkacié normélforméjanak segitségével
fogjuk megadni. Ehhez éles becsléseket kell adnunk a normélforma magasabb ren-
dti hibatagjaira, amit megbizhaté szamitégépes modszerekkel fogunk megtenni
(lasd a 3.2.2. szakaszt).

e 3. 1épés: Annak bizonyitasa, hogy az 1. 1épésben megkonstrualt kompakt halmaz-
bél inditott barmely trajektéria belép a 2. 1épésben megkonstrudlt kis kornyezetbe.
Ez intervallumaritmetikai eszkdzoket és szamitogéppel segitett grafreprezentécios

eljarasokat igényel (l4sd a 3.2.3. szakaszt).

3.2.1. A kompakt pozitiv invaridns halmaz megkonstrudlasa
Definidljuk a kovetkez6 fliggvényt:
T R 3t a?@ D ¢ R

Legyen tovadbba az (s,(f‘));o:l sorozat az aldbbiak szerint definidlva:

s((]“) =0, sgﬁzl =Ty (sf{")) , han e INp.
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Ekkor belathato, hogy barmely « > 0 és n € IN esetén

0=s <s{ <. <5l < s

(@) (a) (@)

<0< Sy < Sy q < or < Sy (2) 2

<5y =uwe
fennall. Legyen [ ) = limy, e SSZ), és LW = lim,_e0 sgﬁrl, valamint vezesstik be a ko-

vetkez{ jelolést:
s = {l("‘),tx} X [l(“),txe"‘_lw} U [DC,L(N)} X [oce"‘_L<a),L(”‘) . (3.41)

Ekkor elemi médszerekkel bizonyithat6 a kovetkez6 tétel (részleteket 1dsd a [7] dol-

gozatban).

3.16. Tétel. Az S'*) kompakt halmaz pozitiv invaridns Fy-ra nézve és barmely (x,y) € R2

esetén létezik n € Ny, hogy Fl (x,y) € S©@),

3.17. Megjegyzés. A fenti tétel igazoldsa sordn mellékesen adddik egy elemi bizonyit4sa
annak, hogy barmely (x,y) € R? esetén F'(x,y) — (a, &), amint n — 00 és 0 < a0 <
1/2. Mivel ennél er6sebb tételek is ismertek az irodalomban, igy ezt nem ismertetjiik
(részleteket lasd a [7] dolgozatban).

3.2.2. A fixpont vonzdstartomanyahoz tartoz6 kornyezet konstrudlasa

A kornyezet megaddsa a 3.1.2. szakaszban latottakhoz hasonléan megy és a Neimark-
Sacker-bifurkécié (nemrezondns) normdlformdjanak vizsgalataval torténik (lasd [38]).
Ebben a szakaszban sziikségiink lesz a normdlforma magasabb rendi tagjainak pontos
képletére, és azok abszolatértékeinek minél élesebb felsd becsléseire. Ezekhez a becslé-
sekhez —ahogy a 3.1.2. szakaszban is — most is szamitégépes segitséget vesziink igénybe.
A formulédk kiszdmitdsahoz a Wolfram Mathematica szamit6gép-algebrai rendszer szim-
bolikus szdmitasait hasznaltuk, mig azok becslésére a program beépitett intervallumarit-
metikai parancsai voltak segitségiinkre. Mindkét eszk6z megbizhat6 szamitasi modszer-
nek tekinthetd. Megjegyezziik, hogy a becsiilend? (legfontosabb) formuladkat a dolgozat
végén taldlhat6 fliggelékben soroljuk f6l; a levezetés soran ezekre fogunk hivatkozni.
El6szor vezessiik be az u = x —a, v = y — a valtozokat. Ezzel a nemtrividlis fixpontot

az origéba toltuk. Vizsgaljuk tehat az igy kapott leképezést:

( " ) — Aa) ( . ) ¥ fulu,0), (3.42)

ahol
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a maradéktag pedig

0
fa(u,v) = ( vie" =1 +ale—1+u) ) ‘

14iv4a—1
2

Ekkor a > 1 esetén az A(w) matrix sajatértékei a pyo(a) = komplex szamok.

Jeldlje rendre

q12(0) = o

T T
(1:|:\/1—4oc 1) _(1;:\/4“—1 1) e
20‘ 7 - 7

a hozzdjuk tartozé sajatvektorokat. Legyen gq(a) = q1(«) és p(a) = p1(a). Legyen to-

vébba p(a) € C? az A(a)" maétrix u(a) sajatértékéhez tartozé sajatvektora, amelyre
(p(a),q(a)) = 1. Ekkor

(@) = (- in Vi —1+1
P = Van—1" 2Vda—1 )

Vezessiik be a kovetkezé komplex véltozot:

z=2z(u,v,a) = (p(a), (u,v)) = % <v — i&%) . (3.43)

A transzforméci6 inverze ekkor az alédbbi alakban adhaté:

I T
(u,0)" = zq(a) +zq(a) = (Rez + toc -1 ImZ,ZRez> : (3.44)
A (3.42) leképezést ezzel az aldbbi komplex leképezéssé transzformaltuk:
2 G(z,2,0) = (p(w), Alw)(zq(a) +2q(@)) + fa(zq() + 29(a)) )
(3.45)

= p@)z +8(z,7,a),
ahol g a z, z és w valtozoknak a fliggelék (A.1) formuldja altal definidlt komplex értékii
sima fuggvénye. Vegytiik észre tovabba, hogy rogzitett « esetén a g fliggvény a z és z
véaltozokban analitikus, és hogy a Taylor-féle sorfejtésében csak mdasod- és magasabb

rendi tagokat tartalmaz, vagyis

_ 1 _
g(z,z,a) =Y ﬂgle)ZkZl/ k,1 € No
2<k+1
ahol gy(a) = %g(z, Z,) ‘z:o barmely k+1 > 2, k,I € INj esetén.

Ennek a résznek a f6 eredménye az alabbi két tétel, amelyeknek jelentds szerep jut a
fixpont globdlis aszimptotikus stabilitdsanak bizonyitdsdban. A két tétel bizonyitdsanak
gondolatmenete sz6rdl szora megegyezik, a kiilonbségek kizarélag a konkrét becslések-
ben jelentkeznek, ezért csak a 3.19. Tételt fogjuk bizonyitani. A becsléseket mindkét eset-

ben egy megbizhat6 szamitégépes eljardsokat haszndlé Wolfram Mathematica program
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segitségével végeztiik (lasd [75, Basin_of_attraction]). Jogosan adddik a kérdés, hogy
miért nem elég a 3.18. Tételt bizonyitanunk. Ennek az az oka, hogy a kritikus &« = 1 pa-
raméternél és annak kozelében mar nagyon lassti a konvergencia, igy ha azt akarnank
megmutatni, hogy a trajektoridk belépnek a fixpont K(a;1/37) kornyezetébe, akkor a
szamitogéppel segitett résznél a fazisteret mar olyan kis részekre kellene bontani, hogy
a grafreprezentacié taroldsira a szamitégépklaszter 128 GB memoridja sem lenne ele-

gendd.

3.18. Tétel. Az
1 1
2. 0. _ =
{(x,y)E]R R a!<37,]y zx]<37}

halmaz az F, leképezés (w, ) fixpontjdnak vonzistartomdnydban van bdrmely rogzitett o €

[0,875, 1] paraméter esetén.

3.19. Tétel. Az
1 1
2.0, _ =
{(x,y)E]R R oc]<22,]y zx]<22}

halmaz az F, leképezés (a,a) fixpontjdnak vonzdstartomdnydban van bdrmely rogzitett

a € [0,999, 1] paraméter esetén.

Bizonyitds. A bizonyitds — mint mar emlitettiik — a 3.13. Tételnél latott metddus szerint
torténik, &m a becslések itt tobb okndl fogva Osszetettebbek lesznek. Egyrészt a transz-
formacionkban a mdasodrendii tagok nemzérék lesznek, masrészt — ahogy azt fentebb
kifejtettiik — komoly kihivéast jelent, hogy minél pontosabb becsléseket adjunk, ezért sok
helyen a negyedrendfi tagokat is kiszamitjuk, majd egyenként becsiiljiik, és csak az an-
nal magasabb rendfieket kezeljiik és becsiiljiik egytitt.

A célunk, hogy a (3.45) leképezést — Kuznetsov [38] gondolatmenetét kovetve — az

alabbi normélformdjara transzformdljuk:
w — p(a)w + c(a)w?@ + Ry (w, @, o), (3.46)

ahol Ry(w) = Ry(w, @, &) = O(Jw|*) barmely rogzitett a € [0,999, 1] esetén. Meg fogjuk
mutatni, hogy létezik g9 > 0, hogy barmely 0 < |w| < gy esetén

|u(@)w + c(a)w*@ + Ro(w, @, a) | < |w)

teljesiil, ahonnan kovetkezik, hogy Be, a (3.46) leképezés 0 fixpontjdnak vonzastartoma-
nyaban van. Ebb6l mér konnyen le tudjuk majd vezetni, hogy a K(a;1/22) kornyezet az
F, leképezés (w, ) fixpontjdnak vonzastartomdnydban van. A bizonyitds sordn szamos
becslést fogunk adni. Ezek a becslések mindig uniformak lesznek abban az értelemben,

hogy minden a € [0,999, 1] esetén fennallnak, ha ezt kiilén nem is hangsulyozzuk.
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1. 1épés: Transzformdlds a normalformara

A normdlformadra alakitds érdekében egy olyan komplex, invertdlhato, sima h,: C — C
fiiggvényt keresiink, amely definilt és invertalhat6 a 0 € C egy kornyezetében, és amely
a (3.45) leképezést a

w s ! (G (ha(w),ha(w),zx)) = p(0)w + c(a)w?w + Ry(w, W, a) (347)

alakra hozza, ahol Ry(w) = Ra(w,w,a) = O(|w|*) barmely rogzitett a € [0,999, 1]
esetén. A 3.1.2. szakaszban latottakhoz hasonléan, [38] szerint itt is taldlhat6 ilyen h,

fiiggvény, amely w és w véltozok (legfeljebb) harmadfokt polinomja, azaz

he(w) = w+ hzoz(zx)wz + hyq (0)ww + hozz(w)w2

6 2 6
Vilagos, hogy h, invertdlhat6 a 0 egy kis kornyezetében és ott h, ! a kovetkezd alakba
irhat6:
h'(z) = hinva(2) + Ra(z, ),
ahol

hinve(z) =2+ Y ag(a)z"2,
2<k <4

és R3(z,a) = O(|z|°) rogzitett a esetén. Ezek értelmezési tartoméanyéat a késSbbiekben
fogjuk meghatdrozni. Az egyiitthatokat agy kaphatjuk meg, ha a z = h,(w) formu-
ldba behelyettesitjiik a w = h~!(z) Osszefiiggést, majd a negyedrend{i tagokig egyen-
16vé tessziik a megfelel6 tagokat. A hiny . fliggvényre kapott Osszefiiggés megtaldlha-
t6 a fuggelék (A.14) formuldjdban a hy(w),..., hoz(x) egyiitthaték fiiggvényében. A
hao(e), ..., hos(a) egyitthatokat a hy! (G (ha(w), ha(w), a)) kifejezés vizsgalatdbol hatd-
rozhatjuk meg. Az egyiitthatoknak olyanoknak kell lennitik, hogy a kifejezés sorfejtésé-
ben a |w|-ben legfeljebb harmadrendii tagjainak 6sszege p(a) + c(a)w?w alaka legyen,
vagyis a transzformacié ,kinulldzza” a masodrendii és egy kivételtdl eltekintve a har-
madrendti tagokat. Ez lehetséges a kritikus 1 értékhez kozeli a értékekre, hiszen rezo-

nancia nem lép fel:

k
(%) #£1, ke {1,234},

ugyanis p(1) = 3 + i?. Az (A.15)—(A.20) formuldk tartalmazzak a kapott eredménye-
ket.
2. 1épés: A h, transzformacié értelmezése és becslése

Megmutatjuk, hogy h, injektiv a By /3 C C halmazon, valamint, hogy ;! definidlva van

a By /5 halmazon. Tegyiik fel, hogy z € C rogzitett és hogy hao(a), ..., hoz(a) adottak egy
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rogzitett & € [0,999, 1] esetén. Legyen
Hy.:Co>w— w+z—hy(w) € C.

Ezzel a jeloléssel élve H,.(w) = w pontosan akkor teljesiil, ha h,(w) = z. Ekkor a

kovetkez6t kapjuk:

‘Ha,z(wl) - Huc,z(w2)| - ‘wl - h(X(wl) — W2 +huc(w2)|

< fron = wal - (5242 s )]+ L) (e + o]

+ (\h306(0€)\ + \h122(0¢)\ + \h036(0¢)|> (‘w1|2+ ’w1|’w2| + |w2|2) )

Ha a ’hzo(ﬁé)’/z—i- |h11(¢x)] + ’hoz(lx)’/z < &y, ‘hgo(lx)’/6+ ‘]’ln((x)‘/z-i— “’l03(06)‘/6 < b9,
|w| < 93 és |z| < 4 egyenlStlenségek fenndllnak, akkor

\Hm(wl) — Ha,Z(ZUz)’ < |w1 — ZU2|(2(5153 + 3(52(5%),

valamint (3.48) miatt

‘Ha,z(w)’ < 54 + 51(5’3% + 5253

teljesiil. Be lehet latni, hogy az els6 két egyenl6tlenség fennéll, ha 61 = 0,76 és 6, = 0,52.

A b5 = 1 és 64 = 1 vélasztassal nyerjiik, hogy H,. : Bi;3 — Bj/3 kontrakcio, tehat

barmely rogzitett z € By,5 esetén létezik egyetlen w = w(z) € By,3, amelyre teljesiil

Hyz(w(z)) = w(z), vagyis hy(w(z)) = z. Innen koévetkezik, hogy h, ! értelmezve van a

By/5 kornyezetben. A h,-ra vonatkozo
|20 ()|

T + |h11(0&)| +

|hso(a)| | |ha(a)| | |hos(a)]
6 + 5 + 5 < 0,52

|h°22(“)’ < 0,76,

becsléseket a tovabbiakban is alkalmazni fogjuk. A fentiekbdl specidlisan adédik, hogy
lw| —0,76|w|? — 0,52|w|?® < |hy(w)| < |w| + 0,76]w|? + 0,52|w]|? (3.49)
fennéll barmely « € [0,999, 1] esetén. Legyen
H={(a,w) e RxC: a€[0,999 1], w# 0 és |w| < 1/20}.

A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy (¢, w) € H. Ebb6l és a (3.49) egyenl6tlenségbdl
nyerjik, hogy |w| < 1,05/h,(w)| teljesiil, ahonnan specidlisan |z| = |h,(w)| < 1/19 is
kovetkezik.
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3. 1épés: Alsé becslés a (3.47) leképezés 0 fixpontjdnak vonzastartomanydra

Célunk egy olyan — a paramétertdl fiiggetlen — g9 € (0,1/20] megaddsa, melyre barmely
& € [0,999, 1] esetén, ha 0 < |w| < e, akkor |1 (G (ha(w),ha(w),zx)ﬂ < |w] teljesil,

ami garantdlja, hogy a Be, kornyezet a (3.47) leképezés 0 fixpontjdnak vonzéastartoma-

nydban van. Ehhez becsléseket kell adnunk a (3.47) normalformaban szerepl6 ¢ és Ry

figgvényekre. Ezt azonban még szdmos mds becsléssel kell el6készitentink.

3.1. 1épés: A g fiiggvény becslése

Tekintstik ismét a (3.45) leképezést és a

<(z,z,a) Z gkl szI+R1(z,Z,oc)
k+1=2,3 k!

formulat. A gy («),...,g03(x) egyiitthatokra vonatkozo pontos képleteket lasd a fiigge-
1ék (A.2)-(A.8) formuldiban. Megmutathatd, hogy barmely a € [0,999, 1] esetén

|820(a) ] go2(0)] _ 1T—a+a(2+a)
5 Hlgn(a)[+=5—= Ty < 1,01 (3.50)
é
g ()] (6+a) 2+ (a—2)a
Lk \/9zx(4a Sy \/ (a1 (3:51)

egyenl6tlenségek fennallnak. Ugyanakkor Ri(z,Z,a) = Yii/—4 g’;j!(l‘;‘)zkil + Ri(z,Z,a),
ahol Ry(z,z, &) = O(|z]°) rogzitett a esetén. A negyedrend{i tagokra vonatkozé explicit
képleteket lasd a fiiggelék (A.9)-(A.13) formuldiban. A (3.42), (3.44) és (3.45) Osszefiig-
gésekbdl kovetkezik, hogy

— . o (. N\k © ()
Kl(z,z,oc):% (vk;( kl'l) +oékg,5<k!)>,

ahol az u és v valtozok a (3.44) t')sszefiiggés altal definidltak, amib6l az

lu| < és |v| <2[z| (3.52)

2]
\[
becslések konnyen igazolhatok. Ebbdl és a |z| < 1/19 feltételbsl nyerjiik, hogy |u| < 1/8

és |v| < 1/8 fennallnak. Ezt dsszevetve a fenti Ry-ra adott dsszefiiggéssel a kovetkezd

becsléseket kapjuk:

1/8
R, <\ ( Clalt et |u|5)
32 .
<V /x—17 <2|Z 2402+ 3/2120|Z|> g
ap=t L
1x—17 57(x2 2850(2 665 \| (da — 1)a3""!
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Ekkor barmely (x, w) € H esetén a z = h,(w) jelolés mellett adodik, hogy

> gkl(“) k=l
< o~ 7
‘Rl(Z,Z,lX” . El \ =1 Z°Z

_6-3a+ /a(l2+a) + 4\/3—#7012
12/a3(—1 + 4a)
_ 4758 — 19950 + 665+/a(12 + a) + 2660\/3%—7062
7980+/a3(—1 + 4a)

Megmutathat6, hogy barmely a € [0,999, 1] esetén az

+ |Ri(z,Z,a)|

+ |Ri(z,Z,a)|

IRy(z,Z,&)| < 0,76|z|* (3.53)

egyenlGtlenség fenndll.

3.2. 1épés: h1(z) becslése

Hasznaljuk tovébbra is a z = h,(w) jelolést. Ekkor
w = hy1(z) = hinya(2) + R3(z, 1),

ahol hiny o (z) az (A.14)-(A.20) formuldk altal definidlt negyedfoka polinomja z-nek és
z-nak. Jelolje a 2Z' egytitthatojat ¥ («). Ezekkel a jelolésekkel élve a kovetkezd becslé-

mv

seket kapjuk:
hkl hkl

Z inv < 01761 Z inv < 1,06 és Z

k+1=2 k+1=3 k+l=4

hkl

mv

<1,39 (3.54)

barmely a € [0,999, 1] esetén (ldsd még az (A.21)—(A.27) formuldkat a becslésekhez).
Emlékeztetiink, hogy barmely («,w) € H esetén |w| < 1,05/h,(w)| teljesiil. Ezt ki-
hasznélva az R; 6t6d- és magasabb rend{i tagjaira elészor egy |Rs(hy(w),a)| < Ks|w|*
tipusu fels6 becslést adunk, majd innen az el8bbiek szerint nyerjiik, hogy |R3(z,a)| <
K3 - 1,05%|z|%, hiszen z = hy(w).

A hiny o definiciéjabol kovetkezik, hogy Rs(hy(w), &) = w — hiny (Mo (w)) a w és @
egy pohnom]a mely kizardlag 6tod- és magasabb fokt tagokat tartalmaz. ]elol e r3 o) az

k+l( )

wkw' egytitthatéjat a fenti polinomban. Az |Rj(h (w), «)| = Yos<kil? w'| kifeje-

zés felsd becslésére egy elég durva kozelitést alkalmazunk. El6szor az alabbi becsléseket

tessziik:

|h20(zx)| < 1,01, |]’111(06)’ < 0,001, |h02(0()| < 0,51,
|h30(0€)| < 0,89, |h12(0€)’ < 045, |h03(rx)| < 0,89,

majd az R3(hy(w), a) kifejezésben w és w helyére |w|-et, h,m(a) helyére pedig a fenti

fels6 becsléseket irjuk minden 2 < n+m < 3, (n,m) # (2,1) esetén, valamint minden
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— jelet + jelre cseréliink. Az igy kapott polinomot jeldlje R3(|w|), annak a |w|* taghoz
tartoz6 — a paramétertd] fliggetlen, nemnegativ — egyiitthatéit pedig jelolje rendre 5. A

0 < |w| < 1/20 feltételezést kihaszndlva igy a kovetkezd felsd becslés adhato:

1\ k4

K ket Ski. 1k Sk 14 4

— 1,02 . .
Y B (@)|w < Y Hwlf < Y Awl <20> < 1,02|w| (3.55)

5<k+1<12 5<k<12 5<k<12

Ebbdl kovetkezik, hogy
IR3(z,a)| < 1,05%-1,02|z|* < 1,24|z|* (3.56)
fennall barmely (a, w) € H esetén, ahol z = h,(w). Mindezek alapjan
|hinv (2)| < |2| +0,76|z|* +1,06|z|* + 2,63|z|* (3.57)

teljesiil barmely («, w) € H esetén, ha z = h,(w).

3.3. 1épés: R, becslése

Most mar készen allunk a (3.47) leképezés R, maradéktagjanak fels6 becslésére. Az

eddigi becsléseinkkel dsszhangban definialjuk az aldbbi polinomokat:

nMX(s) = s 40,7652 + 0,525,
G (s) = 5 4 1,015 4+ 1,09s° + 0,76s%,
hmeX(5) = s +0,765% 4 1,068 + 2,635,

mv

mv

48
Q(S) — 2 qksk — pmax o Gmax Ohmax(s).
k=1

Az eddigiek alapjan vildgos, hogy barmely (x, w) € H esetén

48 1 k—4
Ra(e0 0] < 1 elol )
k=4

fennall, amib6l az |Ry(w, W, a)| < 23,9|w|* becslést kapjuk. Ezt haszndlva a megkonst-
rudland6 kornyezet a mi céljainkhoz tal kicsi lenne (=~ K(a;1/80)), ezért tovabb kell
finomitani a becslésiinket. Ennek érdekében tekintsiik h;l o Gy o h, fliggvényt, ahol a
Gu(z) = G(z,z,a). Minket ezuttal csak a negyed- és magasabb rendii tagok érdekelnek.
A h, ismert, valamint G, és i, ! is ismertek a negyedrendi tagokig, igy ;! o G, o h, ne-
gyedrendi tagjai kiszamithatok. Jelolje a w*@' taghoz tartozo egyiitthatét rendre 74 (),
ahol k + I = 4. Ekkor megmutathato, hogy

Yo 15 ()] < 1,02 (3.58)
k=4
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lasd az (A.28)—(A.33) formulakat. Ezt felhasznalva mar egy sokkal jobb becslést kapunk,

nevezetesen hogy
4 & 4 1 e 4
Ry (w,w, < 1,02 — < 4,6 3.59
Rawo,,0)| < 1020+ L auiol” 5 ) o (359

fenndll barmely («, w) € H esetén.

Ezutan forditsuk a figyelmiinket a (3.47) leképezés masik szereplGjére, a c(a) egytitt-

hatéra. A rd vonatkozo6 explicit formula megtaldlhat6 a fiiggelékben, lasd (A.34).

3.4. 1épés: A By kornyezet a (3.47) leképezés 0 fixpontjanak vonzastartomanyaban

van

Kuznetsov [38] levezetését kovetve és felhasznalva a (3.59) becslést a kovetkezSket kap-

juk:

1@ + @B+ Ro(a,,0)] < Jol|(a) + c(@)lof] + [Raw, m, )]
= |wl ||p(a)| +d(@)|w|*| + |Ro(w, @, &) (3.60)
< |w| [Va +d(a)|w|?| +4,6|w*,

barmely (x,w) € H esetén, ahol d(x) = £

e c(a). Legyen

Ry(w, ) = [Va +d(a)[w]?| — (Va+a(a)|w]?),

ahol a(«) a d(«) valds részét jeloli.
Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy |Ry(w,a)| < 0,1|w|® fenndll barmely («, w) € H

esetén. Sziikségiink lesz az a pontos képletére o fliggvényében:

44 a(—-10+a+a?)
alw) = 13721+ a(d+a)) (3-61)

Konnyen ellendrizhetd, hogy

—1<a(a) < —31 (3.62)

fennall barmely a € [0,999, 1] esetén. Kihasznélva d és a definicidjat, valamint a fenti



92 3. Mdsodrendii differenciaegyenletek globdlis stabilitdsvizsgdlata

becslést a kovetkezd becslések igazolhatok barmely (a, w) € H esetén:

|[Va+d(@)[w]?| = (Va +a(a)|w])]
= ’\/rx +2v/a(@)|w]? + |d(w) Plwl* — (Va + a(a) [w]?)

_ ‘ (Jd(@)]? = (a())?)[w]*
Va+2y/aa(e)w]? + [d(a)Plwl* + va +aa)|w]?
(ld(e)* = (a(a))?)|w]*
B \/400a]zu|2+2\/&2a(a)|w|2+20\/E|w2| —i—a(oc)\u;]
dla)]® — (a(a da)]c — (a(a
= \/(l;o(oa)tzj(uz(oi)—l Jof <4 (19)\|/&+(1(8a)) L
_ (d@)P = (a(2))?) o = (a* 4 30® — 1202 4 200 — 4)°
= 37u 16 - 37a6 (40 — 1) (a2 4 4o — 1)

2 |w|3'

Innen méar megmutathat6, hogy |Ra(w,a)| < 0,1|w|>. A (3.60) és (3.62) egyenlStlensé-

gekbdl, valamint az iménti becslésbél adodik, hogy barmely (x, w) € H esetén

lu(@)w + c(a)w?@ + Ro(w, @, &) | < |w| (Va + a(a)|w|* + Re(w, ) + 4,6|w]*

1 1
< Valw| — 1\&)\3 +4,7|w|* < |w| (1 — i\w\z(l —4-4,7]w|)> < |w| (3.63)

fennallnak, ha |w| < 55 = min {21—0, ﬁ}. Ebbdl kovetkezik, hogy barmely a € [0,999, 1]

esetén a By kornyezet a (3.47) leképezés 0 fixpontjdnak vonzastartomanydban van.

4. 1épés: A K(a; 55) kornyezet az F, leképezés a fixpontjanak vonzéastartomanyaban

van

Mar csak annyit kell megmutatnunk, hogy barmely (x,y) € K(a;1/22) esetén a transz-
forméciok végrehajtdsa utdn |w| < ey = 5 teljesiil. El&szor is, ha |z| < 1/21, akkor
a (3.49) becslésbsl kovetkezik, hogy |w| = |h;1(z)| < 55 barmely a € [0,999, 1] ese-
tén. Ugyanakkor a (3.43) Osszefiiggésbdl konnyen adédik, hogy tetszbleges € > 0 és
lu| <e, |v] < e esetén

a(2+ )

4o —1

-1 1
< min oot 3.64
£ acloson,1 | a2+ a) 21 (364)

akkor |z(u,v,€)| < 5 is teljesiil. Kénnyti megmutatni, hogy az ¢ = 5; eleget tesz a (3.64)
feltételnek. Ezzel a 3.19. Tételt maradéktalanul bebizonyitottuk. O

|z(u,0,a)| <&

teljestil, igy ha

3.20. Kovetkezmény. Az F, leképezés (w, w) fixpontja pontosan akkor lokdlisan aszimptotiku-
san stabil, ha a € (0,1].
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Bizonyitds. Linearizéldssal ad6dik, hogy a € (0,1) esetén az egyensulyi helyzet lokélisan
aszimptotikusan stabil, és & € (1, 00) esetén instabil. Ha « = 1, akkor az F, leképzést az
el6z6 bizonyitasban latottak szerint a (3.47) normaélalakra hozzuk, majd a (3.63) egyen-

16tlenségbdl kovetkezik a lokdlis aszimptotikus stabilités. O

3.2.3. A trajektoridk vizsgalata, a 3.15. Tétel bizonyitdsa

Tekintsiik az &« € [0,875, 1] paramétertartoményt. Ahogy azt a 3.1.2. szakasz II. ré-
szében is tettiilk, a paraméterteret kis intervallumokra osztjuk, majd az aldbbi algo-
ritmussal és megbizhat6é szamitégépes eljarasokkal (intervallumaritmetika, grafrepre-
zentacié) megmutatjuk, hogy tetszdleges (x,y) € R2 esetén létezik n € Ny, hogy
F'(x,y) € K(a;€(a)), ahol e(a) = 55, ha 0,875 < & < 0,999 és e(a) = 55, ha « > 0,999.

1: procedure GLOBALIS_STABILITAS_RICKER([«], §)

2 [S] + SW@ > a 3.16. TételbSl
3: U] + K([a];e(a)) > a 3.18. és 3.19. Tételekbdl
4: V < Particional([S], 9) >V az [S] egy particidja, diam (V) < ¢
5: repeat

6: £ < Atmenetek(V, Fla) >a V csticsok kozti dtmenetek F, mellett
7: G < Graf(V, &) > G az I, egy grafreprezentécidja
8: T < {v: v egy irdnyitott koron van }

9: forallv € V do
10: ifv ¢ T orov C [U] or Fiy(v) C [U] then
11: G+—G—-v > A v cstcsot elhagyjuk G-bol
12: end if
13: end for
14: J<46/2
15: V « Particional(|V|, 9)

16: until |V| =0
17: end procedure

A szdmitdsokat a Szegedi Tudomanyegyetem NIIF HPC kozpontjanak klaszterén
futtattuk tobb szdlon. A program sikeresen lefutott minden paraméterszeletre. A 3.1.
tdblazat a szdmitasok memoria- és iddigényérdl, mig a 3.2. tablazat a reprezentdl6 graf
cstcsainak méretérdl (iterdcionként felez6dik az élhossz), valamint a cstcsok és élek

maximalis szdmardl tartalmaz informéacidkat.

A 3.15. Tétel bizonyitdsa. A Globalis_Stabilitéas_Ricker program sikeresen lefutott az
a € [0,875, 1] paramétertartomédny minden szeletére (az outputokat lasd [75, Program]).
Ezt 0sszevetve a 3.16., 3.18. és 3.19. Tételekkel, valamint a 3.20. Kovetkezménnyel és [63]

eredményeivel adodik a tétel allitasa. O



94 3. Mdsodrendii differenciaegyenletek globdlis stabilitdsvizsgdlata

3.1. tablazat. A program 4ltal hasznalt er6forrasok.

Paraméter Szelet mérete CPU-k szdma Max. memoria CPU-id6

0,875, 0,95] 1073 48 3,05 GB 52,35
0,95, 0,99] 10~ 48 3,07 GB 22m 5,9s
0,99, 1] 105 20 65,3 GB 1800m 37,1s

3.2. tdblazat. A szamitdsok bonyolultsaga.

Paraméter [S] Iteraciok (db) Csucsok (db)  Elek (db)
0,875, 0,876]  [2,072-10~%, 5,049031]2 13 242 1.676
0,999, 0,99901]  [2,928 - 10-°, 7,369087]? 27 729.528 4.193.329
[0,99999, 1] [2,822-107°, 7,389015]2 33 3.105.304  118.751.916

3.3. Nyitott kérdések

Az el6z6 két részben latott bizonyitdsokban bemutatott moédszer segitségével tobb ha-
sonl6é probléma megoldédsara kindlkozik lehet6ség a masodrendi differenciaegyenletek

korében. Hogy egy konkrét példat emlitsiink, az
Xp1 = axn(1 — x,-1)

Maynard Smith-féle modell globalis stabilitdsa még nincs bebizonyitva az 1 < a < 2
esetben, és ez a modszer alkalmasnak igérkezik a probléma vizsgélatdra. Az érdekl6d6
olvasénak a témédban Aronson és szerz6tarsai [2] dolgozatat ajanljuk.

Tavlati céljaink kozott szerepel a bizonyitds sordn sziikséges kompakt, a trajektori-
dkat bevonz6 pozitiv invaridns halmaz (lasd 3.8. és 3.16. Tételek) konstrudldsa altalé-
nosabb feltételek mellett, tovabba a vonzastartomanyhoz tartoz6 kis kornyezetek (lasd
3.13., valamint 3.18. és 3.19. Tételek) megaddsanak minél magasabb szint{i algoritmiza-
lasa.

Célunk tovabb4, hogy a mdédszert alkalmazzuk magasabb dimenziés differenciae-
gyenletekre is. Megjegyezziik, hogy a Dénes és Makay 4ltal fejlesztett [16], differencia-
egyenletek globdlis attraktorainak és azok vonzastartoményainak — numerikus médsze-
rekkel torténd — kozelitésére és szemléltetésére szolgald szamitogépes alkalmazas kivalo
lehet6séget nyjt a globalis viselkedéssel kapcsolatos sejtések megfogalmazasara, meg-
erbsitésére. Levin és May sejtése tovdbbra is nyitott a (3.38) egyenletre vonatkozéan a
d > 2 esetben, ahogy a (3.1) egyenlet nagyobb késleltetésti analogonjanak globalis stabi-
litdsdra sem adott még senki olyan feltételt, mely sziikséges és elegend6 lenne. Ezekhez
el6szor meg kell konstrudlni egy kétdimenzids invaridans sokasdgot (a centralis soka-
sdgot), majd a becsléseket ezen végezni. Ez szdmos tjabb nehézséget vet fol. Egyfelsl

becslést kell adni a sokasdg méretére, masrészt a dimenzié novelésével egyidejiileg a
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grafreprezentdcios eljardsok memoriaigénye exponencialisan né. Tavlati célunk a mod-
szer végtelen dimenzids problémdkra valé alkalmazdasa. Ha ezt sikeriil megvaldsitani,
olyan problémak megoldasa keriilhet elérhetd kozelségbe, mint a hires Wright-sejtés [68]
és az altaldnositott Wright-sejtés [34].

A Wright-egyenlet a kovetkez6képpen irhat6:

2(t) = —a(e Y — 1), (3.65)

ahol « > 0 paraméter. Wright bebizonyitotta, hogy a zér6 egyenstlyi helyzet globalisan
attraktiv, ha a < 3, és tgy sejtette, hogy a < Z esetén is az, ahol aztdn egy periodikus
pélya sziiletik. Ennek igazoldsdban Banhelyi és szerz6tarsai [6] tettek elérelépéseket,
noha a sejtést nem sikeriilt igazolniuk. Krisztin [34] dolgozatdban megfogalmazta az
ugynevezett dltalanositott Wright-sejtést, miszerint barmely rogzitett « > 0 esetén a glo-
balis attraktor megegyezik a zér6 egyenstlyi helyzet lokélis instabil sokasagabol indul6
— a megoldésoperator altal indukalt — trajektoridk 0sszességének lezartjaval.

A Wright-egyenlettel kapcsolatos Jones sejtése is [30]. O azt allitotta, hogy barmely
a > 7 esetén (idSeltoldstol eltekintve) pontosan egy lassan oszcillalé periodikus megol-
désa van a (3.65) egyenletnek. Ennek bizonyitdsaban Lessard [40] tett jelent&s 1épéseket.
Az 6 eredményeit kombindlva a mi mddszeriinkkel lehet6ség nyilhat ennek a bizonyi-
tasdra is. A nehézséget itt tobbek kozott az fogja jelenteni, hogy a médszert ugy kell
modositani, hogy azzal egy periodikus megoldas vonzaskornyezete is konstrudlhato le-
gyen az egyenstlyi helyzet vonzaskornyezete mellett. Ehhez azonban sok eszkozre lesz
sziikség, tigymint diszkrét Ljapunov-fliiggvények elmélete, instabil sokasdg méretének
analitikus becslése és lassan oszcillalé pélyak osszességének kétdimenzids reprezentéld-

Sa.






Osszefoglalas

A disszertacioban neuronhdlézatokat modellezd késleltetett differencial- és differencia-
egyenletekkel, valamint egy diszkrét idejii késleltetett populdciédinamikai modellel fog-
lalkozunk. A dolgozatban periodikus megoldédsok 1étezésére és egyértelmtiségére, vala-
mint egyenstlyi helyzetek globdlis aszimptotikus stabilitdsdra adunk sziikséges és ele-
gendé feltételeket a paraméterek fliggvényében. Az adott tételek hozzdjarulnak a mo-
dellek globalis dinamikdjanak jobb megértéséhez.

Az értekezés 1. fejezetében egy rovid bevezetd és a dolgozat attekintése utan ismer-
tetjiik az dltalunk hasznélt legfontosabb jeloléseket és fogalmakat.

A 2. fejezetben az aldbbi, neuronhélézatokat modellez6 késleltetett differencidlegyen-

let-rendszert vizsgaljuk:

20(t) = —ax’(t) £ fp(x' (t — ),

XN = —ax" (1) + fp(x"(t — Tu-1)),
(1) = —ax (1) £ fp(x"(t — 7)),

ahol ¥/ a j-edik neuron elektromos potenciéljat jeloli, és a > 0, T; > 0 paraméterek. A T;
késleltetés itt az elektromos jel terjedésének véges sebességébdl adodik. Az fg: R — R
visszacsatoldsi fliggvényre vagy fg(x) = §(|x + 1| — |x — 1]) teljestil vagy fz folytonosan
differencidlhatd, pdratlan, szigortan monoton névekvd, tovdbba f/g (0) =B, ésé— %
szigortan monoton csokkend a (0, o0) intervallumon.

Az el6bbi visszacsatolasi fliggvények osztalya a leggyakrabban hasznalt visszacsato-
las bizonyos mesterséges neuronhélézatok, tigynevezett celluldris neurélis halok elméle-
tében, amelyek fontos szerepet jdtszanak a mesterséges intelligencia (példaul képfeldol-
gozds, optimalizéldsi problémdk) kutatdsdban [12]. Ezekben a modellekben a neuronok
(celldk) egy d dimenzids rdcs racspontjaiban helyezkednek el és a szomszédos racspon-
tokon 1év6 neuronok vannak osszekottetésben (a széleken valamilyen peremfeltétellel).
A fenti modell egy egydimenziés racson elhelyezett cellularis neurélis modellnek felel
meg, periodikus peremfeltétellel. Erre a visszacsatoldsra tigy is fogunk hivatkozni, mint

a ,,szakaszonként lineéaris eset”.

97
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Az utébbi, tgynevezett szigmoid tipusa visszacsatoldsok a (valddi) idegsejthél6za-
tok modellezésében jatszanak fontos szerepet (lasd [26,69]). Ezen fliggvényosztalyba
tartoznak a gyakran alkalmazott tanh és arctg fliggvények is.

A fejezetben a fenti egyenletrendszer nemkonstans periodikus megoldasaival foglal-
kozunk, amelyek kiemelt fontossdggal birnak a neuronhdalézatok elméletében. Mallet-
Paret és Sell [48] munkédjanak koszonhetSen a periodikus megoldasok kategorizalhatok
az elGjelvaltasaik kozti tdvolsagok nagysaga szerint, a [47] alapvetd fontossdgu dolgoza-
tukban pedig egy Poincaré-Bendixson-tipust tételt bizonyitottak. Eredményeik 0sszes-
ségében a miénknél altaldanosabb alakt rendszerekre is igazak, de a Poincaré—Bendixon-
tipusu tételitkben a visszacsatolasi fliggvény(ek) differencidlhatésagét és szigorti mo-
notonitdsat feltételezik, és ezen tulajdonsagok fontos szerepet is kapnak a levezetések
sordn. A szakaszonként linedris visszacsatoldsunk esetében ezek a feltételek sériilnek,
igy ez a fontos eszkdz nem &ll rendelkezésiinkre a vizsgalatunk soran.

A 2.4. részben az n = 0 esetet vizsgaljuk. Ekkor a szigmoid esetben a globdlis attrak-
torrél egy nagyon részletes kép all rendelkezésre Krisztin, Walther és Wu [37] monog-
réfidjanak, valamint [8,32,33,36] cikkeknek koszonhetSen. Specidlisan, ismertek a perio-
dikus palyék létezésére és egyértelmiiségére vonatkozé sziikséges és elegendé feltételek
(«, B és T fiiggvényében). Ebben a részben ezen eredmények analogonjait bizonyitjuk a
szakaszonként linedris tipusd visszacsatoldsra. Természetesen adédik a gondolat, hogy
ezt a szakaszonként linedris fiiggvényt kozelitsiik a sima fliggvényosztalyban 1évé fligg-
vényekkel, majd az azokra vonatkoz6 eredményekbdl vonjunk le kdvetkeztetéseket. A
globalis attraktor azonban csak alulrdl félig folytonos, igy ez a megkozelités nem alkal-
mas arra, hogy unicitdsi vagy nemlétezési eredményeket bizonyitsunk vele.

Az

X(t) = —ax(t) + fo(x(t — 1))

egyenlet nemkonstans periodikus x megoldasa lassan oszcillalo, ha barmely T hosszu-
sdgu intervallumon legaldbb egy, de legfeljebb két elGjelvéltasa van. A szigmoid esetben
Krisztin és Walther [36] eredményeibdl, a szakaszonként linedris esetben pedig a 2.4.
részben adott analog tételekbdl tudjuk, hogy ha létezik lassan oszcilldlé periodikus meg-
oldas, akkor az rogzitett paraméterek mellett és idGeltoldstol eltekintve egyértelmtien
meghatérozott. {gy definidlhatjuk annak periédusat, mint a késleltetés fiiggvényét. A
rész végén bebizonyitjuk, hogy a periddusfiiggvény (rogzitett a és B mellett) a késlelte-
tésnek monoton nemcsokkend fiiggvénye, és hogy Lipschitz-folytonos a 2 konstanssal.
Ezt az eredményt els6sorban a 2.5. részben tudjuk kamatoztatni.

A 2.5. részben az n > 1 esettel foglalkozunk mindkét tipusti visszacsatolds mel-
lett. A rész f6 eredményei, hogy sziikséges és elegendé feltételeket adunk a relative
gyorsabban oszcillalé periodikus megoldadsok létezésére és egyértelmtiségére vonatko-

z6an, valamint elegend? feltételeket fogalmazunk meg a lassabban oszcilldl6 periodikus
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megolddsok létezésére illetve nemlétezésére. A bizonyitdsok soran felhasznaljuk a 2.4.
rész mindkét tipust visszacsatoldsra vonatkozé létezési és unicitdsi tételeit. Itt peri6-
dusfiiggvényre kapott eredményeinknek is fontos szerep jut, ugyanis a rendszer peri-
odikus megoldésaihoz tarsithaté az x(t) = —ax(t) + fg(x(t — 7)) egyenlet egy lassan
oszcillalé periodikus megoldédsa, amelynek késleltetése és periddusa kozt egy bizonyos
Osszefiiggésnek teljesiilnie kell. Ennek az osszefiiggésnek a fennélldsara tudunk feltéte-
leket adni a periédusfiiggvényre kapott eredmények segitségével. A kapott tételek Yi,
Chen és Wu [11,71] eredményeinek egy altalanositasat adjak. A szakaszonként linearis
esetben nehézséget okoz, hogy ekkor a visszacsatolds nem mindenhol differencidlhat6
és nem szigortian monoton, ezért a megolddsoperdtor nem sima és nem injektiv, és igy
a Poincaré-Bendixson-tipust tétel és ehhez kothet6 korabbi eredmények nem alkalmaz-
hatok kozvetleniil.

A 3. fejezetben két masodrendi, paraméteres differenciaegyenlet egyenstilyi helyze-
tének globdlis aszimptotikus stabilitdsara adunk sziikséges és elegend¢ feltételt a para-

méterek fliggvényében. A 3.1. részben vizsgalatunk targya az aldbbi differenciaegyenlet:
Xpt1 = mx, — atanh(x,—1),

ahol (a,m) € R?. A fenti egyenletre gondolhatunk tigy, mint egy diszkrét idejti késlel-
tetett neuronmodellre, ugyanakkor egy egyszerti transzformécidjaval egy Clark-tipust
populdciédinamikai modellt nyerhetiink [13].

A 3.2. részben az aldbbi késleltetett Ricker-tipust populdciédinamikai modellt vizs-
galjuk:

=X,
Xn41 = Xp€ e,

ahol x, egy adott teriileten é16 populécidjdnak méretét jeloli az n-edik id6pillanatban, az
« pozitiv paraméter, és d > 0 az dnszabdlyoz6 rendszer késleltetett visszacsatolasat fejezi
ki. A modellt Ricker allitotta fel 1954-ben [59] (akkor még késleltetés nélkiil) és az6ta az
egyik legelterjedtebb populdciédinamikai modell. Levin és May 1976-ban megfogalma-
zott egy sejtést a fenti modellt is magaba foglalé késleltetett differenciaegyenletek egy
osztalyara, miszerint a pozitiv egyenstlyi helyzet lokélis aszimptotikus stabilitdsa maga
utdn vonja annak globalis attraktivitdsat (lasd [41]). Mi a d = 1 esettel foglalkozunk.
Erre vonatkozoéan az eddigi legjobb eredmény Tkachenko és Trofimchuk [63] 4ltaldanos
tételébdl kovetkezik, nevezetesen hogy a € (0, 0,875) esetén a pozitiv egyensulyi helyzet
globdlisan aszimptotikusan stabil. A 3.2. részben igazoljuk Levin és May sejtéséta d = 1
esetben, vagyis hogy a pozitiv egyensulyi helyzet globélisan aszimptotikusan stabil, ha
ae (0,1 ésd=1.

A globélis aszimptotikus stabilitds bizonyitdsa a két egyenlet esetében hasonlé mé-
don torténik. Kiilonboz8, szamitégéppel végzett megbizhatd szdmitdsokat otvoziink

analitikus eszkozokkel. A bizonyitds nagy vonalakban abbdl all, hogy a Neimark—-Sacker-
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bifurkacié (rezondns) normadlalakjat felhaszndlva, annak egyiitthatdira a paraméterek-
ben egyenletes becsléseket adunk analitikus eszkozok és intervallumaritmetika segit-
ségével. Ezutdn meg tudjuk adni az egyensilyi helyzet egy olyan paramétertdl fiig-
getlen kornyezetét, amelyben az egyenstlyi helyzet vonzésa érvényesiil (minden olyan
paraméter esetén, amikor az egyenstlyi helyzet lokélisan stabil). Ezt kdvet&en interval-
lumaritmetikai médszerek segitségével megmutatjuk, hogy a fazistér barmely pontjabol
inditva a megoldast, a trajektéria belép ebbe a kis kornyezetbe. Tudomdsunk szerint ez
a fajta megkozelités Gj és bizunk benne, hogy egy hatékony moddszer fejlédik ki bels-
le a differenciaegyenletek, kozonséges differencidlegyenletek — és id6vel — a késleltetett
differencidlegyenletek egyensulyi helyzeteinek és periodikus palydinak vizsgélata terén.

A fejezet végén megfogalmazunk néhédny, a témakorhoz kothets nyitott kérdést, va-
lamint ismertetjiik az ezekkel kapcsolatos kozelebbi és tavlati céljainkat.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a 3.1.2. szakasz II. részében, valamint a 3.2.3. szakaszban
a bizonyitdsban soran haszndlt intervallumaritmetikai és grafreprezentacids technikdkat
jelen értekezésben nem részletezziik, azok ugyanis Bartha Ferenc eredményeit képezik.
Az érdeklddd olvas6é megtaldlhatja a modszerek részletes leirdséat a [7] dolgozatban és

az abban taldlhat6 hivatkozasokban.
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Summary

The thesis investigates delayed differential and difference equations modelling neural
networks and a discrete time population dynamical model. We give necessary and
sufficient conditions in terms of the parameters on the existence and uniqueness of
periodic solutions and global stability. The obtained theorems contribute to the better
understanding of the global behaviour of the models.

Chapter 1 starts with a short introduction, then we give the outline of the thesis and
the most important definitions and notations used.

In Chapter 2, we consider the neural network modelled by the following system of

delayed differential equations:

£(t) = —ax() £ f(x' (¢~ ),

AN = —ax" TN (t) £ f(x" (= Tuo1)),
() = —ax" () £ fp(x"(t — T)),
where x/ represents the electric potential of the jth neuron, and & > 0 and T > 0 are
parameters. The delay 7; is present due to the finite propagation velocity of the electric
signal. The feedback function fz: R — R is either defined by fz(x) = §(|x +1]—|x—1))
or fg is a continuous, strictly increasing, odd function having fé(O) = f, and possessing

the property that the map ¢ — ‘:j{;g) is strictly decreasing on (0, o).

The former function is the most common feedback function in the theory of certain
artificial neural networks, the so-called cellular neural networks, which play an import-
ant role in the the research of artificial intelligence (e.g. solving image processing and
optimization problems [12]). In these models, neurons (cells) are put on a d-dimensional
grid and neighbouring cells are connected (with some conditions on the boundary).
The above model corresponds to a 1-dimensional cellular neural network with periodic
boundary condition. We shall also refer the case of this type of feedback function as the
“piecewise linear case”.

The latter, so-called sigmoid type of feedback functions are widely used in models
of (real) neural networks [26,69]. The most common examples of sigmoid functions are

the tangent hyperbolic and the inverse tangent functions.
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In Chapter 2, non-constant periodic solutions of the above system of delay differ-
ential equations are investigated. Periodic solutions are of great importance in neural
networks. According the pioneering work of Mallet-Paret and Sell [48], periodic solu-
tions can be characterized by the distance of two consecutive zeros of them. In their
fundamental paper [47] they also prove a Poincaré-Bendixson type theorem for similar
systems. Although basically their results hold for more general systems then ours, the
feedback functions are assumed to be smooth and strictly monotonic and these hypo-
theses play an important role in their proofs. As these hypotheses are not satisfied in
our piecewise linear case, hence their theory cannot be applied directly.

The case n = 0 is considered in Section 2.4. In the sigmoid case, a very detailed
picture of the global attractor is available due to the monograph of Krisztin, Walther
and Wu [37] and to a sequence of papers [8,32,33,36]. In particular, necessary and
sufficient conditions in terms of the parameters a,  and 7 are known for the existence
and uniqueness of periodic solutions. The section is devoted to prove analogous the-
orems in the piecewise linear case. It seems reasonable to approximate our piecewise
linear feedback function with functions from the sigmoid class, but the problem is that
the global attractor is only upper semi-continuous, hence this approach cannot provide
uniqueness and non-existence results.

We say that a non-constant periodic solution of equation

X(t) = —ax(t) + fp(x(t — 1))

is slowly oscillating if it has at leas one but at most two sign changes on any interval
of length 7. For fixed paramaters, uniqueness of such periodic solutions is guaranteed
(up to translation of the time variable) due to the results of Krisztin and Walther [36]
in the sigmoid case and to the analogous results given in Section 2.4 for the piecewise
linear case. Thus we mays define the period of this solution as a function of the delay
T. At the and of the section we prove that for &« and p fixed, this period function is
monotonically non-decreasing and Lipschitz continuous with Lipschitz constant 2. This
result will be particularly important in Section 2.5.

In Section 2.5, we investigate the case when n > 1 with both types of feedback func-
tion. The main result of the section is that we give necessary and sufficient conditions on
the existence and uniqueness of relatively quickly oscillating periodic solutions and we
formulate sufficient conditions on the existence and non-existence of relatively slowly
oscillating periodic solutions. In the proofs, we make use of the existence and unique-
ness results obtained in Section 2.4. It turns out that there is a bijection between the
non-constant periodic solutions of the system and the slowly oscillating periodic solu-
tions of equation x(t) = —ax(t) + fg(x(t — 7)) that have a certain connection between

the delay and the period. Hence the results on the period function will have a key role
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in the investigation of the periodic solutions of the system. The main results of the
section give a generalization of the theorems of Yi, Chen and Wu [11,71]. A technical
difficulty in the piecewise linear case is that the feedback function is neither smooth, nor
strictly monotonic, therefore the solution operator is neither differentiable everywhere
nor injective and for this reason the Poincaré-Bendixson type theorem of Mallet-Paret
and Sell [47] and several other connected theorems cannot be applied directly.

In Chapter 3, we give necessary and sufficient conditions in terms of the parameters
of the global asymptotic stability of the equilibrium of two second order difference

equations. In Section 3.1, the difference equation
Xpt1 = mx, — atanh(x,_1)

is considered, where («,m) € R? are parameters. This equation can be interpreted as a
discrete-time delayed neural model, but it can be transformed to a Clark type population
dynamical model [13] as well.

Section 3.2 is devoted to the following Ricker type population model:

Xp1 = xpe" A,

where x,, denotes the size of the population of a species living in a certain area at the
discrete time instance n, a is a positive parameter, and d > 0 represents the explicit
delay in the self-regulatory system. The model was first formulated by Ricker [59] in
1954 (at that time, without delay), and since then it became one of the most famous
population dynamical model. In 1976, Levin and May [41] formulated a conjecture
on some population dynamical models, including the above one, that whenever the
positive equilibrium of such an equation is locally asymptotically stable, it is globally
asymptotically stable as well. We consider the case when d = 1. To our knowledge,
the best result regarding the conjecture was due to the general theorem of Tkachenko
és Trofimchuk [63], that is, if « € (0, 0.875), then the positive equilibrium is globally
asymptotically stable. The main result of the section is the proof of the conjecture in the
case when d = 1, that is we prove that the positive equilibrium is globally asymptotically
stable if & € (0,1] and d = 1.

The proof of the global asymptotic stability is done similarly for the two equations.
We combine different validated computer aided calculations with analytical tools. The
essence of the proof is as follows. We transform the equation to its (resonant) Neimark—
Sacker normal form and give uniform estimations on its coefficients using analytical and
interval arithmetical tools. Then we are able to construct a neighbourhood of the equi-
librium which is independent of the parameters and belongs to the basin of attraction of
the fixed point (for all parameter values for which the fixed point is locally stable). After

that we prove by interval arithmetical tools that any trajectory starting from any point
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of the phase space enters this small neighbourhood. As far as we know, this approach
is new in the literature and we hope that it will become an efficient tool in the investig-
ation of the global stability of equilibrium points and periodic orbits of difference and
differential equations and — in time — in delay difference equations too.

At the end of the chapter we formulate some open problems and directions for
possible future research related to the topic.

We note that we do not give the details of the interval arithmetic and graph repres-
entation techniques used in the proofs and presented in Part II of Subsection 3.1.2 and
in Subsection 3.2.3, as they are the results of Ferenc Bartha. Readers interested in those

methods are referred to the paper [7] and the references therein.

The dissertation is based on the following papers of the author:

e A. Garas, T. Kriszrin. The period function of a delay differential equation and
an application. Period. Math. Hungar., 63(2), 173-190, 2011.

e A. GaraB. Unique periodic orbits of a delay differential equation with piecewise
linear feedback function. Discrete Contin. Dyn. Syst., 33(6), 2369-2387, 2013.

e F. A. BarTHA, A. GaraB, T. KriszTIN. Local stability implies global stability for
the 2-dimensional Ricker map. |. Difference Equ. Appl., 19(12), 2043-2078, 2013.

e F. A.BarTHA, A. GarAB. Necessary and sufficient condition for the global stability

of a delayed discrete-time single neuron model. J. Comput. Dyn., accepted.
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hp(a) = ((41' + zx( — 4(5i +3V—1 + 4a) + uc<28i +18V—1 + 4
+w(—31i—9\/m+a(9i+\/m»>>)>

(A.19)

X ((ag’(—i—i—\/—li—l—M

-1
+ (6 4 a( — 130 — 15v/—1 4 4a + 20(10i + m»))))

hos (&) = ((2(51' + 7\/W+a( 29— 14y/—1 + 4a
+a(17i — ia + 3@)))))
X ((i+\/m+a(—z(7i+6\/W) (A.20)
+ «x<70i 461+ 4a + «x( — 6(23i +10v/—1 + 4a)
4 a(73i — dia + 13@)))))) B
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28,0 + 1 0] + 12,0
1 (A21)
< —1+a)a+4/a3(2+a)+ 1+D2‘+4ia> (2\/045(—1—#404))
138 (@) + | ()| + (32, ()| + [ ()]
1 [36+ 150 — 1242 + 443 6 — 40 + 7502 — 21a* 4 445 + 4a®
6\ a5 (—2+7a+4a?2) (2 — 150 + 2242 4 2303 + 4a*)4a®
(A.22)

+1 12 — 540 + 6642 — 1303 + 4a* + 405
6\ a3 (—1+13a —57a2 + 88a3 — 18a* + 7a° 4 4a0)

1 /2 —16a+ 1342 4 12443 — 198a%* + 15a° + 5446 + 9a”
06(—1+4a) (=1 + 4o + a2)?

2

’ h40

mv

_ Lt 1140 + 108740 — 126600 — 143073 + 4231770* — 211261a°
24

1
+ 1356a° + 308694’ — 1376648 — 22384° + 1489410 + 256¢xu> * (A.23)

NI

X ((1 — 4a)?a®(—1 +4a + a®)3(—1 +5a — 242 + uc3)>_

1L ()] = ( — 36 + 912 — 9354a% 4 49026a° — 133548a* + 1552484°

+24851a° — 18234247 + 12701448 — 471224° — 12543410

1 (A.24)
+ 34528411 — 329412 4 1925413 + 2452414 + 361al5> :

_1 -1
X (= 1450 — 20 +a%) 77 (60%(2 — 150 + 2207 + 230° + 4a) )

|h2, (a)| = ( — 16 + 4a +22400> — 148684° + 19782a* + 91297a°

—309731a° + 2596104’ + 81080a® — 147591a° + 12815 1°

(A.25)
+19871a — 8236a!% + 24143 + 21324 + 3610&5)

_1 -1
X (=14 50— 202 4 a%) 77 (465(2 — 150 + 2207 + 236% + 4a) )

1
|nd3 (a)] = (36 — 840 + 7728a° — 35454a° + 84157a* — 961394°

+39017a® + 15361a” — 228364® + 104894° + 514241
N (A.26)
— 39741 4+ 922412 4 529413 4 64a14) ’

_1
2

X (ocg(—l + 4o+ a?)3(2 — 17a + 354 + 4a® — a* —|—4zx5))



Fiiggelék 115

!

mv

1
(@) =5, (36 — 396a + 135042 — 142243 + 3184
1

1 44145 — 14548 4 10047 + 25a8> ’ (A27)

NI=

X (océ(—l +da+a?)?(1 — 9 + 2202 — 943 + 4oc4)) B

_ L

40
2 (a)] 4

( _ 432 4 2808« — 501642 + 46924° — 2584a*

1
193045 — 210a° + 7a” + 2708 — 6a° + oclo) ’ (A.28)

NI

X (oc4(—1 +da+a?)?(1 — 9 + 2202 — 903 + 4oc4)) .

1
3 (a)] =z (90 — 810« + 16354 + 1485a° — 3462a* + 4056a° — 659a°

NI—

—108a” — 32008 + 24a° + 874'° — 102a'! 4 36a'? + zx13> (A.29)

1
X (zx7(2 — 170 + 3302 + 13a® 4 4a° + a®) (—1 + 404)2) ’

1
132 (a)| = (64 — 608 + 134842 + 728a% — 1692a* + 1948a° — 688a° — 20084’

1
1 1184a® + 7424° — 355410 — 136411 + 34012 4 14a® + 0414) ? (A.30)
1

X (ag(—l +4a) (=2 + 7a + 6a* + 043)2) -

1
33 ()] =< ( — 54+ 918a — 5973a° + 18921a° — 32250a* + 327424°

— 15643a° + 2506a” + 324648 — 3551a° + 1327410

| (A.31)
— 156! — 4812 4 5913 + 16a™ + 0c15) ’
_1
X (a7(—2 + 90 4 a® + a*) (6 — 48x 4 90a% + 41x3)z> ’
1
733 (a)| =< ( — 54 4+ 918 — 5973a% + 18921a° — 32250a* + 327424°
— 15643a° 4 250647 + 32464 — 3551a° + 1327410
(A.32)

1

— 156a!! — 48412 + 59413 + 160 + a15) ’
1
-2

X <a7(—2 + 90 + a® + a*) (6 — 48x 4 90a% + 4&3)2)
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1
()] =55 ( — 432 + 2808 — 501642 + 46920° — 25844*

1
+930a° — 210a® + 7a” + 2748 — 62 + lxlo) ? (A.33)

N—=

X <a4(—1 + 4a 4 a?)?(1 — 9o + 22a% — 94 —|—4tx4))_

c1(a) = <2i — 2Vt da+ a(2(—7i +5v—1 +4a) + tx<25i —13v/—1+4a
+ (=251 + 7v/—1 + da — a(—7i + \/—1—1—404))))) (A.34)
X (zlx3\/—1 Fda(—i+ V=1 + 4a) (in + V-1 + 4&))71
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