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Bevezetés

A természettudomanyok azért alakultak ki, hogy altaluk éntgessiik a minket kortl-
vevo vilag mikodésének torvényszerliségeit. A természetigegek mindig valamilyen
fizikai, kémiai vagy biologiai térvénynek engedelmeskddmaelyek modellezhék a
matematika eszkozeivel.

Az idében folytonosan valtoz6 rendszerek leirasara leggybkralhasznalt eszko-
z0k a differencialegyenletek. Az olyan modelleket, mely@k figyelembe vessziik, hogy
az allapot pillanatnyi valtozasa fligg a rendszer koradbpataitdl is, késleltetett diffe-
rencialegyenletek vagy egyenletrendszerek segitséegsljek leirni. Ezek fontossagara
Picard hivta fel a figyelmet 1908-ban. A késleltetett défezidlegyenletek elméletét sza-
mos problémakorben alkalmazzak, példaul neuronhalézdto&letében, elektrodinami-
kaban, jarvanytanban, populaciodinamikaban, kozgagiasddellezésben, helymegha-
tarozasban stb.

Napjainkban az agy mikddésének megértése, modellezésesale az orvostudo-
many, hanem a szamitastechnika legfontosabb feladat&regyike, hiszen a mester-
séges intelligencia fejlesztésében fontos szerepet ¢6lL®43-ban McCulloch és Pitts
[14] voltak az el§k, akik matematikailag modellezték az idegsejtdlddlé hal6zatokat.
Azo6ta sokan foglalkoztak ezzel a teriilettel, mégis aligaigan rendszer, melynek ismert
lenne a pontos viselkedése.

Dolgozatomban idegsejtek egy gyUriszerl halozataisaledését vizsgalom az ideg-
sejtek kozti kapcsolatok fliggvényében, remélve, hogyldwzzajarulhatok néhany élet-
tani folyamat megértéséhez.



1. fejezet

Neuronhald6zatok modellezése

Az ember viselkedéséért és gondolkodaséértdsleterv, a kdzponti idegrendszer iranyi-
tokdzpontja az agy, melyet tébb, mint szazmilliard egyrabdsszekottetésben allo ideg-
sejt (neuron) alkot. Az idegsejt az idegrendszer legkiset@ilo egysége. Alakjuk, mére-
tik és elhelyezkedésik nagyban kiilénbozhet, felépitéatikban meglehésen egysé-
ges és az ingerulet tovabbitasa is ugyanazon elektrorskairaiai alapokon torténik, igy
lehetséglink nyilik egységes modellezésiikre. Az ehhez szik$&dglégiai ismereteket
[20] alapjan foglalom Gssze.

1.1. Az idegsejtek felépitése és az ingertilet terjedése

Az 1.1 4bran [19] lathatjuk a neuron sematikus felépité&séeuron sejtteste tartalmazza
a sejtmagot és mas sejtalkotokat, melyek a sejt mikodesaigkségesek. EBbagaz-
nak szét gyokerszerl nyulvanyokként a sejt dendritiekésjai. A sejttest és a dendritek
rendelkeznek egy specialis ingerulet fogadd teriletteligynevezett szinapszissal. Az
axon a sejttest szal szer(i nyulvanya, mely szamos elagéaasnas idegsejtek szinap-
szisaihoz kapcsolédik. llyen médon egy neuron akar 1000§lknak is tovabbithatja az
ingeriletet.

Az idegsejt nyugalmi allapotaban — azaz, amikor &iitgyer nem éri — megfigyelh@&t
hogy a sejtben és a sejtkozotti térben a natrium és kaliumorak, illetve a kloridio-
nok és a disszocialt aminosavak koncentracidja kiléabdzlegnagyobb kilonbség a
natrium- és kaliumionok eloszlasadban van: a sejten beléliarkion koncentracioja ma-
gasabb, mig a natriumioné alacsonyabb, mint a sejten kértien. Ennek készonlian
nyugalmi allapotban a sejt belsejének a sejten kivili #viigzonyitott relativ elektromos
potencialja — melyet nyugalmi potencialnak neveziink — kaliil —60 mV és—80 mV
kozott van. Ezt az allapotot a membranban mikBid-K-pumpa tartja fenn.
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Dendrit

Axonveg

Sejtmag
1.1. abra. Egy tipikus neuron sematikus felépitése.

Az ingerulet elektromos impulzus form&jaban terjed a seftellil és a sejtek kozt
egyarant. A sejten belll elektromos vezetés érvényesilamsijtek kdzti szinapszisok-
nal kémiai mechanizmusok segitségével torténik a jel toitdba. Inger hatasara az ideg-
sejt membranja depolarizalédik: a membran felszine 20-8Waittal pozitivabb lesz a
kllsdnél. Ezt a gyors potencialvéltozast nevezik akcios paddmak. Ekkor a membran
natriumion ateresdképessége tbbbszazszorosara névekszik, igy a natriaknéosejtbe
aramlanak. Ennek kdszénben a sejt belsejének relativ potencialja atmenetilegtivozi
lesz. A depolarizacié az ingerlés terlletével szomszéélszekre is atterjed a membra-
non, igy az elektromos impulzusok hullamszerlien végaghedk a neuronon egészen az
axonvégig. Az axonveg és a hozza szinapszissal kapcsofjiddiembranjai kzott van
egy korulbeldl 20-30 nm nagysagu rés, ez a szinaptikus @a.t&volsag tul nagy ah-
hoz, hogy a depolarizacio azélb leirtak szerint at tudjon terjedni a masik sejtre is, igy
itt ingerlletatvivd anyagok segitségével megy végbe a folyamat. Aszeriny hogaz
ingeruletatvivyy anyag, megkulonboztetiink serk@nifletve gatlé szinapszisokat. A ser-
ken® szinapszis esetén az afvimnyag az acetilkolin, mely a koveheuron membranjat
depolarizalja, igy az ingerilet tovabb terjed. A gatld apsris esetén az atéanyag
a~y-amino-vajsav, melynek molekulai a koGateuronhoz kapcsolédva hiperpolarizaljak
annak membranjat, igy kloridionok aramlanak be a sejtbdy ns®Hkkenti vagy kdzém-
bositi a kdrnyéken l&v serkend szinapszisok hatasat. Az akcios potencial létrejotte uta
a Na-K-pumpa visszaallitja az idegsejt nyugalmi potejatial

1.2. Egy altalanos modell

7477

A kovetkedkben Harvey [5] modelljét veszem alapul és néhany egys#@iféltételezés-
sel élek. Egy neuronhal6zat adebek alapjan felfoghato agy, mint egy aramkor, mely-
nek pillanatnyi allapotat az egyes sejtek potencialjdérgz adott idpontban. Tekintsiink



egyn neuronbdl allo haldzatot. Az egyes sejteket jeldlje rendre. . , v,. Vezessik be a
kovetked valtozokat:

— z;(t) = v; potenciéljanak eltérégaddpillanatban a nyugalmi potencidltdl,

- Z;; = v; ésv; kozti szinapszisban, axonjan egy frekvenciara jut6 atlagos ingeru-
letatvivd anyag kibocsatds mennyisége.

igy v; allapotatz; irja le, mig Z;;-t a v; ésv; neuronok koztkapcsolaterdssémk ne-
vezzik. A tovabbiakban feltételezzik, hogy;, konstans minden < 7,5 < n esetén.

x; valtozdsa egyarant kdszonéet sejten bellli allapotvaltozasoknak (gondoljunk a Na-
K-pumpa miikddésére), a neuronhaldzaton kdlidrkesd ingereknek és hal6zaton beliili
kdlcsonhatasoknak, melyek lehetnek ser&erdagy gatlé tipusuak. Feltételezzik, hogy
ezek a hatasok 6sszeadddnak, vagyis:

dt de belsh dt serk de gétlé dt inger. -

Tegytk fel tovabba, hogy egy magara hagyott neuron potimeigonencialis sebesség-

gel tér vissza a nyugalmi potencialjahoz:

( de bels

A modellek tobbségébed,; konstans. A tovabbiakban mi is ezt feltételezzik. Feltéve,

hogy a serkerit szinapszisok hatasa aranyos a jel frekvenciajaval, atkéx# kapjuk:

= Zk’LSkl!
( dt serk Z

k=1
ki

ahol S;; v, éswv; szinapszisanal, axonjadban jelentkézjel atlagos frekvenciajat jeldli,
mely fligg a jelv,-tél v;-ig terjedésének;; idejébl, valamint egyl’;, kiiszobértékil a
kovetkedk szerint:

Ski = Je(wn(t — i) — Te),

ahol f, : R — [0, co) adott nemnegativ fuggvény, jelatviteli figgvénye. Hasonl6an:

(dd?) = cuifi(zi(t — 7) = Th),
gatls

k=1
ki

ahol¢,; > 0 konstansok. A fent leirtak szerint és bevezetye- % jelolést, (1.1)-6l a

kovetked késleltetett differencialegyenletet kapjuk:

T, = —A(t) + Z ari fe(Tr(t — i) — Tx) + Li(2), (1.2)

ki



ahola,; € R konstansok, ég;(t) jeloli a neuronhél6zaton kividt v;-be érked kulsd
ingert, mely figghet az @ol. Ha a,; > 0, akkor azt mondjuk, hogy a, éswv; kdzotti
kapcsolat serkefit miga,; < 0 esetén géatld kapcsolatrdl beszéliink, nagysaga pedig
a kapcsolat drsségét irja le.

A kilonb6d modellekben kilénbdzjelatviteli figgvények lehetnek (lasd az 1.2 és
1.3 abrékat). A leggyakrabban hasznalt jelatviteli fuigyiek a kovetkeidk:

— lépc®s fuggveény,
— szakaszonként linearis fiiggvény,
— szigmoid fuggvény.

A lépcDs fliggvényt legtdbbszor a kdvetikd&pp definialjak:

1 haz >0,
f(z) =
0 haz <0.

A szakaszonként linearis flggvényt altaldban az alabbianaikfinialjak :

0 haz <0,
f(z) = Bx hazr <0< i,

1 haz > %3

1.2. abra. Egy lépés és egy szakaszonként linearis fliggvény.

Simasaguk miatt a szigmoid fliggvények messze a legelteljbdk a jelatviteli fligg-
vények modellezésében, ezek kozt is leggyakrabban hasasak azf(r) = 1+e+45
vagy ennek az eltoltjaként kaphaté — paratlan — tangenshoplkus fliggvény, illetve
az inverz tangens tipusu fuggvények. Vegyuk észre, Itbgy oo esetén a fent emlitett

szigmoid- és szakaszonként lineéris fuggvények @gpéisggvényekhez tartanak.



1.3. dbra. Az—— és atanh(2x) fiiggvények.

1.3. A késleltetés sziikségessege

Minden neuronhaldzatban jelen van a késleltetés, hiszergar csak véges sebességgel
terjedhet, ez azonban a legtébb esetben sokkal bonydbiuitaldellt eredményez, mintha
ezt a paramétert elhanyagolnank, igy febek a kérdés, hogy érdemes-e figyelembe
venni a késleltetést, vagyis megvaltoztatja-e |ényegeseregoldasok dinamikajat? A
valasz flugg a konkrét moddiltis. Definialjunk néhany specidlis tulajdonsagu halézato
melyek példaul fognak szolgalni késleltetidtiggetlen jelenségekre.

1.1. Definici6. Tekintsiik az (1.2) egyenletrendszer altal modellezetbnéalozatot. Te-
gyuk fel, hogyi-re f; Lipschitz-folytonos egy alkalmds konstanssalf;(0) = 0,I'; = 0,
tovabbal; konstans. Ha

Li &
s Dl <
j=1
akkor azt mondjuk, hogy a neuronhél6zat kontraktiv.

Megjegyezzik, hogy ha a jelatviteli fliggvények tangengtiplikus vagy arcus tan-
gens tipusuak, akkaf;(0) = 0 és a Lipschitz tulajdonsag is teljesfjl0) konstanssal.

1.2. Definici6. Egy neuronhdl6zat irreducibilis, ha barmely neuronbdl iméty méasikba
létezik irdnyitott Ut a kapcsolatok mentén.

1.3. Definicié. Egy haldzatot kooperativnak neveziink, ha — a valtozokegssttransz-
formélasa utdn — minden kapcsolat serkento.

A kovetked tétel bizonyitasa megtalalhaté Gopalsamy és He [3] cikkRéb

1.4. Tétel. Tegyuk fel, hogy az (1.2) egyenletl halézat kontraktikoEKtezik pontosan
egyz* = (z%,...,25)T € R, hogy (1.2) barmely megoldasatan; .., z;(t) = =},
1< <n.



Vegyuk észre, hogy a tételben nincs semmilyen megkétés lalteddsre, valamint
hogy egy egyenletnek pontosan ugyanazok az egyensulyzételyakar van benne kés-
leltetés, akar nincs, igy az@h tétel szerint kontraktiv halézatok esetén a megoldasok
aszimptotikus viselkedése nem valtozik a késleltetészstesével. Hasonlo allitas igaz
[15] szerint kooperativ, irreducibilis hal6zatokra is:

1.5. Allitas. Ha az (1.2) egyenlet(i hal6zat kooperativ, irreducibiigelatviteli fuggvé-
nyek korlatosak, folytonosan differencialhatéak és szigw monoton névéek valamint
7;; = 7; (vagyis a kesleltetés csak a jelet kibocsato sejttol flakRor a késleltetés nem
valtoztatja meg az egyensulyi helyzetek stabilitasatci8jigan, ha egyetlen egyensulyi
helyzet van, akkor ez globalisan attraktiv.

Most kovetkezzen néhany példa olyan jelenségekre, amikéslaltetés idézhet @I
EzekBl bévebben olvashatunk Wu [20] kényvében.

— Késleltetés-indukalt periodikus oszcillaci@mert, hogy a késleltetés bevezetéseé-
nek hatdsara az addig stabil egyensulyi helyzetek insakdilhatnak és stabil peri-
odikus oszcillaciok keletkezhetnek. Ennek a jelenségméks#ges feltétele, hogy
legyen olyan sejt, melybe |étezik olyan iranyitott kor asgatok mentén, hogy a
kordn péaratlan sok gatlé kapcsolat van.

— Oszcillacio megsziinése késleltetés hatasargent emlitett jelenség forditottja is
elé6fordulhat. A késleltetés hatasara egy egyensulyi hebtadtlizalodhat és a ko-
rulotte 1€\0 periodikus palya megszinhet.

— Késleltetés-indukalt kaotikus oszcillacki kell emelni, hogy a késleltetésnek ko-
szonheb oszcillacié nem feltétlentl periodikushts akar mar két neuron esetén is
tapasztalhat6 késleltetés-indukalt kaosz.

— Késleltetés-indukalt ideiglenes oszcilladtumerikus eredmények azt mutatjak,
hogy ideiglenes oszcillacié &ordulhat olyan hal6zatokban is a késleltetés hata-
sara, melyben a késleltetés-indukalt instabilitas kizstn jelenségre talaltak pél-
dakat kooperativ, irreducibilis hal6zatok esetén is, ala@szimptotikus viselkedés
fuggetlen a késleltet&st Az oszcillacié idtartama exponencialisadimet a késlel-
tetés ndvelésével, igy olyan hosszan tarthatnak, hogyoghgikszempontbdl nem

kilonboztethdik meg a tartds oszcillacioktol.



2. fejezet

Az alapegyenlet

2.1. Az egyenlet és ekvivalens alakjai

Vizsgélatom targya egy + 1 idegsejtidl &llé6 egyiranyd lIanc lesz, melyet a kdvetkez
késleltetett differencialegyenlettel modelleziink:
J/’Z:—J]Z—I—Zl’z t—Ti OSZSTZ,
fi@ia(t — 7)) 2.1)
(az indexek moadh + 1 értendk)
aholVi-re r; > 0, valamintf; €¢ P, UP_,aholf € P <— —f € P, ésf € P,
pontosan akkor, ha a kdvetkiemilajdonsagokat teljesiti:

— (H1) f : R — R kétszer folytonosan differencialhato,

— (H2)3M; > 0 ugy, hogy|f(§)| < M; barmelyé € R esetén,
— (H3) f(0) =0,

— (H4) f'(§) > 0 barmely¢ € R esetén,

— (H5)¢f"(&) < 0 barmelyé € R, € # 0 esetén.

Megjegyezzik, hogy az oly sokszor hasznélt tangens hipkasdliggvény nyujtasaival
nyerheb flggvények is a fent emlitett két fliggvényosztalybdl kaBontosabban > 0
konstans esetén, ha> 0 (b < 0) konstans, akkob tanh(az) € P (P-).

Vegyuk észre, hogy a (2.1) modellbgf(0) nagysaga irja le a kapcsolateségét,
valamint ha dbjele pozitiv, akkor a kapcsolat serkénha negativ, akkor gatlo. Erdemes
még megemliteni, hogy (2.1) egyenletben (1.2)-vel elkbeté — az egyszerlbb feliras
érdekében —itf; az (i + 1)-edik neuron jelatviteli fuggvenyét jelenti (hisz¢nkizarolag
azi-edik egyenletben szerepel).
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Vezessuk be a kovetkézaltozokat:yo(t) = xo(t), vi(t) = =; (t - 22:1 Tj), ha
1 <1 < n. EKkor (2.1) a kovetkgz alakra irhato at:

Yo = —yo + fo(yr),
= —y + fi(y2),
(2.2)

yn—l = —Yn-1 + fn—l(yn—l)a
Un = —Yn + fn(yo(t - T))’

aholr =37 ;.

Legyend; € {—1,1} olyan, hogy barmely < i < n eseténé, f;) € P, teljesiljon,
tovabba legyem, = 1, 0; = []/_; ; mindenl < i < n esetén. Ekkor kdnnyen ellériz-
he®, hogy az; = o,v;, g:(&) = 0, fi(0:11&) transzformacidval, majd azadatskalazaséaval
(2.2) a kovetked alakban irhato:

20 =—T20+ 7g0(21),
b= —121 +T791(22),
(2.3)
Zno1 = —TZp-1+ TGn-1(zn),

Zn = —Tzn + 7gn(20(t — 1)),

aholg; € P, barmely0 < i < n — 1 esetén, ég, € P, U P_, pontosabbapg, € P,,

ha paros sok < i < n van, hogyf; € P_ ésg, € P_, ha paratlan sok < i < n van,
hogy f; € P_. Ennek megfelélen az édbbi esetben azt mondjuk, hogy a hal6zat pozitiv
visszacsatolasu, az utébbi esetben pedig negativ vistpirs.

LegyenC,, .. .. = C (x,[—7:,0] ; R"*1) folytonos fliggvények Banach tere a

.....

HQDH = mZaX{ sup ] ’SDZ(GM} ’ SO € C"I'o ..... Tn

96[—7'7;,0

normaval.

Legyent, € R tetsdleges. Ekkor: = (zo,...,2,)" : [to,00) — R™! fiiggvény
megoldasa a (2.1) egyenletnek@ oo) intervallumon, haz; : (¢y,00) — R folytonosan
differencialhato €s; : [ty — 7;, 00) — R folytonos minderd < i < n esetén, valamint
kielégiti a (2.1) egyenletrendszert minden ¢, esetén.

Legyen tovabb&, = [—7.,0] U {1,...,n}, valamint

C; = C(K;) = {¢: K, — Rfolytonos} .
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Ekkor C; Banach-tér a szuprémumnormaval, vagyis
[l = sup [@(§)| = max ¢ sup |p(f)], max [p(i)] o, ¢ € C-.
¢eK, 0e[—,0] 1<isn

to € R esetén azt mondjuk, hogy (2.2) egyenletrendszer megoldésdyo, - . ., yn)"
fuggvény at, — 7,00) intervallumon, hay, : [t — 7,00) — R folytonos figgvény,
valaminty; : (¢o,00) — R fuggvények folytonosan differencialhatéak minder i < n
esetén ég kielégiti a (2.2) egyenletrendszert. ADed definiciokban- helyérel-et irva
nyerjukK = K; ésC = C(K) definicidjat, majd az élzbek szerint definialjuk a (2.3)
egyenletrendszer megoldasat egy t@lsges|t, — 1, 00) intervallumra. Természetesen
ugyanilyen médon definialjuk, hogy mit értiink megoldasokgy tetsbleges legalabb
egyseégnyi hosszusagu intervallumon.

Vegyluk észre, hogy a (2.1), (2.2) és (2.3) egyenletrendkadiztti fent leirt transz-
formaciok ezek megoldasai kdzt kdlcsbndsen egyértelmifetadtetést adnak, tovabba
az is lathato, hogy e harom egyenletrendszer konverganajddnsagai azonosak, igy az
egymasnak megfeleltetett megoldasok stabilitasa is az@mecialisan a konstans meg-
oldasok kozt is kdlcsbonodsen egyértelml megfeleltetéstadies ezek stabilitasi tulaj-
donségai is szilkségképpen megegyeznek. Ezek utan a hardetl kiizl mindig azzal
fogunk dolgozni, amelyik az adott problémara legalkalrbasa

2.2. A megoldasok letezése és egyértelmisége

2.1. Allitas. Tetsz6leges € C-hez létezik egyértelm(i moden: [—1,00) — R
figgveny, hogy megoldasa (2.3)-nak g1, co) intervallumon €, (&) = ¢(&) fennall
V¢ € [—1,0] esetén, valamint;(0) = (i) V1 < i < n. Ez ayp kezdeti figgvényhez
tartozé megoldas, melynek jelé.

Bizonyitas.A bizonyitas az Ugynevezett |épések modszerének segitdég§ torténni.
Legyenzy(t) = ¢(t) Vt € [—1,0]-ra, valamintz;(0) = (i) V1 < i < n. EKkkor (2.3) és a
konstansvariacios formula alapjampontosan akkor megoldag-al,1] intervallumon, ha
vt € [0, 1]-re teljesliinek a kovetkék:

¢
20(t) = e_TtZO(O) +/ e_T(t_s)ng(zl(s))ds,
0

. (2.4)
Zn1(t) = e T 2,1(0) +/O e T g, 1 (2a(s5))ds,



Mivel zo(t) ismert mindent € [—1,0]-ra, igy (2.4) utolsé egyenlete szeript folyto-
nossagat kihasznalva megkaphatjykt) értékét barmely € [0,1]-re. A lancon tovabb
haladva megkapjuk, (%), ..., zo(t) értékeit minden € [0,1]-re. (2.4) garantélja egy-
értelmiiségét if),1]-en. Ezek utan teljes indukcidval bizonyitjuk az allitasgyuk fel,
hogy z megoldas—1, k] intervallumon, ahok € N. Ekkor ismét a konstansvariacios for-
mula és (2.3) alapjanpontosan akkor megoldés1, k£ + 1] intervallumon, ha teljestlnek
a kovetkebk:

t
2(t) = e_T(t_k)zo(k) —i—/ 6_T(t_5)7'go(21(8))d8,
k

t (2.5)
Zn—l(t) = e_T(t_k)zn—l(k:) +/ e_T(t_S)Tgn—l(Zn(S))dsa
k

t
zn(t) = e TR 2 () + / e g, (20(s — 1))ds.
k

Ekkor ez ebbbi logikaval (2.5) segitségével egyertelmlien megadhét) minden
t € [k, k + 1] esetén, hogy megoldas legyef—1, k + 1] intervallumon. Ezzel az al-
litast belattuk. O

2.2. Allitas. A (2.3) egyenletrendszer minden megoldasa korlatos.

Bizonyit4s.Tegyuk fel indirekt mdédon, hogy megoldasa (2.3)-nak edyintervallumon

es nem korlatos. Ekkati : 0 < i < n, hogyz; nem korlatos. Az egyszeriiség kedvéért te-
gyuk fel, hogyi = 0 és hogyz, felllrél nem korlatos (a tébbi eset ugyanigy bizonyithato).
Legyen

to =1inf I, m = sup zy(t) ésM = max{m, M, }.
t<to+1

Emlékezzunk vissza, hogy/,, konstans szigoru fefskorlatja |go|-nak, igy M is az.
Ekkor létezikt; € I, hogyzy(t1) = M észy(t1) > 0. Ugyanakkor)M definicidja és (2.3)
miatt igaz, hogy:y(t1) = —M + go(z1(t1)) < 0, ami ellentmondas. Ez az ellentmondas
igazolja az allitAsunkat. n

A (2.3) egyenletrendszernekmegoldasaR-en, ha mindent, € R-re z megoldas
[to, 00) intervallumon. Amint azt lattuk adott kezdeti fliggvény ®sea pozitiv félegye-
nesen egyértelmien létezik megoldas. A teljes szameggamem mindig 1étezik megol-
das, azonban ha létezik, akkor a jelatviteli flggvények obamtasa miatt az egyértelma.
Vezessiik be a kdvetkézelolést: haz megoldasa (2.3)-nak egy intervallumon, akkor
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2t € C legyen a kovetkedképp definialva:

) = {zo(t—i—Q) had e [~1,0],
() ha € {1,...,n}.

ahol ez értelmes. Definidljuk a kovetkeleképezést® : RT x C' — C, (t,¢) — 2%
Ez egy folytonos szemidinamikus rendszer. A jelatviteiguények monotonitasa miatt
mindent > 0-raad(¢,-) : C' — C fuggveny injektiv. Definialjukp € C w-hatarhalmazat
a kovetkebkepp:

w(e) ={v € C: 3ty C [0,00), hogyt, — oo ésP(ty, p) — ¥, amintk — oo} .

Ha létezikz : (—oo, 0] — R megoldas, melyre® = , akkor hasonlé6 médon definialjuk
© a-hatarhalmazat is:

alp) = {v € C: ()Y C (—00,0], hogyt), — —oo ész'* — 1, amintk — oo} .
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3. fejezet
A megoldas dinamikaja egy sejt esetéen

Ebben a fejezetben Krisztin 6sszefoglal6 [7] cikke alagi@iekintjik az eddigi legfon-
tosabb eredményeket arrél az e8etamikor a hal6zat egyetlen sejiléll. Latni fogjuk,
hogy e latszolag egyszerl modell is milyen gazdag dinavaildgir, és hogy a teljes dina-
mika csak néhany, specialis tulajdonsagokkal rendélkeszacsatolasi fliggvény esetén
ismert. Megjegyezzik, hogy a — neuronhalézatokban leggydian hasznalt — szigmoid
fuggvények rendelkeznek ezekkel a tulajdonsagokkal nisiik tehét a kovetkézgyen-
letet:

&= —px(t) + g(a(t — 1)) (3.1)

ahol . > 0, valamintg folytonosan differencialhato, nemlinearis valds fugguénelyre
g(0) = 0, tovabbég szigorian monoton. Jegyezzilkk meg, hogwha P., akkor (3.1)
megegyezik a (2.3) egyenletrendszer 0 esetével, hiszeh(z) = }% g(x) valasztassal
meddrzi a P, -beli tulajdonsagokat és az egyenlet a kivant alakba keklidor aC fazistér
a [—1,0] intervallumon folytonos valds fuggvények Banach-tere aimar-norméval.
Ahogy az ebzo fejezetben lathattuk, barmely € C figgvényhez létezik pontosan egy
x¥ megoldas—1, oo) intervallumon, igy az eddigi jelléseket megtarfvagy folytonos

szemidinamikus rendszer.

3.1. Definicio.A ® szemidinamikus rendszer globalis attraktora egy olyaniires) kom-
pakt A C C halmaz, mely invarians abban az értelemben, hdgy A) = A barmely

t > 0 esetén és barmel C C korlatos illetveU O A nyitott halmazok esetén létezik
t1 > 0, hogy®([t;,0) x B) C U.

A globalis attraktor nem mindig létezik, de példaul

g()

p > 0éslimsup | =] < u
T

|z|—o00
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egy elegend feltételt ad |étezésére. Lathatjuk, hogy amennyiberzilétéd attraktor, ak-
kor ennek tulajdonsagai leirjak, hogy a rendszer hossanthegy viselkedhet, hiszen
t — oo esetén minden megoldast magahoz vonz, iatakja arrél nem arulkodik, hogy
mely kezdeti fliggvény esetén melyik részéhez fog konvergainegoldas. Ismert, hogy
ha A létezik, akkor

A={p e C:3r:R — Rkorlatos megoldasa (3.1)-nek, hogy= »}

Jegyezzik meg, hogy a dinamika leirdsdban fontos szeretiglegyensulyi helyzetei

és periodikus palyab-nek A részét képezik és egyensulyi helyzetek csak a fazistérbeli
konstans fliggvények lehetnek. Az azono8&inggvény mindig egyensulyi helyzete (3.1)
egyenletnek. A (3.1) egyenlet linearizaltja ebben az egffighhelyzetben:

y(t) = —py(t) + ay(t — 1), (3.2)

ahola = ¢'(0). Jeldljey? : [-1,00) — R at kezdeti fliggvényhez tartozé egyetlen
megoldasat (3.2)-nek. Ekkdp,®(¢,0)y) = gVt > 0. Dy®(t,0),t > 0 Cy-félcsoport
generatoranak spektruma azbr C komplex szadmokbdl all, melyek a

A p—ae =0 (3.3)

karakterisztikus egyenlet gyokei, melyeket karakteitiszt gyokoknek nevezink. Ezt az
egyenletet Gigy kapjuk, hogy a megoldé&stalakban keressiik. > 0 esetén van pontosan
egy valos gyok \y), a tobbi gyok pedid);, A;)3° komplex konjugalt parokat alkot és a
kovetkeDképp helyezkednek el a komplex sikon:

Ao > Redi > Redo > ..., 2(5 — 1)m < Im); < 2y,

aholj € N, ésRe\; — —oo [1]. Ay > 0 pontosan akkor, ha > p teljesdl, igya > 0
esetén a (3.1) egyenlet konstans 0 megoldasa pontosanaddiomptotikusan stabil, ha
a > p ésinstabil, hay < p.

Haa < 0 ésa < —e 71, akkor az dsszes gydR;, \;)° komplex konjugélt parok-
ban jelentkezik és a kovetk@zelacidk allnak fenn kdztik:

ReA; > Rey > .. - 2(] — 1)7’(’ < Im)\] < (2] + 1)7’(’,

aholj € N ésRe\; — —oo [1].
A tovabbiakban mind a pozitiv, mind a negativ visszacsatoksetben tegyuk fel,
hogy létezik olyanV € N, hogy

Redni1 < 0 < Rely. (3.4)
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Explicit feltételek adhatok ésa fliggvényében arra, hogy (3.4) pontosan mikor teljesil:
jelolie 67 ad = —ptan 6 egyenlet egyetlen megoldasatay~ — 7, 2;j7) intervallumon,
valamintd; au = —6 cot 0 egyenlet egyeduli megoldasatyjm, 2(j + 1)7) intervallu-
mon. Ekkor (3.4) egyeibtlenséggel ekvivalens > 0 esetén a

- T <a< —M+ ;
cos 0y cosOn, 4
a < 0 esetén pedig
T — M, Sa< ——— =
sin Oy, sin 0y

egyenbtlenség. A megoldasok oszcilldlasanak gyakorisaga $srerepet jatszik a meg-
oldasok dinamikajanak elemzésében, jg¢ C esetén jeldljesc(¢) € {0} UN U {oo}
¢ eldjelvaltasainak szamat, tovabba legyieh : C' \ {0} — {0} UN U {co} a kdvetke-
z6képp definialva: hac(y) paratlan, akkoh ™ (¢) = sc(p) + 1, hasc(p) paros, akkor
V= () = sc(p)+1, atdbbi esetben pedig*(¢) = sc(y). A pozitiv visszacsatolas esetén
VT, mig negativ visszacsatolas eseténa (3.1) egyenlet diszkrét Ljapunov funkcional-
ja, azaz a megoldasok mentén nem noéekemnegativ egész értéki fuggvény [11].

Hak € {1,...,N}, akkor P, legyena > 0 esetén &\, A1, A1, ..., \i, A\x} Sajat-
értékekhez tartozo valés altalanositott sajattér; 0 esetén pedig &\, Ai, ..., \x, A}
sajatértékekhez tatozo valés altalanositott saj@ptépedig jelolie a(\;, \;)°,. 1 Sajater-
tékekhez tartozo altalanositott sajatteret. Ezzel adadik= P, & ;. felbontas, melyre
dim P, = 2k + 1, haa > 0 ésdim P, = 2k, haa < 0.

Létezik egyC'-sima 0-ban lokalisan instabil’, , (0) sokasag, melyet @ban érint
P, sajattér, tovabbdl}, . (0) olyan (—oo, 0] intervallumon értelmezett megoldasszeg-
mensekBl all, melyek exponencialis sebességgel tartaioz, amintt — —oo [9].
Ezen megoldasok pozitiv félegyenesen valé folytatdséajuk 17, definicidjat:

Wi = ([0, 00) x Wi (0)).

Mostantdl a pozitiv és a negativ visszacsatolasu eset riegkirtetésére hasznaljuk a
W, illetve azA* jeloléseket, amennyiben a két eset killonbozik.

Ha A globalis attraktor létezik, akkdi, C A teljesil, ezértA* vizsgalatanak el-
sO 1épése IeheW_,jE vizsgalata, anndl is inkabb, hogy egyes visszacsatolggvinyek
esetén bizonyitott (példaul arra az esetregha P.), hogyW_,jE egybeesik a megfele-
|6 globdlis attraktorral. Tovabbiakban a pozitiv vissz&misal esetre tegyik fel, hogy
@ < p minden elég nagyz| esetén teljesil, valamint a negativ visszacsatolas esetén
Sup,cr 9(7) < o0, illetve inf,cg g(z) > —oo valamelyike teljesil.
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A V* diszkrét Ljapunov funkcionalok segitségével Mallet-PémeSell [12] bizonyi-
tott egy Poincaré-Bendixson tipusu tételt, melyet az tttejdzetben altalanos formaban
ismertetink.

A k = 1 esetben sok minden ismd?li-r()l. Walther a [16] cikkben bizonyitotta,
hogy W, egy 2-dimenziég’!-sima, korlatos részsokasaganek és homeomorf a zart
egységkdrlappaW_f\ W pedig egy lassan oszcillalo periodikus palyaja (3.1)-adlk)
lassu oszcillacio alatt azt értjik, hogy barmely kgt zérushelyéréz,—z;| > 1 teljesdl.

Definialjuk a kévetkea halmazt:

W, = {p € C : Létezik korlatos, lassan oszcillato: R — R
megoldasa (3.1)-nek, hogy = ¢} U {0}.

Mallet-Paret és Walther bizonyitotta, hoty,, C-nek egy surl, nyitott halmazéat vonz-
za [13]. Walther és Yebdri [17, 18] bizonyitottak, hogy Bkea : dom(a) — @1 Ci-
leképezés, ahalom(a) C P, hogy W, = {¢ + a(p) : ¢ € dom(a)}, ésdom(a)
homeomorf a kétdimenzids egységkorlappal,iig # {0}, tovabbalV_ \ W,, egy
lassan oszcillalo periodikus palya. Lehetnek mas lassacilldgdd periodikus palyak is
W_,-ban. Ekkor & egyensulyi helyzet a periodikus palyak belsejében ¥&p. 0 egyen-
sulyi helyzet6l kilénb6d nemperiodikus palyai pedig heteroklinikus palyakat il

a periodikus palyak kozt, illetve a periodikus palyak ésggeasulyi helyzet kozott.

A pozitiv visszacsatolas esetén, ha tovabbra is feltessmigly van pozitiv valosrészi
sajatérték, akkor létezik egy legkisebb pozitivkonstans és egy legnagyobb negativ
konstans, hogy’ > e*(s) = x* egyensulyi helyzetek. Hgl(z*) > u, akkore™ ése~
hiperbolikusak. EkkoW_l+ 3 egyensulyi helyzeftii és egyetlen periodikus palyab@), )
all, homeomorf a 3-dimenziés egységgdmbbel, valamint,yHFgf* \ W homeomorf
a 3-dimenziés gombhéjjaly;" egy 3-dimenziésC!-sima részsokasaga a fazistérnek,
Wit \ (Wit Uet Ue™) pedig egy 2-dimenzid6'-sima részsokasad#, -nak. Ez utdbbi
tartalmazza), -et és heteroklinikus palyakar, ése* kozott. Létezik egy 2-dimenzids si-
ma korlap, melyeO, hatéroIW_ﬁ-ban. Ez a korlap tartalmazzaaegyensulyi helyzetet,
Os-et és heteroklinikus palyaka#sO; kdzott, tovabba két részre végﬁ -at, melynek
egyik részéret, masikone ™ attraktiv [9].

Az altalanos eset jellemzése részletesen megtalélhatbw([&)en.W_,; a0 egyen-
sulyi helyzetil, pontosankt darab periodikus palydbdl,, ..., O;) és heteroklinikus
palyakbdl all. A pontosabb leirdshoz vezessiik be a kdvétjedidléseket:

CY = {p € W, : Létezik (3.1)-nekr : R — R

(3.5)
megoldasa, hogy® = ¢, a(z) = {0},w(p) = O;},
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Cl = {p e W, :Létezik (3.1)-nek: : R — R o)
megoldasa, hogy’ = ¢, a(x) = O;,w(p) = O;} '

mindeny, [ € {1,...,k} esetén. Ekkor

W, ={0}U (OO]) U (OCJO> u( U C{).

[8] azt is megmutatta, hog9; € (V~)~1(25 — 1), vagyisO; egységnyi szegmensenként
(2j — 2)-sz0Or vagy(2j — 1)-szer valt ebjelet.

W_,j tartalmazza @, e™, e~ egyensulyi helyzeteket, valamint pontogadarab perio-
dikus palyat, valamint heteroklinikus palyakat. Definiélpz ebz6 esethez anal6g médon
(JJQ és(]{ halmazokat. Ezeken kivil definialjuk még a kovetkeat :

C% = {p € W : Létezik (3.1)-nek: : R — R

(3.7)
megoldasa, hogy’ = ¢, a(z) = {0}, w(p) = {e*}},

Cl = {p € W : Létezik (3.1)-nek: : R — R a8
megoldasa, hogy’ = ¢, a(z) = O;,w(p) = {e*}}, '

mindenj € {1,..., k} esetén. Ekkor

k k
Wr={0,e7,e"}U (U Oj> U (U Cf) ucucy
j=1

J=1

L) (U)oU)

Ebben az esetben; c (V~)7!(2j) teljesul, vagyisO; egységnyi szegmensein ab-el
jelvaltasok szam#&2j — 1) vagy (2j). Az el6zoekben adott jellemzél?,f-nak egy ugy-
nevezett Morse-felbontasat adja. Ismét kiemeljik, hogyaranhalézatokban gyakori
szigmoid visszacsatolasi fliggvények esélén = A, tehat ekkor a globalis attraktor egy
Morse-felbontaséat nyerjuk.
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4. fejezet

A karakterisztikus egyenlet vizsgalata

Ebben a fejezetben az alapegyenletet a (2.2) alakjabankftgkinteni. Azt fogjuk vizs-
galni, hogy hogyan valtozik aggyensulyi helyzetedlzama és stabilitasa a kapcsolaser
ségek fliggvényében és rogzitett késleltetés esetén.fbgjok, hogy az é@bbiek csak a
kapcsolateisségelszorzatatéfliggnek és hogy mind pozitiv, mind negativ visszacsato-
las esetén a (2.2) egyenlet azonogamegoldasanak létezik egy aszimptotikusan stabil és
egy instabil tartomanya erre a paraméterre, rogzitetekésds mellett. Jellemzést adunk
majd a karakterisztikus gyokok elhelyezkedésés.

4.1. Az egyensulyi helyzetek

Egyszerli észrevétel, hogy egyensulyi helyzet csak konsstaegoldas lehet. igy az
y(t) = y*,y* € R*"! pontosan akkor egyensulyi helyzete (2.2)-nek, ha teljaskib-
vetked egyenletrendszer

vo = folyi),

(4.1)
Yno1 = fn-1(Yp),
Yn = fn(¥5)-
Vegyluk észre, hogy (4.1) ekvivalens
Yo = fo(fi(-- (fu(¥5)))) (4.2)

egyenlettel.

4.1. Lemma. Tetszolegeg, , g, € P, ésf_,g_ € P_ fuggvényekre teljesil, hogy
(f+09+)(f-0g-) € Py, valamint(f_og.),(f+ 0g-) € P-
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Bizonyitas.A négy kozll csak az egyik esetet bizonyitjuk, a tébbi eskbimyen ellen-
OrizheB. Tekintslk tehat azf* o ¢g7) figgvényt. Ekkorf™ ésg~ kétszer folytonosan
differencialhatésagabol kdvetkezik a kompozicio kétsmabtonos differencialhatésaga
is. Mivel f, korlatos, igy az 6sszetett figgvény is #iz(0) = 0 ésg_(0) = 0 kdvetkez-
ménye, hogyf. (9_(0)) = 0.

[f+(g-(2))] = fi(g-(2)) - ¢"(x) < O teljesil, hiszen az elsszorzoténydz pozitiv, a
masodik pedig negativ. Vizsgaljuk most a masodik derivéiedst

(g @)) = F1g-(2)) - [ (@) + fi(g-(2)) - 9" ().

g (x)]* > 0 ésf' (9-(x)) > 0 barmelyz € R esetén. Ha > 0, akkorg” (z) > 0,
valamintg_(x) < 0, igy f}(g9—(z)) > 0. EKkor az 0sszes téeny@pozitiv, igy az 0ssze-
tett figgvény konvex a pozitiv félegyenesen, migetha 0, akkorg” () < 0, valamint
g-(x) > 0,igy f/(9-(x)) < 0, tehat az 6sszeg mindket tagjaban az egyik téhpezitiv,
a masik negativ, igy a negativ félegyenesen konkav az éssiejgvény. Ezzel belattuk,
hogy(fyog-) € P-. O

Vezessik be a kovetkégelolést:a = []_, £,,(0)
4.2. Tétel. A (2.2) egyenletnek
(i) egyetlen egyensulyi helyzet® aontosan akkor, ha < 1,

(i) az azonosard) megoldason kivil pontosan két masik egyensulyi helyzetkiar
es csak akkor, ha > 1.

Specialisan, ha < 0, akkor az egyetlen egyensulyi helyzet az azon@saregoldas.

Bizonyitas.A 4.1 lemmabol kovetkezik, hogy negativ visszacsatolagtaed@azaz amikor
a <0) foo...of, € P_, pozitiv visszacsatolas esetén pedligp ... o f,, € P, igy ha
a < 0, akkor (H3) és (H4)-nek megfeletulajdonsagok miatt (4.2) csak = 0 esetén
teljestlhet. H&® < a < 1, akkor P, (H3) és (H5) tulajdonséagaibol kdvetkezik, hogy (4.2)
ismét csaky* = 0 esetén teljesul.

Haa > 1, akkor (H2), (H3) és (H5) tulajdonsagokbodl kovetkezik, Wgd.2)-nek az
y* = 0 megoldasan kivill 1étezik pontosan egy pozitiv és egy negaggoldasa. n

4.2. Az egyensulyi helyzetek stabilitasa

Jeldliea > 0 eseténe™ € C. a konstans:™ € R"*! egyensulyi helyzetet, valamint
¢~ € O, a konstang~ € R""! egyensulyi helyzetet, ahol az indexbendéitevd a
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nulladik komponens éjelére utal. Ezek utan tekintsiik a (2.2) egyenlet lingdtjit az
é(s) = e egyensulyi helyzetben

Zo(t) = —20(t) + fo(é1) 21 (1),

(4.3)
Zna(t) = =201 (t) + fr_1(En)zn(t),
Zn(t) = —2,(t) + f1(é0)20(t — 7),
aholé = (é,...,¢é,)T € {0,e",e"}. A megoldasokate, ¢ € R™*! alakban keresve
nyerjuk a karakterisztikus egyenletet:
A+ D" =T fiE)e™ =0, (4.4)

J=0

ahol most,, .1 = é,. Ekkor ismert a kovetkezstabilitasra vonatkozo lemma (lasd [4]).

4.3. Lemma.

(i) A (4.3) egyenlet azonosah megoldasa pontosan akkor aszimptotikusan stabil, ha
a (4.4) egyenlet minden gyokének valds része negativ;

(i) Ha a (4.3) egyenlet azonos@megoldasa aszimptotikusan stabil, akkor a (2.2) egyen-
let ¢ megoldasa is aszimptotikusan stabil

(iif) Ha a (4.4) egyenletnek létezik pozitiv valds részdkgy akkor a (4.3) megoldasa és
a (2.2)é megoldasa instabil.

Ismert, hogy a karakterisztikus gyokok folytonosan fudga&arakterisztikus egyen-
let paraméteredl €s, hogy aRe) > 0 nyitott félsikon a karakterisztikus gyokok szama,
csak akkor valtozhat ezen paraméterek valtoztatasargytgyék athalad az imaginarius
tengelyen [6]. Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételeknedlkeljestilnie, ha\ = iw tisz-
tan képzetes gyok, megengedve- 0 esetet is. Feltehé@t hogyw € R™ U {0}, hiszen ha
\ gyok, akkor) is az. Vezessiik bela= 17, fj(é41) jelolést. Ekkor a (4.4) egyenlet a
kovetked alakba irhato:

(1 +dw)" ™ = be ™™,
ami ekvivalens az
1 +iw = e Be~7™ valamelyk € {0,...,n},

egyenlettel, ahak = =~ R* 5 § = "/|b| és barmely: € {0,...,n} esetén

n+1’
2rk
o = el haa > O,
27 (k+1)
=5 haa<o.
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Ez irhat6 a kdvetkdikeépp is:
1 +iw = [(cos gy + isingy)(cosow — isinow) valamelyk € {0,...,n}.
Kulénvalasztva a valds és képzetes részt ézoeel ekvivalens

1 = B(cos gy cos ow + sin @y sin ow) = [ cos(py — ow), (4.5)
w = B(sin ¢ cos ow — cos g sinow) = [ sin(p — ow) .
egyenletrendszert kapjuk. Négyzetre emelve (4.5) minglipgenletét, majd azokat 6ssze-

adva kapjuk a kovetkézdsszefliggést ésw kozott:
l+w?=p% < 3=VI1+w (4.6)

Ebhdl kdvetkezik, hogy tisztan képzetes gyok cgak> 1 esetén lehetséges. Konnyen
lathato, hogy = 0 esetén a karakterisztikus egyenlet minden gyokének vagremega-
tiv. Osszevetve ezeket a 4.3 lemmaval és az utana leirtkéely@zonnal adodik az alabbi
tétel.

4.4, Tétel.Ha |a| < 1, akkor a (2.2) egyenlét megoldasa aszimptotikusan stabil fligget-
lentil 7 értékétdl.

Az el6z6ek alapjan kénnyen adddik az alabbi tétel.

4.5. Tétel. Ha a > 1 teljesul, akkor a (2.2) egyenlét egyensulyi helyzetei aszimptoti-
kusan stabilak figgetlenilésa valasztasatol.

Bizonyitas.Vezessik be a2’ = fyo... o f, jelolést. Ekkora > 1 egyenbtlenségbl és

4.1 lemmabdl kovetkezik, hog§ € P,. Tudjuk tovabba, hogy ' (ef) = eZ. Kénnyen
lathatd a (4.1) egyenlefiy hogy haé* egyenslulyi helyzete a (2.2) egyenletnek, akkor
i = fi(ef,) barmelyd < i < n esetén, ahol az indexek mad 1 értendk. Bevezetve
abt = H;‘:O f]’.(e;.t) jeloléseket az élzbek alapjan és a lancszabaly segitségével az alabbi
Osszefliggést nyerjuk:

F'(eg) = (foo fio .o fa1) (fuleg)) fuler) =

= (foo fro .o fuma) (fumr(er) - fooa(en) - frler) =
” 4.7)

||
El
Q\
k:
+
»—-

= b

Mivel F e -ban ése,-ban metszi az = x egyenest é$’ € P,, igy a pozitiv félegye-
nesen konkav, a negativ félegyenesen pedig konvex fliggezeyt0 < F/(ef) < 1
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azonnal kovetkezik. Tehéit< b* < 1. Ismét a 4.3 lemmabol és az utana leirtakbdl, illet-
ve abbdl, hogy tisztan képzetes gyok letezésenek szukbsgesle a (4.6) 6sszeflgges,
kovetkezik az allitas. n

Ezek utan foglalkozzunk @egyensulyi helyzettel. Vegyuk észre, hagy 1 esetén a
A = 0 megoldasa a (4.4) karakterisztikus egyenletnek. Ezt Gesmeazzal, hogju| < 1
esetén nincs gyok a képzetes tengelyen, kapjuk, hogy poiiszacsatolas esetért
valtoztatva g0, co) intervallumon az el§ olyan gyok, ami rajta van a képzetes tengelyen
a = 1-nél jelentkezik. A (4.6) 0sszefliggést (4.5)ebgyenletébe visszairva kapjuk az
1
V1+w?

egyenletet. Jegyezzilk meg, hogy (4.6) relacio mellett oo, amintb — oo. Mivel

= cos(pr — ow) (4.8)

(4.8) mindkét oldala folytonosan valtozik, amintt ndveljuk, bal oldala szigortah és

1 kdzé esik barmelyw € R* esetén, a jobb oldal pedig periodikusan valtozik és minden
periddusban kétszer bejarjd@1] intervallumot, igy lesz periddusonként legaldbb egy
olyan értékev-nak, melyre (4.8) teljesil ésn(y), — ow) > 0, igy ekkor sziikségkeéppen

a (4.5) egyenletrendszer mindkét feltétele teljesiil. igggailapithatjuk, hogy mindkét
visszacsatolas esetgrn)-et novelve végtelen sokszor lesz tisztan képzetes gytkesdkk
terisztikus egyenletnek. A kovetk@izben meg fogjuk mutatni, hogy a fenti esetekben a
karakterisztikus gyok atmegyRe\ < 0 félsikbol aRe) > 0 félsikba. Ehhez sziikségiink
lesz a kovetkeZz lemmara.

4.6. Lemma. Legyenr tetszdleges rogzitett pozitiv. Vezessik be a
A()\,a) — (1 4 )\)n+1 _ ae*TA

jelolést, és legyen, € R tetszdlegesen rogzitett, melyre Iétexikhogy A(A*, ag) = 0
ésRe\* > —1. Ekkor létezik € RT és)\g : (ag — ¢,a9 + €) — C folytonos fuiggvény,
agy hogy barmely. € (ay — ¢, a0 + ¢) esetény(a) adja A(\, a) = 0 egyenlet egyetlen
megoldasat €3, folytonosan differencialhatéy,-bana szerint.

Bizonyitas.Az implicit figgvények tétele szerint elegehchegmutatni, hogy

0
a)\A( (l()) 7£ 0.
Hasznalni fogjuk, hogy\(\*, ag) = 0 miattage ™" = (\* + 1)"*+! Gsszefliggés teljesul.

0

* n —TA*
8)\A( ap) = (n+ 1A+ 1)" + ag7e =

SN D)+ 14TV 1) =0 =
e (n+1+7(\ +1)) = 0.
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EzRe)A* > —1 miatt nem teljesiilhet, igy
0
—A
1))

Ezzel az allitast igazoltuk. O

(V" a0) # 0.

Az alabbi tételben megmutatjuk, ho@je\ > 0 esetén minden karakterisztikus gyok
valos része &, mikdzbena|-et noveljuk.

4.7. Tétel. Legyenr rogzitett, valamint\(a) = c(a) + i - d(a) ésag olyan, hogy a 4.6
lemma feltételei teljesiljenek. Ekk@m(c'(a)) = sgna.

Bizonyitas.
(AMa) + )" —ae ™M@ =0

egyenletet: szerint derivalva kapjuk a kovetkéz

(n+1)(Aa)+1D)"(d(a)+i-d(a)) — e~ ™M@ 4 Tae_”(“)(c’(a) +i-d(a)) =0.

K@+

Kihasznalva, hogy " = , valamint hogyc(a) > 0, igy (A(a) + 1) # 0,

nyerjuk a kbvetkez egyenletet:

(a)+i-d(a)+1

=0.

(n+1+47+7(c(a) +i-da)) - (¢(a)+i-d(a) —
Kulon valasztva a valos és a képzetes részét az egyenletradilabi két egyenletet kap-
juk:

d(a)n+1+7+7c(a)) — 7d(a)d(a) — —— =
d(a)(n+1+7+7c(a)) + 7 (a)d(a) — —= = 0.
Ebhdl kifejezved (a)-t ésd’(a)-t kapjuk, hogy

d(a)(n + 1)

d(a) = a[(n+1+7+7c(a))? + 72d*(a)]

és

¢(a) = (c(a) +1)(n+ 147+ 7c(a)) + 7d*(a)
B a[(n+1+71+71c(a))? + 72d%(a))
amibdl kovetkezik az allitas. O

I

4.8. MegjegyzésA 4.7 tételldl kovetkezik, hogy ha egy gyok eléri a képzetes tengelyt,
akkor |a|-et tovabb novelve at is halad azon a pozitiv valosrésZilkfidele, tovabba a
pozitiv valosrészi félsikr6l nem mehet vissza gyok a negatlosrészire, amirjt|-et
noveljuk.
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4.9. Megjegyzés.A 4.7 tétel bizonyitasabdl az is kiderll, hogy ugyanekkoroaifiv
valosrész( gyokok tavolodnak a valds egyedlesgy egy komplex gydkdl nem lehet
kébb valés. Konnyen belathatd, hogy> 1 esetén @\ + 1)"! — ae~"* karakteriszti-
kus egyenletnek pontosan egy megoldasa létezik a poziliys e zamok korében. A [11]
cikk szerint, adott paraméterek esetén az azonos valast@sadelked gyokok szama
legfeljebb2, igy mivel tudjuk, hogy\ gyok esetén\ is gyok, ezért a gyokok mégzik a
valosrészik szerinti egymas kozti rendezést. Ezek aldbiéetkezik, hogy: > 1 esetén
a pozitiv valésrészii félsikon a legnagyobb valosrészélkerisztikus gyok valds (pozi-
tiv), mig az 6sszes tobbi (ha van) komplex konjugalt parlesenikezik. Vegyuk észre
hogya < 0 esetén a (4.4) karakterisztikus egyenletnek nincs povdios gyoke, igy
a negativ visszacsatolas esetében a pozitiv valdsréksikiof® minden karakterisztikus
gyok komplex konjugalt parban jelentkezik.

Az alabbi tétel az eddigi eredményeket foglalja 6ssze.
4.10. Tétel. A kdvetkezo két allitas igaz a (2.2) egyenletl halézatokr

() Negativ visszacsatolas esetén az egyetlen egyenslylgeha0d € C,. Ekkor létezik
ag(1) < —1, hogyao(7) < a < 0 esetén az egyensulyi helyzet aszimptotikusan
stabil, miga < ay(7) esetén instabil.

(i) Pozitiv visszacsatolas esetén bha: a < 1, akkor az egyetlen egyensulyi helyzet a
0 € C., mely ekkor aszimptotikusan stabil, nig- 1 esetén & instabil és létezik
pontosan két masik egyensulyi helyzet, melyek aszimatilstabilak.

Erdemes megemliteni, hogy [2] szerint a (2.2) egyenlesead egyensulyi helyzete
globalisan aszimptotikusan stapha minden0 < ¢ < n esetén|f/(0)| < 1, 7 érté-
kétl flggetlenll. Ehhez tehéat sziikség van minden kapcsékdég korlatozasara, nem
elegend csak a szorzatukra feltételt adni.
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5. fejezet
Periodikus palyak

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy a negativ visszagsatesetben, hatac C' in-
stabil egyensulyi helyzet, akkor a (2.3) egyenletnek l&tperiodikus megoldasa. Ezutan
numerikus példakkal szemléltetem az eredményeket.

5.1. Periodikus palya létezése negativ visszacsatolas esetén

Hasznalni fogjuk a Poincaré-Bendixson tételt, melyet valaehaltalanosabb alakl egyen-
letekre bizonyitott [12]. Definialjuk a* : C' — R? projekcidkat:

iy {(@(0&(2’ +1)) ha 0<i<n-—1, )
(90(”)7 90(—1)) ha 7 =n.

5.1. Tétel(Poincaré-Bendixson TételYegytk fel, hogy z(t) megoldasa a (2.3) egyenlet-
nek egylty, oo) intervallumon , ahol minden < i < n — 1 esetéry; € P, valamint

gn € P1.Jeldljew(z) C C akorabban definial-hatarhalmazéat a megoldasnak. Ekkor
a kovetkez6k valamelyike teljesul:

(a) w(z) egy periodikus palya, vagy kulénben
(b) hau tetszbéleges megoldas, melyre teljesik w(z) barmelyt € R esetén, akkor
a(u) Uw(u) C E,
ahol F C C az egyensulyi helyzetek halmazat jeldli, tovabba mindsgtben barmely

0 <1< neseténa
' w(z) — 7(w(z)) C R?

projekciok injektivek, igy a kompakt~) halmazt homeomorf médon &4gyazzak a sikba.

27



A fejezet tovabbi részében olyan negativ visszacsatosiseereldl lesz sz6, me-
lyeknek a0 instabil egyensulyi helyzete. Tehat vizsgéljuk a

20 = —Tz0 + Tgo(21),
2:’1 = —TZ + Tgl(ZQ),
Zno1 = —TZn—1 + T0n-1(Zn-1),

Zn = —TzZn + Tgn(20(t — 1)),

alaku egyenletrendszert, ahgle P, barmelyi € {1,...,n — 1}-re ésg,, € P_, tovab-
bada = H;;O g5(0) olyan, hogy létezik pozitiv valosreészl sajatértek. Legys, A} a
két legnagyobb valbdsrészil sajatérték. Mivel negativzeissatolas esetéri = {0}, igy
a periodikus palya létezéséhez adzbltétel szerint elegei@dmegmutatnunk, hogy léte-
zik olyan megoldas, melynek-hatarhalmaza nem tartalmazzéa agyensulyi helyzetet.
Jelolie P a{\;, \,} altal generalt valds altalanositott sajatteret. Ekkorsi@rint Iétezik
egy lokalisan instabilV}, (0) sokasag @ korul, melyet &)-ban érint aP sajattér, tovab-
bav},.(0) olyan(—oc, 0] intervallumon értelmezett megoldasszegmengkélh melyek
tartanalk0-hoz, amintt — —oo. Ezen megoldasok pozitiv félegyenesen valé folytatasaval
kapjuk W definiciojat:
W = @([0,00) x Wigi(0)).

Ekkor igaz, hogy barmelyy € W esetén létezik pontosan egy megoldasa a (2.3)
egyenletnek, melyre teljestit’ € W barmelyt € R esetén és*’ — 0, hat — —oo.

Tegyuk fel, hogy a (2.3) egyenletneknegoldasd—oo, ¢] intervallumon. Azt mond-
juk, hogy = oszcillal a negativ félegyenesen, ha létezik)?°, hogyt, — —oo, amint
k — oo és léteziki € {1,...,n}, hogyz(t;)z(tj+1) < 0barmely; € N esetén.
5.2. Lemma. Negativ visszacsatolas eseténhaR — R"*! megoldasa a (2.3) egyen-

letnek és! € W\ {0} barmelyt € R esetén, akkot oszcillal a negativ félegyenesen.

Bizonyitas.A bizonyitas indirekt médon torténik. Tegyuk fel, hogy alitdk nem igaz.
Ekkor létezik egy-T < 0, hogy barmely’, t” < —T és0 < i < n esetén;(t')z;(t") > 0,
azaz a—T idopillanat ebtt a megoldas egyik komponense sem vafetet. Kilénboz-
tesslink meg a, ezen a félegyenesen vetbglle szerint két esetet.

ElsO eset, hogy,(t) > 0 barmelyt € (—oo, —T') esetén. Ekkor

Z0(t) = =72, () + Tgn(20(t — 1))

Osszefliggés miatt, ha,(t) > 0 barmelyt € (—oo, —T) esetén, akkoy, € P_ miatt
2, (t) < 0 kovetkezik, ami ellentmond annak, hogy(t) nem azonosa, ész,(t) — 0,
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t — —oo esetén. Ebll kdvetkezik, hogyz,(t) < 0 barmelyt € (—oo, —T') esetén.
Ezutan
Zn1(t) = =Tz 1 () + Tgn_1(2a(1))

Osszefliggés szerint, hg 1 (t) > 0 barmelyt € (—oco, —T') esetén, akkoy,, 1 € P,
miatt z,_1(t) < 0 kovetkezik, ami ellentmond annak, hogy(t) nem azonosan, és
zp(t) — 0, amintt — —oo. A haldzaton tovabb Iépkedve visszafele ugyanezen logika
szerint adodik, hogy;(t) < 0 barmely0 < i < n esetén, amidl a feltevésunk szerint
kovetkezik, hogy:, azonosan 0, ami ellentmondas.

A z(t) > 0 eset analdég gondolatmenettel ugyancsak ellentmondésed rzel az
allitast bizonyitottuk. O

5.3. Tétel. Legyeny € W \ {0}. Ekkorw(y) egy periodikus palya.

Bizonyitds.Az 5.1 tétel égZ = {0} miatt elegend megmutatni, hogy ¢ w(y). Az 5.2
lemmabdl kovetkezik, hogy = 2% oszcillal a negativ félegyenesen, tehat létezik
i €{0,...,n} és(ty)y° sorozat, hogy, — —oo, amintk — oo €s

zi(tj)zi(tj+1) <0

teljesul barmelyj € N esetén. Felteh@f hogy: = 0. Legyen ay C R? gorbe a kovetke-
z6képp definialva:

y(t) = 727" = (20(t), 21(1)),
mely [12] szerint Snmagéat nem metsésy(t) # (0,0) semmilyent-re. Megfigyelhetjik
tovabba, hogy hd olyan, hogyz,(t') = 0 €sz (') > 0, akkor

Z(t) = —20(t") + go(21(')) > 0

teljestl, migzo(t') = 0 ész(t') < 0 esetén pedigy(t') < 0 kovetkezik, igyy a tenge-
lyeket csak egyik iranyban metszheti. Ezékkbvetkezik, hogy ha, két egymast kovét
zérbhelye’ ést”, akkorz;(t')z(t") < 0. Vezessilk még be az alabbi jeldlést:

Ve e = {(Zo(t), 21 (t)) 1t e [t,, t”]}.

Ezek utan vegyink harom egymast kadveérohelyéty-nak:t, < t, < t3. Ekkor a
Vit ts) 9Orb€hez hozzavevedt,) esvy(t3) kozti egyenes szakaszt, kapunk egy Jordan-
gorbét, mely tartalmazza az orig6t (lasd az 5.1 abrat)zKia) < z1(¢1), akkory(t) a
(—o0, t1) intervallumon csak e zart gérbén kivil haladhat, igy eméthend annak, hogy
2! — 0, hat — —oo, ezért ez az eset nem fordulhab.elehatz,(t;) > z(¢1) kell
teljesuljon, ekkor pedig(t) a(ts, co) intervallumon kell a Jordan-gérbén kivul haladjon,
amibdl 0 ¢ w(p) kovetkezik. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O
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z, (t) z (t)
—_—— Z1(t1J
Zl(tﬂ.] >
Zl(t':‘] _*\
21{t1}
2"'\
\_// % K_/ e
z,(t,) z,(t,)

5.1. abra. Ayy, ., 90rbez(t1) > 2 (t3) illetve 2 (1) < 2 (t3) eseten.

5.2. Numerikus példak

Tekintstk az

t(t) = —x(t) + oy tanh(y(t — 1)),
y(t) = —y(t) + ag tanh(xz(t — 1))

(5.2)

egyenletrendszert. Az 5.2 abran lathato példaban- 0,6 ésa; = —1,6 értékeket va-
lasztottuk, igy—1 < ajay < 0. A 4. fejezetben bizonyitottak szerint ekkab agyensulyi
helyzet aszimptotikusan stabil. Ezt jol szemlélteti azaheA.

vy (t)

+1

5.2. abra. Az (5.2) egyenletrendszer= 0.6 ésa, = —1,6 kapcsolataisségekkel.

LA szimulaciok a DifEqu program segitségével késziiltek.[10]
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Ebben a fejezetben bizonyitottuk periodikus palya létezésnumerikus eredmények
arra engednek kovetkeztetni, hogy ezek majdnem mindetinakdvak is. Ezt szemlélte-
tiaz 5.3 abra, ami az (5.2) egyenletnek egy megoldasatdmaz = 1,2 ésa, = —1,6
konstansokkal.

5.3. &bra. Az (5.2) egyenletrendszer= 1,2 ésay; = —1,6 kapcsolateisségekkel.

Az utobbi két fejezetben bizonyitott tételek a 3. fejezatlzmertetett rendszerre bi-
zonyitott allitAsok egy részének altaldnositasa. Célomy hovabbi tulajdonsagokat is
kiterjesszek az ebben a dolgozatban vizsgalt, illetve ldmodyolultabb struktardju ha-
|6zatokra is. Numerikus eredmények arra engednek kovietkezhogy az €lzbekben
latott jelenségek — példaul periodikus palya keletkezéseegfigyelhebek mas tipusu
neuronhal6zatokban is. Tekintsiik példaul a koveikegyenletrendszert:

&(t) = —x(t) + oy tanh(z(t — 1)) + a9 tanh(y(t — 0,5)),

(5.3)
y(t) = —y(t) + a9 tanh(z(t — 0,5)) + ago tanh(y(t — 0,5)).

Ennek az egyenletrendszernek@z = a2 = —1,a01 = +1,5,a00 = +0,8 kap-
csolatebsségek melletti megoldasat illusztralja az 5.4 abra = y(s) = 1 illetve
z(s) = y(s) = —1 kezdeti fuggvények esetén. Az 5.5 4bra ismét az (5.3) egiyprdgol-
dasat szemlélteti(s) = y(s) = 1 kezdeti figgvénnyel azzal a kilonbséggel, hogy most

a1 = —2, vagyis ezt a kapcsolatességet kétszeresére noveltik, a tobbit nem valtoztat-

tuk az ebzoekhez képest. Lathatjuk, hogy a megoldas egy periodiklysuzétekeredik
ra.
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5.4. dbra. Az (5.3) egyenletrendszer megoldasa
Q1] = g = —17&21 = —|—1,5,C¥22 = +0,8 esetén.

5.5. &bra. Az (5.3) egyenletrendszer megoldasa
11 = —2, 12 = —1, Q91 — +1,5, g9 — —|—O,8 esetén.
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Osszefoglalas

A neuronhalézatok viselkedésének megértéséhez elengddheeszkdz a késleltetett
differencialegyenletekkel valé6 modellezés. Dolgozatamb kovetked gyirtszerl ne-
uronhalozatot leiro késleltetett differencialegyertlgtesgaltam:

T = —x; + fi(xip (t — 1)) 0<i<mn,

(az indexek moadh + 1 értendk)

ahol minden0 < i < n eseténr; > 0, valamintf; : R — R kétszer folytonosan
differencialhaté(-ban eltlrd, korlatos fliggvény, mely szigordan monoton és renddtkezi
egy konvexitasi tulajdonsaggal.

Bizonyitottam, hogy a kezdetiértek-problémanak IétezileegImi megoldasa, amely
mindig korlatos. Aza = []_, f;(0) jeloléssel élver < 1 esetén az egyenletnek egyetlen
egyensulyi helyzete az azonosgm > 1 esetén pedig @ mellett két tovabbi egyensulyi
helyzete van, melyek aszimptotikusan stabilak a késédedbl fuggetlentl0 < a < 1
esetén & egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabil, mig 1 esetén instabil fliggetle-
ntl a késleltetéseét. Megmutattam hogy létezik(r), 7 = > 7 75, hogya(r) < a <0
esetén & aszimptotikusan stabil egyensulyi helyzet, mig o(7) esetén & instabil, to-
vabba hogy ekkor létezik az egyenletnek periodikus megaldaz eredményeket végll

numerikus szimulaciok segitségével szemléltettem.
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