BEVEZETES AZ UNIVERZALIS ALGEBRABA

1. Algebra. Ha A tetsz8leges halmaz és n € Ny, az f : A" — A leképezéseket
igy nevezzik: n-dris mivelet az A halmazon. 0-dris, 1-dris, 2-4ris és 3-dris helyett
megfelelen azt mondjuk, hogy nulldris, undris, bindris és terndris. Azt, hogy f
n-aris, igy is kifejezhetjilk, hogy f aritdsa n. Legyen F miiveletek egy halmaza az
A halmazon; ekkor az (A4, F) part algebrdnak nevezziik. Ezt az algebrait révidebben
A is jelSlheti, ha nincs sziikség a miiveletek halmazdnak feltiintetésére. Az A hal-
maz az. A algebra alaphalmaza, F' elemei pedig A alapmidveletei. Mivel szokdsos
az A° = {0} megsllapodés, az A halmazon nulldris mfivelet mindig A valamely
elemének a kijel6lését jelenti, az undris miiveletek pedig A transzformécidi (6n-
magaba vald leképezései). Ha f egy n-dris mivelet jele A-n és ay,...,a, € A,
az [ miivelet eredményét az (a,...,a,) elem-n-esen (azaz utébbi képét az f
leképezésnél) f(ai,...,an) jeloli. Természetes kivételek a nulldris miiveletek; nul-
laris mivelet dltal kijelSlt elemet magénak a miiveletnek a jelével szoktuk jelSlni.
Unéris és bindris miiveletek esetén is gyakran eltériink e szabdlytdl, pl. ,,+(a1, az)”
helyett a megszokott a1 + as-t frjuk. :

Példdk: A csoportok, amelyek alapmiiveletei a bindris szorzés, az undris in-
verzképzés (a — a~!) és a nulldris egységelem (amelyet jelolhetiink az ,,1” jellel
akkor is, ha nem az 1 szémrdl van szd). A csoportot mésképpen is lehet definidlni,
mi azonban a kovetkezSkben ezt a csoportfogalmat haszndljuk. Természetesen,
itt most nem adtuk meg a csoport definiciéjdt; az a hdrom miivelet kozti bi-
zonyos kapcsolatokat is tartalmaz, amelyeket késébb fogunk tdrgyalni (hasonld igaz
kévetkezd hdrom példénkra is).

Az adott T test feletti vektorterek, amelyek alapmiiveletei a bindris 6sszeadds,
az undris additiv inverz-képzés (a — —a), a nulldris additiv egységelem (0) és a T'
elemeivel (a ,skaldrokkal”) valé szorzdsok (amelyek undris miiveletek).

A gylirik, amelyek alapmiiveletei a bindris Osszeadds és szorzéds, valamint
az undris additiv (azaz Gsszeaddsra vonatkozd) inverzképzés és a nulldris additiv
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egységelem (amelynek jele 0). Az egységelemes gytiriik alapmiiveletei kozé sorol-

-hatjuk még a nulldris multiplikativ egységelemet.

A hélsk, amelyek miiveletei a bindris egyesités és metszés. Csoport és vek-
tortér alaphalmaza nem lehet iires, mivel ezek az algebrdk tartalmaznak a nulléris
miiveletiikkel kijelolt elemet. Ezzel ellentétben az lires halmazt a rajta értelmezett
két dres bindris mivelettel tekinthetjiik hdlénak. (Gylirll alaphalmaza lehet-e
tires?) ,

A halmazok iires miivelethalmazzal ugyancsak algebrik.




2, Tipus. Legyen M halmaz, és legyen 7 az M halmaz leképezése a nemnegativ
egészek halmazdba. Az (M,7) pért tipusnek nevezziik. Itt M a tipushoz tartozé
miveletjelek halmaza, T pedig a tipus aritdsfigguénye. Birmely m € M-re a 7(m)
szdmot az m miiveletjel aritdsdnak nevezzik. Ha 7(m) = n, azt is mondjuk, hogy
m n-dris mdveletjel. Most is haszndlhatjuk a nulldris, ..., terndris szavakat.

Tekintsiink egy (M, 7) tipust és egy A = (4, F) algebrét. Azt mondjuk, hogy
(M, ) interpretdlhatd A-ban, ha létezik a miiveletjelek M halmazanak a miiveletek
F halmazdra valé olyan leképezése, amelynél miiveletjel és a hozzdrendelt miivelet
aritdsa ugyanaz. Az ilyen leképezés neve: (M, ) interpretdcidja A-ban. Ha (M, T)
interpretdlhaté A-ban, akkor azt mondjuk, hogy A (M, T) tipust algebra. Az in-
terpretdcid pedig a gyakorlatban azt jelenti, hogy megallapodunk, A minden egyes
miiveletét melyik M-beli miveletjellel jeloljik. Ilyen megéllapodds t6bbfélekép-
pen is térténhet, mert adott tipusnak adott algebrdban kiilonb6z6 interpretécidi
lehetnek. Legyen pl. T az a tipus, amelyben M = {U,N} és M mindkét elemének
aritdsa 2. A T tipusnak minden (legaldbb kételemi) héléban két interpretécidja
van, hiszen a hdlébeli egyesitést is jelolheti N (és a metszést U). Ezért ugyanaz az
algebra két kiillénbozd hald is lehet: az egyik a mésiknak a dudlisa. Hogy ez ne okoz-
zon félreértést, a tovabbiakban adott tipusi algebrardl beszélve mindig adottnak
tekintjik az interpretdciot is.

Legyen T tetszOleges tipus. A T tipusi algebrdkat hasonld algebrdknak nevez-
ziik, az Osszes 1" tipusi algebrdk osztdlyat pedig hasonldsdgi osztdlynek. Hason-
1ésdgl osztély pl. az Osszes grupoidok (egyetlen kétvéltozds miiveletli algebrik)
osztdlya. Vigydzat: az Osszes csoportok nem alkotnak hasonlésagi osztilyt, s
hasonléképpen az Osszes vektorterek, gytirik és haldk sem. Ugyanis pl. a két
bindris miiveletil algebrak hasonldségi osztdlydban olyan algebrdk is vannak, ame-
lyek miiveletel nem asszociativok, amelyek tehdt nem hilék. A kdvetkez&kben rend-
szerint régzitlink egy — egyébként tetszéleges — T tipust, s meggondoldsainkban
csupa T tipusd (tehdt hasonld) algebrdk szerepelnek.

3. Term.  Legyen T" = (M, ) tetsz8leges tipus. Az 4ltaldnossdg megszoritdsa
nélkil feltehetjiik, hogy M nem tartalmazza az z1,Zs, ... jeleket. Definidljuk a T
tipusid termeket. Minden termhez — a miiveletekhez és miiveletjelekhez hasonléan
— aritdst fogunk rendelni, s minden nemnegativ egész n-re kiilén definidljuk az
n~-dris termeket, a kévetkez6képpen:

(1) Minden nulldris miiveletjel n-dris term.

(2) Az z1,...,%, jelek n-dris termek.
(3) Ha k pozitiv egész, m € M k-éris miveletjel és t1,...,tx mn-dris termek,
akkor m(t1,...,tx) n-éris term.

(4) Ha n-dris termek egy H halmaza tartalmazza az (1) és (2) pontban megadott




3. Term 3

n-éris termeket, tovdbbd a (3) pontban megadott termképzési eljards nem
vezet ki belble, akkor H az Osszes n-aris termek halmaza.

Habdr magatdl értet6ds, mégsem &rt hangsilyozni, hogy két termet csak
akkor tekintiink egyenlének, ha jelrél-jelre megegyeznek. Az z1,zo,... jeleket,
hogy a miiveletjelektdl és a term definiciéjdban eléforduls segédjelektdl (zdrdjelek,
vessz8) megkiilonboztessiik, hatdrozatlanoknak nevezzilkk. Konkrét tipusoknil a
termek jel6lésében a fentebbiektdl eltérhetiink; pl. az emlitett grupoidok esetén,
ha az egyetlen kétviltozés miivelet jele +, a terndris +(+(z1,22),23) termet a
megszokottabb (z1 + z3) .+ z3 alakban irjuk. Az adott T tipusd n-dris termek

[oe]
halmazdt T, az dsszes termek |J T, halmazdt pedig T jeloli.
n=1
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Peano-féle axiémdk segitségével torténd bevezetéséhez. Ez nem véletlen; tekintsiik
ui. azt a tipust, amely egy undris / és egy nulldris 1 mfiveletbdl ll. Az ilyen
tipusi Osszes nulldris termek: 1,1°,1”,..., s ezekben felismerhetjiik a természetes
szdmokat. A termek képzésének (1) és (3) szabdlya erre az esetre alkalmazva nem
més, mint az elsd két Peano-axiéma, a (4) szabily pedig a teljes indukeié axiéméja.

A definiciébdl kovetkezik, hogy ha k < n nemnegativ egészek, akkor az n-
aris termek kOz6tt ott vannak a k-dris termek is. Ezt figyelembevéve, a (3) sz-
abdly mutatja, hogy minden M-beli m miiveletjelnek megfeleltethetd egy vele
megegyezd aritdsi miivelet az Osszes termek T halmazdn, ti. azt a mfiivelet,
amely tetszOleges (t1,...,tx) term-k-ashoz az m(t,...,tx) termet rendeli. El6z6
megfigyelésiink szerint ez értelmes miivelet-megadds, mert ¢1,...,t; mindegyikét
tekinthetjiikk ugyanolyan — mondjuk, ¢ — aritdstnak; ekkor m eredménye ezen
az elem-k-ason ugyancsak g-dris lesz. A bevezetett megfeleltetés a T' tipus egy
interpretacidja az Osszes termek T halmazdn. Ezzel az interpretdciéval T maga is
egy T tipusu algebra. Ezt az algebrdt T tdpust megszamldlhatd rangd termalge-
brdnak nevezziik. Univerzdlis algebrai meggondoldsokban gyakran van rd sziikség,
igy érthetd, hogy mds neveken is taldlkozunk vele: termalgebra helyett nevezik
kifejezésalgebréanak, Peano-algebranak, abszoldt szabad algebrdnak is. Egy id6ben
az ,anarchikus algebra” nevet is haszndltdk. Az 6t név koziil az els6 hdrom az ed-
digiekb8l érthetd (term helyett mondhatndnk kifejezést is), a két utolsé név értelme
kés6bb deriil ki.

A, megszdmlalhaté rangid” jelzd azt fejezi ki a ,,termalgebra” el6tt, hogy az
elemeit képezd termekben az z1,zs, ... hatdrozatlanok mindegyike el6fordul. Az
el6z6 bekezdés gondolatmenetét alkalmazhatjuk birmely rogzitett n természetes
szammal az Gsszes n-dris termekre is. Ilyen médon a T, halmazon kapunk egy T
tipusid algebrdt. Ezt n rangi termalgebrdnak nevezzik.

Mint megfigyeltiik, term aritdsa nem egyértelmiien meghatdrozott; minden




termnek van azonban egyetlen minimélis aritdsa. Ez a csak nullaris miveletjeleket
tartalmazé termekre 0, més termre pedig a legnagyobb olyan n, amelyre a term
tartalmazza az z, hatdrozatlant. Ha a term a hatérozatlanok kéziil pontosan k
szami killénbdzét tartalmaz, akkor azt mondjuk, hogy ldtszdlagos aritdsa k. A
14tszdlagos aritds egyértelmi, és lehet kisebb a minim4lis aritdsndl [!], de nagyobb
nem.

4. Termmiivelet. Adott tipusi algebra alaphalmazin az alapmiiveletekbdl
tovabbi miveletek szdrmaztathaték. A tipust és az interpretdciét régzitettnek tek-
intjiik. Jeldljon t tetszbleges termet, amelynek minimélis aritdsa k. Mint 1dttuk,
ezt a termet tekinthetjiik n-drisnak is, ha n > k. A ¢ term részletes felirdsa helyett
hasznélhatjuk a t(z1, .. ., Z,) jelolést, amellyel azt fejezziik ki, hogy a term részletes
felirasdban legfeljebb az z1, ..., z, hatdrozatlanok szerepelnek. A jel6lés mutatja,
hogy a t term minimdlis aritdsa legfeljebb n, és a termet n-arisnak tekintjik.

Legyen A tetszbleges algebra, t(z1,...,Z,) tetszleges term. Az
(a1,-..,an) — t(ai,...,a,) miiveletet t-hez tartozd termmdveletnek nevezzik.
Ezt az Gjabb miiveletet a létrehozé term jelével, esetiinkben t-vel jel6ljitk. A
termmiivelet definiciéja részletesebben azt jelenti, hogy a t termhez tartozé ter-
mmiivelet eredményét az (a,...,a,) € A™ n-esen dgy nyerjik, hogy tekintjik ¢
részletes felirdsdt, benne x;-et mindeniitt a;-vel helyettesitjik (¢ = 1,...,n-re), s
az igy kijelolt miiveleteket A-ban elvégezziik. Ugyanezt pontosabban is megfogal-
magzhatjuk a term definicidja segitségével:

(1) Ha ¢ olyan m-dris term, amely nulldris miiveletjel, a ¢ termmifivelet A-ban
a mindeniitt ¢(€ A) eredményii n-dris mivelet (mds sz6éval a konstans c
miivelet), ahol ¢ az A algebrdban a szébanforgé nulldris miiveletjellel jelslt
nulldris mivelet 4ltal kijelolt elem.

(2) Minden i-re (¢ =1,...,n) az z; termmiivelet az i-edik n-dris projekcid, amely
barmely A-b6l képezett elem-n-eshez annak i-edik komponensét rendeli.

(3) Az m(ty,...,t) alaki n-dris termhez (14sd az m-dris term definiciéjénak
(3) pontjat) tartozé termmiivelet eredménye a tetszéleges (ai,...,a,) € A™
elem-n-esen

m(t1(at,-- ., an)s- -« tk(@1,...,an)).

Jelolje H mindazon termek halmazédt, amelyekhez tartozé termmiiveletet a most
felsorolt (1),(2),(3) szabdlyok meghatérozzék. Akkor a termek képzésére vonatkozé
(4) szabdly szerint H = T,, tehdt az (1),(2),(3) szabélyok minden termre
meghatirozzdk a hozzd tartozd termmiiveletet. A termekre vonatkozé ilyen gon-
dolatmenetet induktiv bizonyitdsnak nevezziik. Az el6z6 fejezetbeli, a természetes
szdmokra vonatkozé megjegyzésiink mutatja, hogy ez a fogalom 4ltaldnositdsa a
természetes szdmokra vonatkozd induktiv bizonyitds fogalmanak.




5. Polinom . 5

Az el6z8kben az interpreticidt kiterjesztettiik a miiveletjelekrSl az Gsszes ter-
mek halmazdra. Ez a ,kiterjesztés” nem szd szerint értendd, hiszen a miiveletjelek
nincsenek ott a termek kozott. Az m miveletjelhez azonban ugyanaz a miivelet
tartozik, mint az m(z1, ..., %) termhez (amit a termmiiveletekre vonatkozé (2) és
(3) szabdlybdl 14tunk). Az alapmiiveletek tehdt maguk is termmiiveletek.

A termmiiveleteket egyszerre definidltuk az Osszes ugyanolyan tipusi alge-
brra. Ha valamilyen fajta algebrdk (pl. csoportok, stb.) mind ugyanolyan ti-
pusiiak, akkor a rdjuk haszndlatos jel6léssel irhatjuk fel termmiiveleteiket. PL
71 - m2 71 - 33 terndris termmiivelet minden csoporton (a zéréjeleket elhagytuk,
mert csoportban a két lehetséges zardjelezéssel adédd két termhez ugyanaz a ter-
mmiivelet tartozik); z1 - z1 + z1 + 71 (vagy ahogy egyszeriisité megallapoddsokkal
élve rendszerint frjuk: z2 4 2z — undris termek felirdsakor az 1 indexet az z mellél
tobbnyire elhagyjuk) undris termmiivelet minden gyfirlin (de ne gondoljuk, hogy
a gylirlik feletti polinommiiveletek mind termmdiveletek!); z1 U (z1 N z2) bindris
termmiuvelet minden haldn.

5. Polinom. A matematika egyik legfontosabb fogalma a polinom és a hozza kapc-
sol6dé polinomfiiggvény. E fogalmak szembe6tléen hasonlitanak a most bevezetett
term és termmiivelet fogalmakhoz. A gylirti feletti polinom a termhez hason-
16an definidlhaté (az alapmiiveletek itt a gylirli alapmiiveletei), anunyi kiilonb-
séggel, hogy egyrészt a konstansok (tehdt a gylirfielemek) is polinomok és a nul-
laris miiveletjelekhez és a hatdrozatlanokhoz hasonléan felhasznalhatdék djabb poli-
nomok képzéséhez, mésrészt polinomokat nem csak akkor tekintiink egyenlének, ha
jelrél-jelre megegyeznek (ti. akkor is, ha kanonikus alakjuk megegyezik). E kiilonb-
ségeket szem el6tt tartva, gylirl feletti polinomokhoz ahhoz hasonléan rendeliink
polinomfiiggvényeket, ahogyan termekhez termmiiveleteket. Ez a hozzdrendelés
két egyenldnek tekintett polinomhoz mindig ugyanazt a polinomfiiggvényt rendeli.
Ebbél a meggondoldsbdl ered a tetszbleges A algebra feletti n hatdrozatland poli-
nom koévetkez6 definicidja. Rovidség kedvéért ,p az A algebra feletti n hatdrozat-
land polinom” helyett ezt frjuk: p € Alz1,...T,).

(1) Ha m nulldris mtveletjel, m € Alz1,...z,).

(2) z1,..-,%n € Alz1,...25)].

(2") Ha c € A, akkor c € Afz1,...2,] (ezek a konstans polinomok).

(3) Ha k pozitiv egész, m k-dris miiveletjel és p1,...,pr € Alz1,...2,], akkor
m(pl, ... ,pk) € A[.’El, .. xn]

(4) Ha A feletti n hatdrozatland polinomok egy H halmaza tartalmazza az (1),(2)
és (2’) pontban megadott polinomokat, tovdbbé a (3) pontban megadott poli-
nomképzési eljdrds nem vezet ki bel8le, akkor H = Al[z1,...Zy].

A termekre hasznalt révid ¢(z1,...,2,) jelolést polinomokra is alkalmazzuk:




p(z1,...,2Zn) olyan polinomot jelent, amelyben legfeljebb az 1, ..., %, hatdrozat-
lanok fordulnak el8. Ez a jel6lés tehdt nem mond semmit A-nak a p polinom
felépitéséhez hasznilt elemeirél.

Tetsz6leges algebra feletti polinomnak nincs olyan elegdns kanonikus alakja,
mint a gylirti feletti polinomnak. Mindazonéltal létezik egyszeriien kezelhet
felfrdsa: minden A feletti p n-dris polinomhoz létezik olyan t n + k-dris term (k

nemnegativ egész) és olyan ay,...,ar € A, hogy
p(T1,y. .y Zn) =H{T1,...,Zn,01,...,0k)
A jobboldalon 1, .. .,Zn, a1, - . . , @, mind n-aris termek illetve n-aris konstans poli-

nomok. Allftdsunk nyilvdnvald, ha p nulldris term, vagy hatdrozatlan; mig ha p a
¢ konstans polinom, akkor k vélaszthatd 1-nek, ¢ z,41-nek, a1 pedig c-nek. Végiil,
ha

2(T1y- -y Tn) =m@1(T1,. - s Zn)y - PE(Z1, -+ -, Zn)),
és
P1(Z1, -3 Tn) =t1(Z1,- -, Tny Gty -+ o3 Cntiy )
pZ(xla LR ;-'L'n) = t2('7:1, co ey Ty Andgig+1y -+ - ;a'n+i1+z'2)7
Pk (.’El, teey $n) = tk(xla coo s Ty iy e etrip 1410 - - o an+i1+'-'+ik)a

akkor a p = m(p1,...,pr) egyenléség jobboldaldba az utébbi egyenlSségek job-
boldalét helyettesitve, és a kapott egyenl6ségben minden a; helyébe z;-t irva
megkapjuk azt az n + k-dris termet (k = 43 + -+ 4 %), amelybdl — az a;-ket
visszafrva — p-t a kivant alakban kapjuk. Az igy nyert polinomot p szabdlyos
alakjdnak nevezzik.

Az A algebra alapmiiveletei nemcsak a termeken, hanem az A feletti poli-
nomokon is elvégezhettk. fgy az A feletti Gsszes polinomok, és hasonléképpen
minden n-re az A feletti n-dris polinomok is egy-egy A-hoz hasonld (azaz vele
megegyez6 tipusd) algebrdt alkotnak, amelyet megfeleléen A feletti megszdmldl-
haté rangt, ill. n rangd polinomalgebrdnak neveziink.

Ahogyan termhez termmiiveletet, polinomhoz polinommiveletet rendel-
hetiink. Az A feletti polinommiiveletek definiciéja azzal az egyetlen lényeges
kiilonbséggel kaphatd a termmiiveletek definiciéjabdl, hogy tartalmazza a kévetkezd
természetes megéllapoddst: ac € Alzy, ...z, polinomhoz tartozé polinommiivelet
minden A-bdl vett elem-n-eshez a ¢ elemet rendeli. A term és a polinom definiciéja
kézti kapcsolat mutatja, hogy minden alapmiivelet — mint termmiivelet — egyben
polinommtivelet is.

Az unéris polinomhoz tartozd polinommiiveletet transzldcidnak nevezziik.
Unéris polinomot szabélyos alakban irva ldtjuk, hogy A minden @ transzldcidjdhoz
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van olyan nemnegativ egész k, olyan k + 1-dris t term és olyan ai,...,ar € A
elemek, hogy minden a € A-ra p(a) = t(a,a1,...,ar). E megfigyelésbl az is
kovetkezik, hogy algebra transzlicidinak szorzata is transzldcid.

6. Részalgebra. Ha az A = (A, F) algebra alaphalmazdnak B olyan részhal-
maza, amely zart az F-beli miiveletekre vonatkozdan, azaz minden nemnegativ
egész n-re, minden n-dris m € F miiveletre és minden by,...,b, € B elem-n-esre
m(bi,...,bn) € B, akkor (B, F'|B) A-hoz hasonld algebra; benne minden miivelet
az A algebra megfelel6 miiveletének B-re vald restrikcidja (megszoritdsa). Minden
igy el64llé B = (B, F|B) algebrat A részalgebrdjinak neveziink. A félreértés veszé-
lye nélkiil magét a B halmazt is nevezhetjiik A részalgebrdjdnak. Jelolés: B < A,
vagy B < A.

A definicié6 mutatja, hogy minden részalgebra tartalmazza minden nulldris
miivelet eredményét. A részalgebrék nemcsak az alapmfiiveletekre, hanem min-
den termmiiveletre is zdrtak. Ezt induktivan bizonyithatjuk. Algebra részalgebrdi
bdrmely halmazdnak metszete ugyancsak részalgebra — ez nyilvdnvalé a részal-
gebra és a halmazmetszet definiciéjdbdl. Ha H az A algebra alaphalmazdnak
részhalmaza, akkor a H-t tartalmazé Osszes részalgebrdk H metszete is részal-
gebra. Miésrészt, alkalmazzunk minden termmiiveletet minden H-beli elemekbél
képezett megfelelé elemszami sorozatra. E miiveletek Gsszes eredményeinek H*
halmaza (H-t tartalmazd) részalgebra A-ban, mert a termmiivelet definiciéjdnak
(3) pontja szerint az alapmtiveletekre zért. Mivel H H*-nak és esetleges m4s részal-
gebréknak a metszete, azért H C H*. Mésrészt H C H, és a részalgebrék zartak
a termmiiveletekre, fgy H* C H. Nyertiik, hogy H = H*. A H részalgebrit az
A-ban H dltal generdlt részalgebrdnak, vagy réviden H generdtumdnak nevezzik.
Belattuk, hogy tetszdleges a € A akkor és csak akkor eleme H generdtumdnak,
ha létezik olyan n nemnegativ egész, olyan n-dris t term és olyan ha,...,h, € H,
hogy a = t(h1,...,h,). Ha a H halmaz generdtuma maga az A algebra, akkor azt
mondjuk, hogy H generdtorrendszere A-nak.

A nulldris termmiiveletek eredményei részalgebrat alkotnak, amely minden
részalgebranak részhalmaza, tehdt A legszlikebb részalgebréja. Ha a tipus nem tar-
talmaz nulldris mtiveletjelet, akkor a legsziikebb részalgebra az iires (alaphalmazii)
algebra. Természetesen minden algebra (a legb6vebb) részalgebrija 6nmagsnak.
Bzt a két részalgebrat trividlis részalgebrdnak nevezzilk. A trividlis részalgebrik
egybe is eshetnek (mikor?).

Algebra Osszes részalgebrdi a tartalmazdsra nézve részbenrendezett halmazt
alkotnak. Ez a halmaz hélészerlien rendezett, mert benne barmely két részalge-
branak van legkisebb ko6z0s alsé korldtja, ti. a metszetiik, tovdbb4 van legnagyobb
k&zds felsd korlatjuk is, ti. mindazon részalgebrdk metszete, amelyek mindkette-




jliket tartalmazzék (legaldbb egy ilyen biztosan van: maga a tekintett algebra).
Bérmely algebra Gsszes részalgebréi tehdt halét alkotnak. Ha egy hélészertien ren-
dezett halmaz olyan, hogy elemei bdrmely halmazdnak tartalmazza legkisebb kozos
alsé korldtjat (és ebb8l kovetkezden [!] legkisebb kozos fels§ korldtjdt is), akkor
az elemei &ltal alkotott hdldt teljes hdlénak nevezziik. Lathatéan, algebra Osszes
részalgebrdinak hdléja teljes. Teljes hilé — definicifjabdl kovetkezéen — mindig
korldtos. A részalgebrdk teljes hdléjdnak korldtai a trividlis részalgebrak. Az A
algebra részalgebra-hiléjanak szokédsos jele Sub A.

7. Lezérasi operdtor. Az eléz8 fejezetben tirgyalt H — H megfeleltetés az A
algebra A alaphalmazdnak részhalmazait ugyanezen halmaz részhalmazaiba viszi
4t; szokdsos elnevezéssel, a generdlds (a generdtum képzése) halmazoperdtor, rov-
iden operdtor A hatvdnyhalmazdn (azaz részhalmazainak halmazdn). A generdlds
hérom alaptulajdonsiga:

(1) Minden H C A-ra H C H (a generdlds extenziv operétor);

(2) Ha H; C Ha, akkor H; C Hy (a generdlds monoton operétor);

(3) Minden H C A-ra H = H (a generalds idempotens operdtor).

Az extenziv, monoton és idempotens halmazoperdtort lezdrdsi operdtor-
nak nevezzik. Tekintslink egy tetszOleges lezdrasi operdtort valamely A halmaz
hatvdanyhalmazédn. Barmely H C A halmaz képét ennél az operdtornél zdrt halmaz-
nak, s ha azt is meg akarjuk mondani, mely halmaz képe, H lezdrtjdnak nevezziik.
A generdlds tehét lezdrési operdtor, amelynél a zart halmazok éppen a részalgebrék,
és részhalmaz lezdrtja éppen a generatuma.

Mint 1attuk, az A algebra részalgebrai barmely halmazdnak metszete is részal-
gebra. Tekintsiik tetszbleges A halmaz hatvdnyhalmazénak olyan C részhalmazat,
amelyben hozzd tartozé halmazok bdrmely halmazdnak metszete is benne van. Az
ilyen C-t lezdrdsi rendszernek nevezziik A-n. Algebra részalgebrdi tehdt lezardsi
rendszert alkotnak. Hasonléan a részalgebrdkhoz, tetszbleges A halmaz barmely
lezérési rendszerében levé Gsszes halmazok is korldtos teljes hélét alkotnak. (Maga
az A halmaz minden esetben a lezérdsi rendszerhez tartozik, mint a lezdrési rend-
szerben levd halmazok dres halmazdnak metszete.)

A generdlds és a részalgebrék kozotti kapcesolat édltaldnosithatd tetszbleges
A halmaz lezérdsi operdtoraira és lezdrdsi rendszereire is a kovetkezd alakban:
Bdrmely lezdrdsi operdtorndl a zdrt halmazok lezdrdsi rendszert alkotnek. Ha
pedig C lezdrdsi rendszer, akkor az a leképezés, amely A minden részhalmazdhoz az
azt tartalmazd C-beli halmazok metszetét rendeli, lezdrdsi operdtor. Ily mddon A
minden lezdrdsi operdtordhoz egy lezdrdsi rendszerét rendelhetjik, minden lezdrasi
rendszeréhez pedig egy lezdrdsi operdtordt, és ez a két hozzdrendelés egymdsnak
inverze (s ezért mindkettd bijektiv).
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El6szor azt mutatjuk meg, hogy lezdrdsi operétornél zart halmazok metszete
is zart. Legyen az operdtor H +— H*; azt kell beldtnunk, hogy bdrmely I index-
halmazra és A zdrt részhalmazainak bérmely {H% | o € I'} halmazdra (| H}, zért,

acl
() ED* = () Hz

acl acl

azaz

A x operdtor extenziv, ezért a jobb oldal részhalmaza a bal oldalnak. Madsrészt

minden B € I-re () H3)* C Hf* = Hj, mivel a * operdtor monoton és idem-
a€cl

potens. Innen () Hy)* € () Hj = [ Hy, tehdt a bal oldal is részhalmaza a
a€l Ber acl
jobb oldalnak. A mésodik &llitds trividlisan ellenérizhetd: a lezdrdsi rendszerbdl

létrehozott operdtor valéban extenziv, monoton és idempotens.
A harmadik 4llit4s beldtdsdhoz meg kell mutatnunk, hogy ha C lezdrési rend-
szer A-n és H*a (| K metszetet jel6li, akkor A-nak pontosan azok a részhal-

HCKeC
mazai tartoznak C-hez, amelyekre L* = L. Ha L € C, akkor L* = (| K =1,
LCKeC
mert a metszet ,metszendbi” koézdtt L is ott van; ha pedig L = L*, akkor
L= (1 K e€C. Végil azt is igazolnunk kell, hogy ha H + H* lezirasi
LCKeC
operator A-n, akkor minden L C A-ra L* éppen az L-t tartalmazé zart halmazok
M = (] K* metszete. Az M metszet részhalmaza L*-nak, hiszen metszendsi
LCK*

kozott L* is ott van; mdsrészt, ha L C K*, akkor L* C K*, ezért M minden
metszendGje tartalmazza L*-ot, s igy L* részhalmaza M-nek.

Gondoljuk meg, elhagyhatd-e a lezdrasi operdtor definiciéjadbdl az ott szerepls
hdrom tulajdonsig valamelyike.

8. Direkt szorzat. Ha A és B hasonlé algebrdk, miiveletjeleik természetes médon
interpretdlhaték alaphalmazaik Descartes-szorzatdn a kévetkezéképpen. Bérmely
k nemnegativ egészre, m k-dris mfiiveletjelre és a1,...,ar € A, b1,...,by € B
elemekre legyen

m((a1,b1),..., (ax, br)) = (m(a1,...,ax), m(bi, ..., bx).

Ezdltal az A x B szorzathalmazt A-hoz (és B-hez) hasonld algebréva tettiik, ame-
lyet A és B direkt szorzatdnak neveziink. Jeldlése: A x B. Magukat az A és B
algebrékat e direkt szorzat direkt tényezdinek nevezziik.

Két algebra direkt szorzatdban a miiveleteket az alaphalmazt alkoté elem-
parokon komponensenként végezziik: kiilon a parok elsd komponensein, és médsodik
komponensein. Ezt nyilvdnvalé médon 4ltaldnosithatjuk elempérok helyett elem-n-
esekre, s ilyen médon n algebra direkt szorzatdnak a definiciéjdhoz jutunk. Hasonld
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" algebrak tetsz6leges rendszerének direkt szorzatdt 1ényegében ugyanigy vezethetjiik
be. Ehhez sziikségiink van a kivilasztési fiiggvény fogalmara.

Legyen I tetsz8leges indexhalmaz, Ay(a € I) pedig nemiires halmazok tet-
széleges rendszere. Minden olyan { : Ay + ¢ leképezést, amelynél minden o € I-
Te Co € Ao, kivdlasztdsi fiigguénynek neveziink az Aq(a € I) halmazrendszeren.

Jelolje ] Aq az Aq( € I) halmazrendszeren értelmezett kivdlasztési fiiggvények
a€l .
halmazit. Ha minden A, egy Ay = (A4, F) algebra alaphalmaza, akkor az F-

hez tartozé miiveletjelek természetes médon interpretdlhaték a [] A, halmazon
acl
a kovetkez8képpen. Bérmely k nemnegativ egészre, m € F k-4ris miiveletjelre és

G A cai (1=1,...,k) kivélasztési figgvényekre legyen
m(Ca,y- .-y C) = Aa = m(Caa,y - -, Cak)-

Ezéltal a [] A, halmazt az A, algebrdkhoz hasonld algebravd tettilk. Kzt az
o€l
algebrét az A, (a € I) algebrdk direkt szorzatdnak, az A, algebrékat pedig e

direkt szorzat direkt tényezdinek nevezzik. A direkt szorzat jelolése: [] Ao. Ha
a€l
I kételemfi (vagy dltaldnosabban, véges) akkor ez a definicié két algebra (ill. véges

szdmi algebra) direkt szorzatdnak definiciéjdba megy 4t. Ha minden o € I-re
A, = A, akkor a direkt szorzatot direkt hatvdnynak nevezzik, és igy jeloljik: A™,
ahol n az I halmaz szémosséga. (Ha n = 2, direkt négyzetrél beszéliink.)

A halmazelméleti kivdlasztdsi azidma szerint nemiires halmazok barmely rend-
szerén létezik kivdlasztdsi fligguény. Ez pontosan azt (a nyilvdnvaldnak 14tszé tényt)
jelenti, hogy nemdires algebrdk bdrmely rendszerének direkt szorzata nem tres.

9. Kongruencia.  Legyen ‘A tetszdleges algebra. Az A? halmaz részhalmazai a
bindris reldciék A-n. Ha egy p C A? rel4cié egyidejlileg ekvivalencia és részalge-
bréja A2-nek, akkor p-t az A algebra kongruencidjdnak nevezziik. Ha aj,as € A
olyan elemek, hogy (a1,a2) € p, akkor azt mondjuk, hogy a1 és ag kongruensek
(p-ra vonatkozdan,). '

Algebra kongruencidi tetszbleges halmazdnak metszete is kongruencidja az al-
gebrdnak, mivel hasonld igaz ekvivalencidkra is, részalgebrdkra is. Ezért barmely
A algebra Osszes kongruencidi lezdrasi rendszert, s ebb8l kdvetkezden teljes halét
alkotnak. Ennek a hdlénak alsé korldtja az egyenlSségreldcié (ezt, részalgebraként
tekintve, szokds A2 dtldjdnak nevezni), felsd korldtja az univerzilis relécié (azaz
maga A x A). Ezek a trividlis kongruencidk. Az A algebra kongruenciahdléjanak
szokésos jele Con A.

Példa: algebrék direkt szorzatdban minden direkt tényez8hoz rendelhetiink

egy kongruencidt: tekintsiik a D = [] A, direkt szorzatot és legyen 8 € I. Akkor
acl




9. Kongruencia 11

a D tetszbleges (1, (o elemeire a

(G, ) emp = G(B) = ¢(6)

Osszefliggéssel definidlt reldcié lathatéan ekvivalencia és részalgebrdja D-nek. Az
igy el6allé kongruencidkat a direkt szorzat természetes kongruencidinak nevezziik.
kongruencidi pontosan az olyan p ekvivalencidk A-n, hogy bdrmely pozitiv egész
k-ra, m k-aris alapmiiveletre és barmely aq,...,ax,b1,...,bx € A elemekre

(@1,b1), ..., (ak, b)) € p—bdl kévetkezik (m(a1,...,ar),m(b1,...,bk)) € p. (i)

A kongruencidk ezen egyszer( jellemzését tekinthetjiik definicidjuknak is. Ha az (i)
Osszefiiggésben az a;, b; elemek valds szdmok, p pedig a < reldcid, akkor (i) pon-
tosan azt jelenti, hogy az m fiiggvény (minden véltozdjdban) monoton névé. Azt,
hogy (i) az alaphalmaz elemeire mindig teljesiil, tetsz8leges reldcié esetén is szokds
ugy kifejezni, hogy m monoton p-ra nézve. Ugyancsak szokdsos beszédmdd: m
megdlrzi p-t. A kongruencidk tehdt azok az ekvivalencidk, amelyeket minden alap-
miivelet megériz. Induktiv bizonyitds mutatja, hogy a kongruencidkat minden ter-
mmiivelet és minden polinommiivelet — specidlisan, minden transzlicié — uyanc-
sak meg6rzi. Ezek az &llitdsok meg is fordithaték, ami termmiiveletekre és poli-
nommiiveletekre nyilvanvald, hiszen az alapmiiveletek is termm{iveletek és polinom-
miiveletek. Kevésbé nyilvéanvalé, hogy megfordithaté a transzlicidkra vonatkozd
allftés is: ha a p ekvivalencidt minden transzldcid megdrzi, akkor p kongruencia.
Legyen p ekvivalencia az A halmazon, amelyet az A algebra minden
transzlicidja megériz, és legyen m A k-4ris alapmiivelete. Tegyik fel, hogy
(a1,b1), ..., (ak, bx) € p (as,b; € A), és tekintsiik A kdvetkezd transzldcidit:

71 =a+ mla,as,...,a),

72 = a +— m(b1,a,as,...,a),

73 =0 m(b11b27a')a41"‘ aa’k):
T =a— mby,...,bk_1,a)

(ahol pl. 73 ahhoz a polinomhoz tartozé polinommiivelet, amely gy keletkezik,
hogy a t(z1,2z2,...,2k) = m(za,...,Zk 21) term képzése sordn az ws,...,Tx
hatérozatlanok helyett rendre a b1,...,bg—1 konstansokat haszndljuk). Most,
mivel a 74,79, ... transzldciék megbrzik p-t, (a1, b1), (ag, b2),... € p-bdl kivetkezik
megfeleléen

(m(a1,as,as,...),m(bi,as,as,...)) €p,

(m(b1, ag, as, . ..),m(b1, b2, as,...)) €p,

N
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és gy tovébb. Innen p tranzitivitdsat figyelembe véve kapjuk, hogy
(m(a1,...,ax),m(b1,...,bx)) € p, és ezt kellett beldtnunk.

10. Faktoralgebra. Legyen p € Con A. A p reldciéhoz, mint ekvivalencidhoz tar-
t0z6 osztélyozds a (€ A)-t tartalmazd osztilyst jelolje p(a), az osszes killonbozd p(a)
osztélyok halmazdt pedig A/p. Ezen a halmazon az alapmiiveleteket a kovetkezd
mddon vezethetjiikk be. Ha m k-dris alapmtivelet és p(a1),..., p(ar) € A/p, akkor
legyen

m(p(ai),...,plaxr)) = p(mlai,...,ax)). (it)
Természetesen, a p(a;) osztilyokbdl az a; elemek helyett més reprezenténs elemeket
is vélaszthattunk volna, pl. megfelelden a b; elemeket (ekkor minden i-re p(a;) =
p(b;), mésképpen (a;,b;) € p), és ezeket haszndlva is megadhattuk volna az ezen
osztdlyokon elvégzett m alapmiivelet eredményét:

m(p(a1), .- ., plax)) = m(p(b1), - - -, p(bk)) = p(m(b1, - .-, bx),

am ez az eredmény ugyanaz, mert a Lkongruencia definiciéja szerint
(m(a1,...,ax),m(b1,...,bs)) € p. Ezt a megfigyelést gy szoktuk kifejezni, hogy
kongruencidhoz tartozd osztdlyozds az alapmiiveletekkel kompatibilis (azaz velik
»0sszefér”). Indukcidval beldthatd, hogy kongruencidhoz tartozé osztélyozds a
termmiiveletekkel és a polinommiiveletekkel is kompatibilis. Ezért a kongruen-
cidhoz tartozd osztilyozdst réviden kompatibilis osztdlyozdsnak nevezzik. Ennek
osztalyait szokés a szébanforgd kongruencia blokkjainak nevezni.

Az ilyen dton nyert, A-val megegyezd tipusi A /p algebrékat A faktoralgebrdi-
nak nevezzik. Részletesebben beszélve azt mondjuk, hogy A/p az A algebra p kon-
gruencia szerinti faktoralgebrdja. Algebra barmely faktoralgebrdjdnak alaphalmaza
tehdt az algebra valamely kompatibilis osztélyozdsa Gsszes osztdlyainak (més széval
blokkjainak) halmaza, amelyen az alapmiiveleteket a (ii) szabdly szerint végezziik.
Ugyanigy végezzik faktoralgebrdban a termmiiveleteket és a polinommiiveleteket
is.

11. Relacié altal generalt kongruencia. Legyen p tetsz6leges reldacié A-n, és
jelolje 7 az A algebra Osszes, p-t tartalmazé kongruencidinak metszetét. Ezt A p
dltal generdlt kongruencidjénak nevezzilk. A kongruencia-generalds a kongruencidk
alkotta lezérdsi rendszerhez tartozé lezdrasi operdtor az A2 halmazon. Altaldban p
bévebb, mint a p-t tartalmazé legsziikebb ekvivalencia, mert az nem sziikségképpen
részalgebrdja A2-nek; hasonléképpen 7 altalidban bévebb, mint A2 p 4ltal generslt
részalgebrija.

Lattuk, hogy a részalgebra-generilds a termmdiiveletek segitségével jelle-
mezheté. A kongruencia-generdlds — tehdt a p — 7 lezdrdsi operdtor — ennél
bonyolultabb de hasznalhaté médon transzlacidk alkalmazdséval irhaté le.
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Legyen a,b € A. Az a = cg,c1,...,cn, = b véges sorozatot A-p-sorozatnak
nevezzik, ha vagy n = 0 (és igy a = b), vagy pedig minden i € {1,...,n} indexre
létezik A-nak olyan 7; transzldcidja, és léteznek olyan a;—1,a; € A elemek, hogy

(1) (ai-1,a:) € p vagy (as,ai-1) € p,
(2) 'r(ai_l) = Cij—1 és T(az’) = C;.
Ha ilyen sorozat létezik, akkor azt mondjuk, hogy a és b dsszekdthetd A-
p-sorozattal. (Pl. a kongruencidk transzldcidk segitségével tortént jellemzésénél
A-p-sorozattal kétottik 6ssze m(ag,. .., ax)-t és m(b1,...,bx)-t.)

Malcev-lemma: Legyen az A algebra és a p € A2 reldcid tetszbleges. Bdrmely
a,b € A-ra (a,b) € p akkor és csak akkor, ha a és b sszekithetd A-p-sorozattal.

A bizonyitdshoz jelélje j mindazon A-beli elempédrok halmazit, amelyek
OsszekothetOk A-p-sorozattal. El6szor beldtjuk, hogy 7 C 5. Ehhez elég megmu-
tatnunk, hogy p kongruencia. Azt igazoljuk, hogy § ekvivalencia, amelyet minden
transzldcié megbriz. Az A-p-sorozat definiciéja szerint j reflexiv; szimmetrikus
is, mert A-p-sorozat forditott sorrendben is A-p-sorozat; végil tranzitiv, mert két
A-p-sorozatot egymds utan irva is A-p-sorozatot kapunk. Most tegyiik fel, hogy
a és b Osszekothetd A-p-sorozattal, amelyben a ¢i,...,¢,—1 elemek ésa 71,...,7,
transzliciék 1épnek fel. Akkor barmely o transzlicidra o(a) és o(b) is sszekd--
thet6 A-p-sorozattal, mégpedig olyannal, amelyben a o(ci),...,0(cn—1) elemek és

aT-0:ar o(ra)) (i=1,...,n) transzlicidk 1épnek fel.

Mar csak azt kell beldtnunk, hogy p O p. Legyen a,b € A Gsszekdtve az
a = Co,C1,...,Cn = b A-p-sorozattal. Ha a = b, akkor (a, b) € 7, mivel p kongruen-
cia s igy reflexiv. A transzldciék megérzik a kongruencidkat, mésrészt a kongruen-
cidk szimmetrikusak; ezért ¢ = 1,...,n-ra (¢;—1,¢;) € p. Végiil p tranzitiv, s ebbél

kovetkezik (a,b) € p.

A Malcev-lemma alkalmazdsaként lefrjuk az algebrék részhalmazai 4ltal gen-
eralt kongruencidkat, tehdt adott A algebra alaphalmazinak bdrmely H részhal-
mazadhoz megadjuk a legszilikebb olyan kongruencidt, amelynek alkalmas blokkja
tartalmazza H-t. Jelolje x a H x H (C A x A) reldciét A-n. Ekkor a keresett
kongruencia ¥, azaz mindazon pédrok halmaza (A x A-ban) amelyek Gsszekdthetk
A-x-sorozattal. Mivel x szimmetrikus, az A-x-sorozatok definicidja az 4ltaldnos
definicidndl valamivel egyszerlibb: olyan a = ¢, ¢1, . - ., ¢, = b sorozatok ezek, ame-
lyekben barmely két szomszédos ¢;-1,¢; elem két H-beli elembdl ugyanazzal a 7 |
transzldciéval nyerheté.

Eredményiinket felhaszndljuk a kongruencidk blokkjainak jellemzésére:

Ljapin—-Malcev-lemma: A tetszbleges A algebra nemiires H részhalmazdhoz
akkor és csak akkor létezik A-nak olyan kongruencidjo, amelynek H blokkja, ha A
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bdrmely o transzldcidjdra és barmely ha, he € H elemekre o(h1) € H-bdl kovetkezik
O'(hz) €H.

A kongruencidk blokkjait teh4t az jellemzi, hogy ezeket minden transzld-
ci6 vagy 6nmagukba, vagy komplementer halmazukba képezi le. A bizonyitdshoz
tegyiik fel, hogy az A algebra H részhalmaza A valamely p kongruencidjénak
blokkja. Ha létezne olyan o transzldcié és olyan hi,he € H elemek, hogy
o(h1) € H, de o(hs) ¢ H, akkor ¢ nem &rizné meg a p kongruencidt. Forditva,
tegyiik fel, hogy H egyetlen kongruencidnak sem blokkja A-ban. Akkor H nem
blokkja a % kongruencidnak sem, ahol x = H x H (mint fentebb). Ezért létezik
A-ban olyan a € H és b ¢ H, amelyek A-x-sorozattal 6sszekothetSk. Ha ennek
aa=cg,Ci,...,Cn = b sorozatnak a képzése soran rendre a o1,...,0, transzla-
ci6k 1épnek fel, és a sorozatban c; a legkisebb indexii olyan elem, amely mir H-n
kiviil van, akkor léteznek olyan hi,he € H elemek, hogy o;(h1) = cj—1 € H, de
oj(he) =c; ¢ H. ‘

12. 1zomorfia. Az $sszes valds szdmok additiv csoportja bizonyos értelemben
ugyanaz a csoport, mint a pozitiv valés szdmok multiplikativ csoportja; ez teszi
lehetévé, hogy a bonyolultabb szorzdst logaritmusfiiggvény segitségével az egysz-
ertibb dsszeaddsra vezessiik vissza. Ilyenfajta megfigyelések mindennaposak az al-
gebrédban. Ezt a jelenséget az izomorfia fogalommal tehetjik pontossa.

Legyenek A és B hasonld algebrék. Azt mondjuk, hogy A izomorf B-vel, ha
létezik olyan ¢ : A — B bijektiv leképezés, hogy minden nemnegativ egész k-ra,
k-4ris miiveletjelre és a1, ..., ar € A elemekre

d(m(ai,...,ax)) = m(d(ai), ..., d(ax) (iii)

(szavakban: ¢ az alapmdiveletekkel felcserélhetd). Ezéltal hasonlé algebrdk barmely
halmazén egy reldciét definidltunk, amelynek neve izomorfia, jele =2. Magét ¢-t
izomorf leképezésnek vagy izomorfizmusnak nevezziik. Hasonl6 algebrdk barmely
halmazén az izomorfia ekvivalencia; a reflexivitds, szimmetria és tranzitivitds
beldtésshoz csak azt kell meggondolnunk, hogy az identikus leképezés izomorfiz-
mus, izomorf leképezés inverze is izomorf (indirekt médon igazoljuk!), és izomorf
leképezések szorzata is izomorf. Az izomorfia szimmetridja miatt azt is mond-
hatjuk, hogy A és B izomorfok. (Vigydzat! Az ,izomorf” sz6 leképezésre vonatkoz-
tatva tulajdonsigot, algebrékra vonatkoztatva viszonyt fejez ki.)

Izomorf leképezés részalgebrét részalgebrdba, generdtumot generstumba,
kongruencidt kongruencidba visz 4t, emellett felcserélhetd a termmiiveletekkel és
— bizonyos értelemben — a polinommfiveletekkel. (Fogalmazzuk meg részlete-
sen és ldssuk be ezeket a megéllapitédsokat.) Mivel algebrédk minden vizsgdlatra
érdemes tulajdonsiga a miiveletekkel frhaté le, és matematikai vizsgélatuk kézben
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elemeik mibenléte vagy jelolése. érdektelen, az izomorf algebrdkat nem tekintjik
kiilonbéz6knek, ahhoz hasonléan, ahogyan az egybevdgd haromszdgeket sem tekin-
tjiik kiilonbozd alakzatoknak.

n__ 7

Az izomorfia fogalma lehet6vé teszi, hogy a direkt szorzat fogalmat — amel-
lyel adott algebrdkbdl 1j algebrst ,rakunk Gssze” — algebrak ,felbontdséra” is
felhasznéljuk. Ha egy D algebra izomorf bizonyos A, algebrék direkt szorzatédval,
akkor azt mondjuk, hogy D felbonthats ezen algebrdk direkt szorzatdra. Az A, al-
gebrékat ilyenkor is D direkt tényezdinek nevezziik. Eltérden a csoportok ismert es-
etét6l, D nem sziikségképpen tartalmaz az A ,-kkal izomorf részalgebrdkat. Pl. két
kételemtt grupoid direkt szorzata, ahol egyikiik miivelete a Sheffer-mfivelet (00 =1,
kiilénben zy = 0, a mésiké az implikdcié (10 = 1, kiilénben zy = 0), nem tartal-
maz a mésodikkal izomorf részalgebrat. Nyilvanvaldan minden algebra felbonthaté
onmagénak és az egyelem{ algebrdnak (ilyen minden hasonlésdgi osztélyban van!)
a direkt szorzatdra. Ha egy algebra mds mdédon nem is bonthatd fel kéttényezss
direkt szorzatra, akkor direkt felbonthatatlannak nevezziik, egyébként direkt felbon-
thatonak.

Tekintsik a D = [] A, direkt szorzatot, és legyen I = |J Ig az I in-
acl peJ

dexhalmaz egy osztdlyozdsa. Akkor D felbomlik a [] A, (B € J) algebrék
: a€lp

direkt szorzatdra. Az eredeti felbontdst az utébbi finomitdsdnak nevezzik (mert
gy keletkezik, hogy az utébbi felbontds direkt tényezdit tovdbb bontjuk). Ha
egy D algebra direkt felbonthatatlan, akkor ketténél tobb algebra direkt szorza-
téra is csak gy bonthaté fel, hogy a direkt tényezbk egyike D, a t&bbiek pedig
egyelemtiek, mert minden direkt felbontds valamely kéttényezés direkt felbontds
(amely természetesen nem egyértelmiien meghatdrozott) finomitésa.

Az izomorfia egy mdsik alkalmazdsa direkt szorzatokra: tekintsiik a D =

[T A, direkt szorzatot és legyen B € I. Mint 1dttuk, a g relécié természetes kon-
a€l .
gruencidja D-nek (1dsd a 9. fejezetet). A D/mg faktoralgebrat a mg(¢) (kivdlasztési

figgvényekbsl 41l6) osztélyok alkotjik. Ekkor D/mg = Ag. Valdban, a mg({) —
((Ap) leképezés izomorfizmus: a mg és { leképezések definiciéjabdl kovetkezik, hogy
bijektiv, tovabba az alapmfiiveletekkel felcserélhetd:

Wﬂ(m(Ch sy Ck)) = m(C]., ey Ck)(Aﬁ)
=m(C(Ap); - Ce(Ap)) = m(mp(Ca), - - -, ma(Ck))-

Ezzel megmutattuk, hogy direkt szorzat természetes kongruencidk szerinti
faktoralgebrdi izomorfok a direkt szorzat megfeleld direkt tényezbivel.

13. Homomorfia. Ha az izomorfizmus definiciéjabél elhagyjuk a bijektivitds
kovetelményét, akkor a homomorfizmus definiciéjadhoz jutunk. Homomorfizmusnak
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tehdt algebranak hasonlé algebrdba valé olyan ¢ leképezését nevezzilk, amelyre a
(iil) szabdly érvényes. Ha az A algebrdnak létezik homomorf leképezése a B alge-
bréra, akkor azt mondjuk, hogy B A-nak homomorf képe. (Nem [!] szokds azt
mondani, hogy ,,A homomorf B-vel”, vagy hogy ,,A és B homomorfok”.) Homo-
morfizmus és izomorfizmus szorzata {(akdrmilyen sorrendben) mindig homomorfiz-
mus. Ebbél kévetkezik, hogy ha A-nak B homomorf képe és B = C, akkor C is
homomorf képe A-nak, s ez akkor is teljesiil, ha A =2 B és B-nek homomorf képe
C.

Példa: tetszdleges A. algebra bdarmely faktoralgebrdjo A-nak homomorf képe.
Valéban, ha p € Con A, akkor az a — p(a) leképezés A-nak A/p-ra valé homo-
morfizmusa. A (iii) szabély erre a leképezésre alkalmazva a faktoralgebra alap-
miiveleteinek definicidjdba megy 4t. E példa dllitdsdnak a megforditdsa is érvényes
»izomorfidig terjeds pontossiggal”:

Homomorfia-tétel:  Algebra bdrmely homomorf képe izomorf az algebra
valamely faktoralgebrdjdval.

Legyen A homomorf képe B, és legyen ¢ az ezt biztosité homomorfizmus.
Ugyanezt a ¢ jelet haszndljuk egy reldcid jel6lésére is A-n: legyen (aj,a3) € ¢
akkor és csak akkor, ha ¢(a1) = ¢(az). Az, hogy a ¢ leképezésre teljesiil a (iil)
szabdly, éppen azt jelenti, hogy a ¢ reldcidra teljesiil a kongruencidk definiciéjaban
latott (i) szabély. Emellett ¢ ekvivalencia, ezért kongruencidja A-nak. Létezik
tehdt az A /¢ faktoralgebra. Megmutatjuk, hogy A/¢ = B. Az ehhez szikséges
izomorfizmus az a leképezés, amely a tetszéleges ¢{a) kongruenciaosztdlynak B
¢(a) elemét felelteti meg. Ez a leképezés definicidja szerint bijektiv, tovdbbéd min-
den m alapmivelettel felcserélhets: a ¢(ai),... € A/¢ faktoralgebra-elemeken az
m miiveletet és a leképezést akdrmelyik sorrendben is végezziik el, az eredmény

m($(a1),...) € B.

14. lzomorfiatételek. Ezek a tételek azt mondjdk ki, hogy adott algebrabdl
részalgebra- és faktoralgebra-képzés bizonyos kiilénb6z8 mdédokon térténd alka-
Imazdsédval el6allé algebrék izomorfoknak bizonyulnak. Tekintsiink egy A alge-
brét. Legyen H < A, p € ConA. Jeldlje p|H a p kongruencia H-ra vald
megszoritdsdt, vagyis a p N (H x H) reldciét H-n. Mivel ekvivalencia részhal-
mazra valé megszoritdsa ekvivalencia a részhalmazon, és részalgebrék metszete
részalgebra, p|H kongruencidja H-nak. Jel6lje tovdbbd p(H) mindazon a € A
elemek halmazat, amelyek kongruensek (p-ra vonatkozéan) H valamely elemével.
A részalgebra és a kongruencia definiciéjabél kévetkezik, hogy p(H) részalgebra
A-ban. Ezeket a jeloléseket egylittesen is hasznédlhatjuk, pl. p|p(H) a p kongruen-
cidnak a p(H) részalgebrdra valé megszoritdsdt jelenti.

Elsé izomorfiatétel: p(H) [ (plp(H)) = H [ p|H.
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A bal oldal (azaz a bal oldali faktoralgebra) elemei p azon blokkjai, ame-
lyek metszete H-val nem tires. Megmutatjuk, hogy a keresett izomorfizmus az a
leképezés lesz, amely mindegyik ilyen p(h) (h € H) blokknak megfelelteti a H-val
valé metszetét. Ezek a metszetek éppen a jobb oldal elemei. Ezért a H-val valé
metszés a bal oldalnak a jobb oldalra vald bijektiv leképezése. Legyen k nemnegativ
egész, m k-dris alapmiivelet, és legyenek p(h1),...,p(ht) (h1,...,hi € H) a bal
oldal tetszbleges elemei. Akkor

m(p(h1) N H, ..., p(hx) N H) = m((pl H)(h1), - .-, p|H)(hx))
= (p|H)(m(h1,...,ht)) = p(m(h1,...,hg)) N H

=m(p(h1),-..,p(hx)) N H,
tehdt a H-val vald metszés felcserélhetd az alapmiiveletekkel.

Legyen p és o olyan kongruencidja A-nak, hogy p < ¢. Ekkor ¢ minden
blokkja p bizonyos blokkjainak egyesitése. Tekintsikk az A/p faktoralgebrén a
pla1) ~ plag) < (a1,a2) € o Osszefliggés altal definidlt ~ reldciét, s ellenbriz-
zik, hogy ~ kongruencidja a faktoralgebrdnak. Haszndljuk ~ helyett a természetes
o/p jelolést.

Mdsodik izomorfiatétel: (A/p)/(c/p) =2 Afo.

Itt a bal oldal elemei p blokkjainak olyan halmazai, amelyek o/p egy-egy
blokkjat alkotjék; s ennélfogva (a/p)(p(a)) alakban frhatdk fel. Feleltessiik meg en-
nek a , blokk-blokknak” a jobb oldal o(a) elemét. Beldtjuk, hogy ez a megfeleltetés
lesz a keresett izomorfizmus. Azt, hogy bijektiv, o/p definiciéjdbél ldtjuk. Meg-
mutatjuk, hogy felcserélheté az alapmiiveletekkel. Ha el8szor a megfelel6 szdmi
(o/p)(p(a1)),... € (A/p)/(c/p) elemeken végezzziik el az m alapmiiveletet, s az
eredményre alkalmazzuk a megfeleltetést, o(m(aq,...)) adédik. Ha pedig ugyana-
zokra az elemekre el6bb a megfeleltetést alkalmazzuk, s képeiken végezziik el az
m miiveletet, az eredmény m(o(a1),...), s a két eredmény a faktoralgebra alap-
miiveleteinek definiciéja szerint ugyanaz.

Gondoljuk meg, hogy abban az esetben, amikor A csoport, a most bebizonyi-
tott két izomorfiatétel az ismert két csoportelméleti izomorfiatételbe megy 4t.

15. Ekvivalens algebrak. Ismeretes, hogy minden Boole-algebra tekinthetd
Boole-gytirtinek:  adott (4,{U,N,”}) Boole-algebrdn a gylirimiveleteket
interpretdlhatjuk a Boole-algebra termmiiveleteivel:

1+ 29 = (:cl ﬂx_z) U (:L‘_lﬂaiz)), Z1 -T2 =21 NZg, —T1 =2T7.

Tovébbd minden Boole-gyliri tekinthet6 Boole-algebrdnak: adott (A4,{+,-,1}
Boole-gytiiriin a Boole-algebra-miiveleteket interpretdlhatjuk a Boole-gytirii ter-
mmiiveleteivel:

z1Uzo =21 +290+21 22, 21 NT2 =21 -T2,Z1 =21 + L.
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Ezt a két milvelet-dtalakitdst egymds utdn elvégezve a kiinduldsi alapmiiveleteket
kapjuk vissza, akdr Boole-algebra-miiveletekbdl, akdr Boole gylirii-miiveletekbdl
indulunk ki. Ez a jelenség emlékeztet az izomorfidra: gy tiinik, hogy a Boole-

7 1

algebrdk lényegileg ugyanazok, mint a Boole-gylirlik. Mindenesetre most nem
izomorfidrdl van szd, mert a Boole-algebrék és a Boole-gyliriik nem is hasonldk.

Legyen adott két tipus, (M, 1) és (Ma, T2), és e tipusok miiveletjeleinek egy-
egy interpretdcidja ugyanazon az A halmazon. Igy egy (A, F1) els8 és egy (A, F)
mésodik tipusd algebrdt kapunk. Ha (A, F1) Osszes termmiiveleteinek a halmaza
ugyanaz, mint (A, Fy) sszes termmiiveleteinek halmaza, akkor azt mondjuk, hogy
(A, F1) és (A, Fy) ekvivalens algebrdk. A definiciébdl vildgos, hogy az algebrék ek-
vivalencidja a sz6 dltaldnos értelmében is ekvivalencia az A alaphalmazi algebrdk
bérmely halmazdn. Az algebrdk ekvivalencidjanak fogalmat kiterjeszthetjiik kiilon-
b6z8 alaphalmazi algebrékra is: a tetsz6leges tipust (4, F1) és (B, Fy) algebrékat
ekvivalensnek mondjuk, ha létezik az A alaphalmazon olyan (A, Fi)-gyel (az eléz8
értelemben) ekvivalens, (B, F»)-hoz hasonl$ algebra, amely izomorf (B, Fy)-vel.
M4s széval, A akkor és csak akkor és csak akkor ekvivalens B-vel, ha létezik A-nak
B-re olyan ¢ bijektiv leképezése és A termmiiveletei halmazdnak B termmiiveletei
halmazéra valé olyan (aritdst véltozatlanul hagyd) ¥ bijektiv leképezése, hogy
bdrmely nemnegativ egész k-ra, A barmely k-aris ¢t termmiiveletére és tetszbleges
ai,.-..,a elemeire

p(tlass. .., ax)) = (9()(p(ar), - ., p(ax))-

Ez arelécié is ekvivalencia (a szé dltaldnos értelmében) algebrdk barmely halmazdn.
Algebrak ekvivalencidja tehdt lényegében azt jelenti, hogy ha termmiiveleteiket
is alapmiiveleteknek tekintjiik, akkor (djdonsiilt alapmiiveleteik jelolésétsl eltek-
intve) izomorf algebrékkd vélnak. (Az alapmiiveletek jelolésének kiilonbdzdségét a
9 leképezés frja le.)

Minden Boole-algebra ekvivalens a beléle a fenti médon szdrmaztathatd
Boole-gytrtivel (és viszont).. Ha ugyanis két A alaphalmazi algebra olyan, hogy
mindegyikiik alapmiiveletei a médsiknak termmiiveletei, akkor indukciéval igazol-
hatjuk, hogy mindegyikiik termmiiveletei a mésiknak is termmtiveletei, tehat a két
algebra termmiiveleteinek halmaza ugyanaz.

Az izomorfidhoz hasonléan, algebrdk ekvivalencidja is lehetévé teszi, hogy
adott algebra helyett egy vele ekvivalens és valamilyen szempontbdl kénnyebben
vizsgélhaté algebrdval dolgozzunk. (Az utébbinak pl. megegyezd alaphalmaz es-
etén ugyanazok lesznek a konstans miiveletei és igy a polinommiiveletei is, mint
az adott algebrdnak; ezért ugyanazon reldciéi lesznek kongruencidk, és i. t.)
‘Egy konkrét példa: tekintstink egy csoportot, amelynek exponense 2 (ami azt je-
lenti, hogy benne minden elem rendje 2, ahonnan az is kdvetkezik, hogy a cso-
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port Abel-féle). Ha csoportunkban alapmiiveletei — bindris Gsszeadds, unéris ad-
ditiv inverz-képzés (ami esetiinkben az identikus leképezés) és a 0 nulldris additiv
egységelem — mellé tovabbi alapmiiveletekként bevezetjilk a GF(2) kételem test
egységelemével és zéruselemével valé szorzdsként az identikus leképezést ill. a 0 kon-
stans leképezést, akkor ezdltal csoportunk alaphalmazén GF(2) feletti vektorteret
vezettiink be (ellendrizziik a vektortér definidlé tulajdonsdgainak teljesiilését!), a
csoport termmiiveleteinek halmazit azonban nem bévitettiikk. Eszerint minden
2 exponensti csoport ekvivalens egy GF(2) feletti vektortérrel. Megmutatjuk,
hogy bdrmely két megszamldlhaté 2 exponensti csoport izomorf egymdssal. Ehhez
elegendS azt beldtni, hogy birmely két GF(2) feletti megszdmldlhatd vektortér
izomorf egymaéssal. Ezt a kivetkezd gondolatmenet mutatja. A Zorn-lemma szerint
egy ilyen vektortérben van maxim4lis fiiggetlen elemrendszer; elemi halmazelmélet-
tel latjuk, hogy az sziikségképpen megszdmldlhatd; végiil a véges dimenzids vek-
torterekre haszndlt meggondoldssal kapjuk, hogy két ilyen vektortér szitkségképpen
izomorf. A megszdmldlhat6 2 exponensili csoportnak fontos szerepe van a diszkrét
jétékok elméletében: ez a nemnegativ egész szdmok csoportja a nim-Gsszeadds (azaz
kettes szdmrendszerben végzett szdmjegyenkénti modulo 2 dsszeadéds) miiveletére
vonatkozdan.

16. Szubdirekt szorzat. = Megvizsgdljuk a D = [] A, direkt szorzat részalge-
acl
brait. Legyen C < D, és tekintsiink egy 8 € I indexet. Az Ag direkt tényez8

mindazon elemei, amelyeket C-hez tartozé kivélasztési fiiggvény Ag-n felvesz, a
direkt szorzat alapmiiveleteinek definicidja szerint Ag-nak részalgebrdjit képezik.
Ezt a részalgebrdt C [-vetiiletének nevezzik D-ben; jele Cp. Ha minden f§ € I-re
Cp = Ap, akkor azt mondjuk, hogy C az A, (a € I) algebrék szubdirekt szorzata,
ezeket az algebrdkat pedig C szubdirekt tényezdinek nevezziik. Ellentétben a direkt
szorzattal, a szubdirekt szorzat nem egyértelmien meghatdrozott: algebrék direkt
szorzata egyben szubdirekt szorzatuk is, de pl. az A2 algebra 4tléja is szubdirekt
szorzata A két példdnydnak. A definiciébdl 1dtszik, hogy algebrdk direkt szorzatd-
nak bdrmely részalgebrdja a tekintett algebrdk részalgebrdinak szubdirekt szorzata.

A direkt szorzat természetes kongruencidit véltozatlan médon vezethetjiik
be tetszlleges szubdirekt szorzatra. Ezeknek a természetes kongruencidk szerinti
faktoralgebréi is izomorfok a megfeleld szubdirekt tényez8kkel, tovibba az dsszes
természetes kongruencidk metszete az egyenliségrelacié. Ebbél kdvetkezik, hogy ha
egy C algebra izomorf valamely A, (a € I) algebrdk szubdirekt szorzatéval, akkor
vannak olyan kongruencidi, amelyek metszete az egyenl8ségrelicid, s amelyek sz-
erinti faktoralgebrdk izomorfok az A, (a € I) algebrdkkal. Ennek a megforditdsa
is igaz, tehdt egy algebra akkor és csak akkor izomorf bizonyos algebrdk szubdi-
rekt szorzatdval, ha vannak olyan kongruencidi, amelyek metszete az egyenldség, s
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amelyek szerinti faktoralgebrdk izomorfok azokkal az algebrdkkal.

Csak az ,akkor” allitdst kell igazolnunk. Legyen a tekintett algebra C, a
kongruencidk p, (& € I), és legyen minden a-ra C /po =2 Ay. Ezt az izomorfidt
biztosité izomorfizmusnal tetszbleges ¢ € C-re legyen pq(c) képe af,. A C algebra
keresett izomorfizmusa az A, algebrdk szubdirekt szorzatira a

p=c—C(:Axg—al (cel)

leképezés. Mivel az a képelemek kimeritik An-t, C ¢ melletti képének a-vetiilete

A, minden a € I-re. A ¢ leképezés injektiv, ha ugyanis ¢(c) = ¢(c'), akkor

aé, = ag: minden « € I-re, amib8l kovetkezik (c,c’) € [) pa, s €z azt jelenti, hogy
a€el

¢ =¢. Végil, ¢ minden m alapmiivelettel felcserélhetd:

m(¢(cl) e ,(}5(01;)) = m(ccl’ R Cck) = Cm(cl,...,ck) = ¢(m(01, cee :Ck:)-

A most bizonyftott ténybsl a kovetkezdt is lesziirhetjiik. Legyenek po (@ € T )
az A algebra kongruencidi, és legyen (| pa = p. Akkor A/p izomorf az Osszes

a€cl
A/py algebrdk szubdirekt szorzatdval. V:léban, ekkor az A/p algebriban az egyen-
18ségrelscié az Osszes pa/p kongruencidk metszete, ezért A/p izomorf az Osszes
(A/p)/ (pa/p) faktoralgebrak szubdirekt szorzatdval; ezek azonban a mésodik
izomorfiatétel szerint izomorfok a megfeleld A/p, algebrakkal.

Ha egy algebra izomorf bizonyos algebrdk szubdirekt szorzataval, azt is
mondhatjuk, hogy azok szubdirekt szorzatdra bomlik (hasonléan a direkt szorzatra
vonatkozé széhasznilathoz). Ha egy algebra egyenléségtdl (azaz egyenldségreld-
ci6tdl) kiilonboz8 Gsszes kongruencidjénak metszete kiilonbozik az egyenlOségtol,
akkor az algebra kongruencidinak barmely olyan halmazéban, amelyek metszete az
egyenl8ség, el6 kell fordulnia az egyenl8ségnek. Ilyenkor tehdt az algebra akdrhogy
is bomlik bizonyos algebrék szubdirekt szorzatdra, azok kozitt ott van maga az
algebra is. Ebben az esetben az algebrat szubdirekt felbonthatatlannak (vagy szub-
direkt irreducibilisnek) nevezzilk. Minden algebrat sajét egytényezds direkt (és igy
szubdirekt) felbontdsdnak tekinthetiink (mert az egyetlen egyenldségreldcié met-
szete maga az egyenl6ség).

Példék: Legyen pi1,ps, ... az Osszes primszdmok sorozata. Ha két egész szam
mindegyik p; modulusra nézve kongruens egymdssal, akkor szikségképpen egyen-
16k. Ezért az egész szémok gytiriije az dsszes mod p; maradékosztélytestek szubdi-
rekt szorzatara bomlik. Mdsrészt nevezziik egyszertnek az olyan algebrat, amelynek
csak trividlis kongruencidi vannak (ez az egyszerli csoport és gyfirti fogalménak al-
taldnosftdsa). Minden egyszer(i algebra szubdirekt felbonthatatlan.
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17. Birkhoff szubdirekt felbontési tétele. Minden véges A algebra direkt
felbonthatatlan algebrdk direkt szorzatéra bomlik. Valéban, ha A direkt felbon-
thatd, felbontdsa 1épésenként addig finomithatd, amig csupa direkt felbonthatat-
lan direkt tényez6hoz jutunk. (Ezt A elemeinek szdma szerinti teljes indukcids
bizonyftdsséd pontosithatjuk.) Megfigyelésiink érvénye nem terjeszthetd ki végte-
len (alaphalmazi) algebrékra. Ellenpélda: egy megszdmldlhaté 2 exponenstt G
csoport barhogyan bomlik akdrhdny egynél t6bb elemi csoport direkt szorzatara,
azok kézott mindig van direkt felbonthatd. Valdban, a direkt tényezdk, mivel mind
G homomorf képei, maguk is véges, vagy megszdmlalhaté 2 exponensii csopor-
tok. Mindnyédjan végesek nem lehetnek, mert akkor szdmuk megszdmldlhatd lenne,
mérpedig megszdmldlhatd egynél t6bb elemii csoport direkt szorzata megszamlil-
haténél tobb elemfl. Van tehdt koztiik megszamldlhatd 2 exponensii csoport. Mint
a 15. fejezetb8l tudjuk, ilyen csoport (izomorfidig terjedd pontossiggal) csak egy
van. Az pedig direkt felbonthaté: tekintsitk GF(2) feletti vektortérnek, egy bizisdt
bontsuk két részhalmazdra, s akkor csoportunk e két részhalmaz generdtumainak
direkt szorzatara bomlik.

A szubdirekt felbonthatésdg véges és végtelen algebrikra egységesen targyal-
haté:

Birkhoff tétele: Bdrmely algebra szubdirekt felbonthatatlon algebrdk szubdirekt
szorzatdra bomlik.

Legyen A tetsz6leges algebra és legyenek a,b € A kiilonbozék. Tekintsiik A
mindazon p kongruencidinak halmazdt, amelyekre (a,b) ¢ p, szavakban: amelyek
szétvdlasztjdk a-t és b-t. Kongruencidk tartalmazds szerint névekvd ldncénak (azaz
véges vagy végtelen sorozatdnak) egyesitése is kongruencia (gondoljuk meg), s ha e
kongruencidk mindegyike szétvélasztja a-t és b-t, akkor névekvé lancuk egyesitése
is. Ezért a Zorn-lemma szerint A a-t és b-t szétvalaszté kongruencidi kdzdtt van
maximilis; jelolje ezt pl.

Megmutatjuk, hogy a A/p% faktoralgebra szubdirekt felbonthatatlan. Ha
ugyanis p’ egyenl8ségtdl kiilonbozé kongruencidja Con A./p8-nek, akkor az

(u,v) € p* = (Ph(u), P4 (v)) € ¢

4ltal definidlt p* reldcid kongruencidja A-nak, amely valédi médon tartalmazza p8-
t, és igy (a,b) € p*, tehdt (pf(a), p} (b)) € p'. Nyertiik, hogy (p}(a), p3(b)) benne
van A/p% minden egyenl8ségtdl kiilénbdzé kongruencidjdban, teh4t mindezek met-
szetében is. Mésrészt pb(a) # pl(b)) a p reldcié definicidja miatt. Igy A/pb
egyenléségtdl kiilonbozs kongruencidinak metszete nem az egyenlSség.

Képezziik az dsszes kiilonbdzé p® kongruencidkat. Ezek metszete az egyenlSsé-
greldcié, mert koztik bdrmely a,b € A elemeket szétvéilaszt6 kongruencidt taldlunk.
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Ez azt jelenti, hogy A az e kongruencidk szerinti faktoralgebrik szubdirekt szorza-
tdra bomlik, azokrdl pedig most ldttuk be, hogy szubdirekt felbonthatatlanok.

18. Lezarasi operatorok algebrak osztalyain. Legyen adva hasonlé algebrdknak
egy A osztdlya. Az A osztilyt abszirakt osztdlynak nevezziik, ha barmely algebréjs-
val egylitt minden azzal izomorf algebrdt is tartalmaz. A tovdbbiakban tekintett
algebraosztédlyokrdl feltessziik, hogy absztrakt osztalyok.

Jelolje S A mindazon algebrdk osztilyst, amelyek izomorfok valamely A-ba
tartozé algebra valamely részalgebrdjdval. A részalgebra és az izomorfia defini-
ci6jébdl kovetkezik, hogy a A — S A megfeleltetés extenziv, monoton és idem-
potens (az utébbi abbdl kivetkezik, hogy a ,részalgebrdja” reldcidé tranzitiv).

Jelolje H A mindazon algebrék osztdlydt, amelyek valamely A-ba tartozé al-
gebra homomorf képei. Az i{gy definidlt osztdly is absztrakt algebraosztily, és a
A — H A megfeleltetés is nyilvanvaléan extenziv és monoton, tovdbba idempotens
is (ez utébbi a homomorfiatétel és a mésodik izomorfiatétel kbvetkezménye).

Jel6lje tovdbbd P A az 6sszes olyan algebrdk osztélyat, amelyek izomorfok A-
ba tartozé algebrdk valamely rendszerének direkt szorzatival. Ennek a megfelel-
tetésnek is megvan az emlitett hdrom tulajdonsdga (az idempotensség itt a di-
rekt szorzat finomithatésdgdbdl kovetkezik). Ha itt direkt szorzat helyett szubdi-
rekt szorzatot mondunk, a hdrom tulajdonsdg véltozatlanul érvényes (és az idem-
potensség ugyanigy ldthaté be). Az igy keletkezé algebraosztilyt P A jeloli.

Jollehet ezuttal nem halmazoperdtorokkal van dolgunk, ezeket a megfelel-
tetéseket most is lezdrdsi operdtoroknak nevezziik. Ezekre az operdtorokra nézve
zdrt osztdlyok azok az absztrakt algebraosztilyok, amelyek algebriikkal egyiitt
azoknak — megfelelen — Osszes részalgebrait, Osszes homomorf képeit (vagy, ami
ugyanazt jelenti, faktoralgebréit), ill. 6sszes direkt szorzatait is tartalmazzék.

Ezeket az operdtorokat egymds utdn is alkalmazhatjuk. Ilyenkor, ahogyan 4l-
taldban leképezések esetén tessziik, operdtorok esetén is ezek szorzatdrdl beszéliink,
és ennek megfelel jelolést alkalmazunk. A jelolés egyértelmiisége érdekében megéal-
lapodunk, hogy pl. SP A az A-ba tartozd algebrdk osszes direkt szorzatainak
Osszes részalgebrai izomorf képeinek osztdlya. Szemmel ldthatéan, bevezetett op-
eratoraink szorzata is extenziv és monoton operdtor, az azonban nem nyilvanvald,
hogy idempotens is. Az opertorok szorzdsa asszociativ miivelet.

Legyen X, Y két operator algebrdk osztilyain. Ha minden A osztdlyra X A
részosztilya Y A-nak, akkor azt mondjuk, hogy Y bdvebb (és X sziikebd), s ezt igy
jeloljiik: X <Y. A < reldcié operdtorok barmely halmazén részbenrendezés. Az
operatorok szorzata e részbenrendezésre vonatkozéan monoton. Példa: P, < SP.

A direkt szorzat és a részalgebra definicigjabdl kozvetlentil kovetkezik, hogy
tetszbleges algebrdk részalgebrdinak direkt szorzata mindig részalgebrdja a tekin-
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tett algebrdk direkt szorzatdnak. Ez mutatja, hogy PS < SP. Ebbdl kévetkezik
SP < SPSP < SSPP = SP, ami mutatja, hogy SP idempotens, tehdt SP lezdrasi
operdtor. (Nem igaz PS = SP, azaz direkt szorzat részalgebréja nem mindig
izomorf a direkt tényez8k bizonyos részalgebrinak direkt szorzatival. Ellenpélda
— erre is — a megszémlélhaté 2 exponensii csoport, amely két elemli csoportok
megszamlélhaté rendszere direkt szorzatdnak részcsoportja, de nem izomorf két
elemfl csoportok részcsoportjai semmilyen rendszerének direkt szorzatdval. Gon-
doljuk meg, miért.)

Legyen ¢ az A algebrdnak Aj-re, ¥ pedig B-nek Bj-re valé homomorf
leképezése. Ekkor a ¢ x ¥ : (a,b) — (¢(a), (b)) leképezés A x B-nek Ay x Bi-
re valé homomorfizmusa (ellenérizziik!). Hasonlé megillapitds igaz kéttényezOs
direkt szorzat helyett algebrdk bérmely rendszerének direkt szorzatdra is. Innen
kovetkezik, hogy tetszbleges algebrdk homomorf képeinek direkt szorzata mindig ho-
momorf képe a tekintett algebrdk direkt szorzatdnaok. Eszerint PH < HP, ahonnan
az eléz8 gondolatmenetet lemdsolva kapjuk, hogy HP is idempotens, tehat lezarasi
operdtor. Ugyanez a meggondolds szubdirekt szorzatokra is megy, és azt adja, hogy
P.H < HP,, és HP, is lezérdsi operdtor. (Direkt szorzat homomorf képe nem
mindig direkt szorzata a direkt tényezdk bizonyos homomorf képeinek. Valéban,
tekintsiink két algebrat a {0,1} halmazon egy-egy undris miivelettel, a nemiden-
tikus permutéciéval ill. a konstans 0 leképezéssel; ezek direkt szorzatanak van 3
elemfi faktoralgebréja (ellendrizziik), amely azonban nem lehet homomorf képeinek
direkt szorzata, mert 3 primszém [!].)

Legyen a A algebra tetsz8leges és p € Con A. Az A/p faktoralgebra barmely
részalgebrajat alkoté blokkokban levé elemek halmaza részalgebra A-ban. Ebbél
a homomorfiatételt alkalmazva kapjuk, hogy tetszdleges algebra homomorf képének
részalgebrdja mindig homomorf képe az algebra valamely részalgebrdjdnak. Innen
SH < HS, tehat HS is idempotens, és ezért lezdrdsi operdtor. (Algebra részal-
gebréjsnak homomorf képe nem mindig részalgebréja az algebra valamely homo-
morf képének. Mutassuk ezt meg, mifvelettdbldzattal megadva olyan négy elemt
grupoidot, amely egyszerfi és nincs két elemti részcsoportja, de van olyan hérom
elemfi részgrupoidja, amelynek van két elemti faktorcsoportja.)

19. Varietds. Az olyan algebraosztélyt, amely a H, S, P operdtorok minde-
gyikére nézve zért, varietdsnak nevezzilk. Ha V varietds, természetesen zart a HSP
szorzatoperatorra vonatkozéan is. Ez a szorzat maga is lezdrdsi operdtor, ami az
el6z8 fejezetben latott Osszefiiggések segitségével ldthaté be: idempotens, mert

HSP < HSPHSP < HSHPSP < HHSSPP = HSP.

Mésrészt algebrdk barmely A osztilydra HSP A varietds; a hirom operdtorra
vonatkozé zértsdga ugyanazokkal az osszefiiggésekkel igazolhatd. Sziikebb varietds
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nyilvénvaléan nem tartalmazhatja A-t, ezért HSP A-t az A osztdly dltal generdlt
varietdsnak nevezzik, és Var A-val is jeloljiik. A varietdsok a szubdirekt szorzat
altal is jellemezhetSk:

Kogalovszkij tétele: HSP = HP,.

A bizonyitéshoz beldtjuk, hogy S < HP,. Ehhez elegendé6 megmutatnunk,
hogy barmely A algebréra S {A} < HP; {A}. Vegyiik A megszdmlélhatéan végte-
len példdnydnak direkt szorzatét, s ennek az Gsszes olyan kivélasztési fiiggvények-
bél &llé6 B részhalmazdt, amelyek legfeljebb véges szdmu kivétellel A minden
példédnyshoz A-nak ugyanazt az elemét rendelik. Ez a részhalmaz részalgebra a di-
rekt szorzatban, tovdbb4 az ilyen kivélasztdsi fiiggvények dltal A barmely rogzitett
példdnyabdl kivélasztott elemek kdzétt A minden eleme eléfordul. fgy BeP,{A}.
Vezessiik be B-n a kovetkezd p reldciét: alljon két kivélasztési fliggvény ebben
a reldciéban, ha legfeljebb véges szdmi kivétellel A minden példanydhoz A-nak
ugyanazt az elemét rendelik. Ellendrizhetjiik, hogy p € ConB, és az B/p fak-
toralgebra izomorf A-val. Az ehhez sziikséges izomorfizmus az a leképezés, amely
a véges szami hely kivételével mindeniitt a (€ A) értéket felvevs kivalasztasi fiig-
gvényekbdl all6 blokkhoz magét az a elemet rendeli.

Ezutan a tétel a

HSP < HHP,P < HP,P, = HP, < HSP

tartalmazésokbdl kévetkezik; itt felhaszndltuk a nyilvanvalé P < P, Osszefuggést

2w

és az el6zé fejezetben latott példat.

Nevezziink egy algebrat megszdmldlhatéan generdlinak, ha 1étezik megszdm-
181haté (azaz véges vagy megszdmldlhatéan végtelen) generdtorrendszere. Ha az A
algebra minden megszdmldlhatdan generdlt részalgebrdja egy V varietdshoz tartozik,
akkor A € V.

Legyenek A megszédmlédlhatéan generalt részalgebrdi A, (o € I). Tekintsiik
ezek rendszerén azokat a ( kivélasztési fliggvényeket, amelyekhez létezik olyan
B € I é a € A, hogy minden olyan v € I-re, amelyre Ag C A,, teljesiil
¢(Ay) = a. Ha (3,...,( ilyen kivélasztdsi fiiggvények és m k-dris alapmiivelet,
akkor m((1,..., (k) is ilyen. ValSban, ha (;-hez a §; , kiiszobindex” és az a; € A
elem tartozik, akkor legyen az Ag, U...U Ag, halmaz generdtuma az — ugyanc-
sak megszdmldlhatéan generdlt — As részalgebra. Ekkor minden olyan v € I-re,
amelyre As C Ay, G(Ay) = as, s ezért m(C, ..., ) (4y) = m(ag,...,ax). A

tekintett kivdlasztdsi fiiggvények tehdt egy D részalgebrat alkotnak a (] A, direkt
a€l
szorzatban. Birmely a € A-hoz van olyan kivalasztdsi fiiggvény, amely minden a-t

tartalmazé A,-bél a-t vélasztja ki, ezért D az A, (o € I) algebrdk szubdirekt
szorzata.
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Vezessiik be D-n a kovetkezd p reldciét: legyen két kivélasztési fiiggvény
ebben a reldciéban, ha létezik olyan 8 € I kiiszobindex, hogy valahdnyszor Ag C
A, (v €I), mindannyiszor a két kivélasztdsi fiiggvény A,-bdl ugyanazt az elemet
valasztja ki. Ellendrizhetjiik, hogy p € ConH, és az H/p faktoralgebra izomorf
A-val. Az ehhez sziikséges izomorfizmus az a leképezés, amely a valamely A,-nél
bévebb Ag-kon mindeniitt a (€ A) értéket felvevs kivélasztési fliggvényekbsl 4116
blokkhoz magét az a elemet rendeli. Nyertiik, hogy

A€ HP {A lae I} CHP,V = V.

20. Azonossag. Az adott tipusi termekb6l &ll6 parokat azonossdgoknak nevez-
ziik. Megallapodunk abban, hogy minden (¢1,%s) azonossag két komponensét meg-
egyezd aritdstinak tekintjiik. Vegylink egy A (ugyanolyan tipusi) algebrdt. Ha t;
és tp ugyanazt a termmiiveletet hatdrozza meg A-n, azt mondjuk, hogy a (t1,%2)
azonossdg teljesiil (vagy érvényes) A-n. (RGvidebben: (t1,t2) azonossdg A-n, vagy
t1 = to azonossdg A-n.) Ha C algebrdk egy osztélya, és (t1,%2) teljesiil minden
C-be tartozd algebrdn, akkor azt mondjuk, hogy (t1,%2) teljesil a C osztdlyon. Az
A algebrén, ill. a C osztdlyon teljesiils Gsszes azonossdgok halmazat megfeleléen
Id A és IdC jeloli.

Definicidja szerint Id C mindig reldcié az adott tipusd T megszdmlalhaté rangi
termalgebrén; az is vildgos, hogy ekvivalenciareldcié. A termmiiveletek definiciéja
mutatja, hogy IdC kongruencidja T-nek. Létezik tehdt a T/IdC faktoralgebra.
Ezt C megszdmldlhatd rangt termmiivelet-algebrdjdnak nevezzik. Ha n nemnegativ
egész, ehhez hasonlé meggondoldst végezhetiink és definicidt vezethetiink be az n
rangi termalgebran.

Algebra cnmagiba valé homomorfizmusdt az algebra endomorfizmusdnak
hivjuk. Algebra p kongruencidjit teljesen invaridns( kongruencid)nak nevezzik,
ha p invaridns az algebra endomorfizmusaival szemben, azaz barmely ¢ endomor-
fizmusra (a,b) € p-bdl kovetkezik (e(a),e(b)) € p. (Példa: ha egy G véges cso-
portnak valamely N p-Sylow-csoportja normdloszté, akkor G N szerinti kon-
gruencidja teljesen invaridns. Gondoljuk végig!) Az IdC reldcié a T termalge-
brdnak teljesen invaridns kongruencidja. Ennek beldtdsdhoz vegyiik észre, hogy
T bérmely £ endomorfizmusédt a hatdrozatlanok halmazira vald restrikciéja tel-
jesen meghatdrozza, ugyanis €(¢(z1,...,2Zn) = t(e(z1),...,(zy)), amit indukeis-
val igazolhatunk. Ebbdl az is litszik, hogy a hatdrozatlanok e(z1),... képeit
tetszésiink szerint vélaszthatjuk. Eszerint T minden endomorfizmusa valamely
Ty — 81,... leképezés kiterjesztése az Osszes termek halmazdra, ahol si,...
tetsz8leges termek. Ha a (t1,%2), részletesebben (t1(z1,...,tn),t2(Z1,...,%n))
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azonossig teljesiil C-n, akkor az azonossig teljesililésének definicidja szerint tel-
jestl a (t1(s1,.. ., Sn), t2(s1,...,5n) azonossag is, és ez éppen azt jelenti, hogy IdC
teljesen invaridns.

E megfigyelésiink megforditdsa is igaz: a T megszdmldlhaté rangi termalgebra
p bindris reldcidjdhoz akkor és csak akkor létezik olyan C osztdly, hogy p=1dC, ha
p T-nek teljesen invaridns kongruencidja. Ennek eddig a ,,csak akkor” felét 1dttuk
be. Az ,akkor” igazoldsdhoz tegylik fel, hogy p teljesen invaridns kongruencidja T-
nek. Ekkor C-nek vélaszthatjuk az egyelemii {T/p} osztdlyt. Megmutatjuk, hogy
p=1a{T/p}. "

Eldszor tegyik fel, hogy (t1,%2) € p. Legyen t1 (és t2) n-dris. Viélasszuk ki
T/ p-bél a tetszbleges p(s1), ..., p(sn) elemeket, és legyen ¢ T-nek az az endomor-
fizmusa, amely 7 = 1,...,n-re az z; hatdrozatlant s;-be viszi 4t. Akkor

ta(p(s1);- -+ p(sn)) = p(ta(s1,- - 50)) = p(ta(e(m2), - .. E(2n)))
= p(e(ta(z1, ..., 2n))) = p(e(t)) = p(e(t2)) = - - =ta(p(s1),. ., p(sn))-
Innen latjuk, hogy p C Id {T'/p}. Most tegyiik fel, hogy (¢1,t2) € Id{T/p}. Akkor

p(t1) = plta(@1, .., ) = t1(p(31), - p(2n)) = ta(p(®1) ..., pln)) =+ = plta),
azaz (t1,t2) € p.

21. Birkhoff varietastétele. Ha hasonlé algebrak valamely C osztélydhoz létezik
azonossdgoknak olyan p halmaza, hogy C pontosan azokbdl az algebrédkbdl &ll,
amelyeken a p-hoz tartozd azonossdgok mind teljestilnek, akkor C-t azonossdgokkal
definidlhato osztdlynak nevezziik. Ilyenkor C-re haszndljuk az Eq p jelolést is.

A definfcidkbdl kovetkezik, hogy ha két term bizonyos algebrdkon ugyanazt
a termmiiveletet hatdrozza meg, akkor ezeknek az algebrdknak a részalgebriin,
homomorf képein és direkt szorzatain is. Ebb6l kévetkezik, hogy minden azonossé-
gokkal definidlhaté osztély varietds. Ennek a megforditdsa is igaz:

Birkhoff tétele: Minden varietds azonossdgokkal definidlhatd osztdly.

Birkhoff bizonyitdsa. Legyen C varietds. Sejthet8, hogy a keresett
azonossdghalmaz — amellyel C definidlhaté — mindazon azonossdgok halmaza lesz,
amelyek C-n teljesiilnek. Ez azonban nem nyilvdnvald; elképzelhetnénk, hogy egy
A algebra nincs C-ben és mégis teljesiil rajta minden Id C-be tartozé azonossig.
Azt bizonyitjuk be, hogy ha A-n teljesiil minden Id C-be tartozd azonossag, akkor
A megkaphaté C-beli algebrdkbdl homomorf kép, részalgebra és direkt szorzat
(néhdnyszori) képzésével, s ezért A € HSPC = C. A bizonyitds tehdt azt is
mutatja, hogy minden C varietdsra EqIdC = C.

Tegyiik fel, hogy A-n teljesiil minden IdC-be tartozé azonossdg. Roégazit-
sik A-nak egy G = {go|la € J} generdtorrendszerét. Minden olyan (t1,%3)
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azonossdghoz, amely nem tartozik Id C-be, tekintsiink egy Aii € C algebrat, ame-
lyen (t1,t2) nem teljesiil. Minden igy kivélasztott algebraba képezziik le G-t min-
den lehetséges médon, s minden leképezéshez kiilon-kiilon tekintsiik Aﬁf egy-egy
példdnyst. Mindezek D direkt szorzata is C-ben van. A G generdtorrendszer
minden egyes g, eleméhez természetes médon hozzarendelhetjiik D egy elemét,
mégpedig azt a kivdlasztédsi fliggvényt, amely minden Aﬁ';’ algebrdnak a tetszdleges
p:G— Ai? leképezéshez tartozd példdnydbdl éppen a ¢(g,) elemet vilasztja ki.
Legyen e kivélasztdsi fliggvény jele ®(gq). Az 0sszes go-khoz ilyen médon rendelt
kivélasztési fiiggvények egy F részalgebrdt generdlnak D-ben, amely ugyancsak C-
be tartozik. A bizonyitdssal készen lesziink, ha megmutatjuk, hogy A homomorf
képe F-nek.

Mivel F minden eleme valamely, a ®(G) = {®(go)|a € J} halmaz elemein
elvégzett termmiivelet eredménye, F-nek A-ba valé homomorf leképezésére a jelolt
az a megfeleltetés, amely bdrmely nemnegativ egész n-re, n-aris ¢ termre és F
bérmely @(ga,);-- -, 2(9a,) generdtorelemeire F t(®(ga,), -+ » P(9a,)) cleméhez
A #(gas;--->9a,) elemét rendeli. Ez a megfeleltetés sziirjektiv, mert A minden
eleme ugyancsak a G halmaz elemein elvégzett valamely termmiivelet eredménye.
Ezért mér csak azt kell beldtni, hogy megfeleltetésiink leképezés, mert az alap-
miiveletekkel valé felcserélhetdsége a termmiiveletek eredményére vonatkozd (3)
szabdlybdl kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy ez nem igy van, azaz léteznek olyan 1, ty termek (feltehetjiik,
hogy mindketté n-éris) és olyan ®(ga,);- - 2(9a,) € #(G) elemek, hogy

t1(2(Gen)s - - > @(9an)) = 12(®(genr)s - - - » (9era ) (iv)

de t; (ga:w SRS gan) 7é tZ(gala s ,gan)' Megmuta'tjuk: hogy ekkor a (tl’ 72‘2)

azonossdg teljesiil C-ben, s ezért A-ban is, ami ellentmond a £1(gay,---»9a,) 7
t2(gays - - - » 9o, ) feltevésnek.

Ha (¢1,t2) nem teljesiil C-ben, akkor van olyan Aﬁf € C, amelyen nem teljestiil,

tehét vannak olyan ai,...,an € Azﬁ elemek, hogy t1(a1,...,a,) # ta(a1,...,axq)-

Legyen ¢ G-nek olyan leképezése Aif-be, amelyre ©(go;) = a; (1 = 1,...,n).
Akkor a (iv) egyenlet baloldaldn 4116 kivélasztdsi fiiggvény az Aﬁf algebra a -hez
tartozé példdnydbdl t1(a1,...,tn)-t, a (iv) jobboldaldn 4116 kivdlasztdsi fiiggvény
pedig az attél kilonbozd ta(as, - . ., an)-t vélasztja ki, tehdt (iv) nem igaz.

Birkhoff tétele (1935) volt az els6 igazi univerzdlis algebrai eredmény, abban
az értelemben, hogy nem valamely, bizonyos algebrafajtikra mér kordbban is is-
mert tétel dltaldnositdsalént, hanem azonnal teljes dltaldnossidgban sziiletett meg.
Bemutatjuk egy masik bizonyitésit is.

Imreh Baldzs bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy C varietds, és valamely A al-
gebran teljeslil minden Id C-hez tartozd azonossdg. Be kell latnunk, hogy A € C.
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Mint a varietdsokat bevezetd fejezetben lattuk, ehhez elegendé megmutatnunk,
hogy A minden megszémldlhatéan generdlt részalgebréja (amelyeken természetesen
ugyancsak teljesiilnek az IdC-hez tartozé azonosségok) C-be tartozik. Azt fogjuk
igazolni, hogy ha egy tetsz6leges megszémlalhatéan generdlt B algebrén teljesiilnek
az 1d C-hez tartozé azonosségok, akkor B C-beli algebrdk szubdirekt szorzatdnak
homomorf képe (s ezért C-be tartozik).

Korabban megfigyeltilk, hogy IdC (teljesen invaridns) kongruencia a meg-
szémlalhatéan generdlt T termalgebrdn. Minden megszdmldlhatéan generalt B
algebra homomorf képe T-nek; tekintsiik ugyanis B H = {h1, h2, ...} generdtor-

rendszerét (ha ez véges és k eleml, akkor legyen hy = hgp1 = ... } és a hatarozat-
lanok halmazdnak H-ra valé z; v h; leképezését; akkor a ¢ : t(%1,...,%Tn) H
t(hi,...,hn) leképezés, ahol ¢ tetszbleges n-éris term, T-nek B-re valé homomor-

fzmusa. A homomorfiatétel bizonyitdsénal haszndlt jel6lést alkalmazva tekintsiik
T-n a ¢ relciét: (t1,ts) € ¢ T-ben akkor és csak akkor, ha ¢(t1) = ¢(t2) . B-
ben. Ez kongruencidja B-nek és B = T/¢$. Vegyiik észre, hogy az Gsszes IdcC-
beli azonossdgok akkor és csak akkor teljesiilnek T/¢-n — és ezért B-n is —, ha
IdC C ¢. :

Mint Birkhoff bizonyitédsdban, tekintsiink most is minden olyan (t1,t2)
azonossighoz, amely nem tartozik IdC-be, egy olyan Aﬁi € C algebrat, ame-
lyen (t1,%2) nem teljesiil. Feltehetjik, hogy ezek mind megszdmldlhatéan gen-
erdltak (miért?). Minden igy kivalasztott algebrara képezziik le T-t, megfeleléen
a ¢;> homomorfizmusokkal. Akkor az sszes ¢i> € ConT kongruenciék met-
szete éppen Id C, ahonnan kévetkezik, hogy T /IdC (azaz C megszamlalhaté rangi
termmfivelet-algebréaja) izomorf az dsszes Aj2(€ C) algebrék valamely szubdirekt
szorzatéval. Ha B-n teljesiilnek az 6sszes Id C-beli azonosségok, akkor a fentebb
B-hez rendelt ¢ kongruencidra IdC C ¢. Innen a mésodik izomorfiatétel szerint
B = T/¢ = (T/1dC) / (¢/1dC), azaz B izomorf T /IdC egy faktoralgebréjéval, s
ezért T /Id C-nak homomorf képe.

Ha mir bebizonyitottuk Birkhoff tételét, akkor élesithetjiik a 19. fejezet végén
kimondott és a masodik bizonyitisban felhasznalt llitdst, amely szerint ha egy al-
gebra minden megszdmlélhatéan generdlt részalgebrija egy varietdshoz tartozik,
akkor maga az algebra is ahhoz a varietdshoz tartozik. Nevezziink egy algebrat
végesen generaltnak, ha van véges generdtorrendszere. Legyen P algebrék egy tu-
lajdonsdga. Azt mondjuk, hogy az A algebra lokdlisan P tulajdonsdgi, ha minden
végesen generalt részalgebréja P tulajdonsigi. Az igért élesités: ha egy A algebra
lokdlisan a V varietdshoz tartozik, akkor A € V . (Léssuk be!)

22. Galois-kapcsolat. Legyenek P és @ halmazok, p pedig egy megfeleltetés
P és Q kozott, azaz p C P x Q. Rendeljik P minden H részhalmazshoz Q)
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mindazon elemeinek a halmazit, amelyek H minden elemével a u megfeleltetés-
ben vannak; jeloljik ezt a halmazt o(H)-val. Rendeljiik tovdbbd @ minden K
részhalmazdhoz P mindazon elemeinek a halmazat, amelyekkel K minden eleme a
p megfeleltetésben van; ezt a halmazt jeloljiikk 7(K)-val. Ekkor o7 : H — 7(0(H))
P hatvinyhalmazénak, 7o : K — o(7(K)) pedig @ hatvdnyhalmazdnak 6nmagdba
val6 leképezése. Beldtjuk, hogy mindkét leképezés lezdrdsi operdtor (megfeleléen
P-n és Q-n).

A o és 7 leképezések definiciéjabdl latszik, hogy o7 extenziv; ugyanigy 7o
is. Mind o, mind 7 antimonoton: ha H; C Ha, akkor o(H1) 2 o(Hz), és hasonld
érvényes 7-ra. Innen kévetkezik, hogy o monoton; ugyanigy ro is. Megmutatjuk,

hogy
TOT =7, 0T =o0. (v)

Koziiliik elég az elsét igazolnunk. Minden K C Q-ra (ro7)(K) = (o7)(r(K)) 2
7(K), mésrészt (70)(K) 2 K és ezért (to7)(K) = 7((70)(K)) C 7(K). A bels-
tott (v) egyenléségbfl kovetkezik (ro7o)(K) = (70)(K), tehdt 7o idempotens;
hasonléképpen o7 is.

A 7. fejezetbfl] tudjuk, hogy a zdrt halmazok teljes hdlét alkotnak P és Q
hatvdnyhalmazdban egyardnt. Az, hogy o7 lezardsi operdtor, egyiitt az (v) Gssze-
fiiggéssel mutatja, hogy P-nek pontosan azok a H részhalmazai zdrtak, amelyekhez
létezik olyan K C @, hogy H = 7(K). Ugyanigy, @-nak pontosan azok a K részhal-
mazai zdrtak, amelyekhez 1étezik olyan H C P, hogy K = o(H). Innen kovetkezik,
hogy mind ¢, mind 7 zdrt halmazt zért halmazba visz 4t, tovabba (v) szerint ezek
a leképezések a zart halmazok halmazén egyméds inverzei. Eszerint o és 7 bijektiv
— és mint mér el6bb észrevettiik, antimonoton — mddon képezi le P ill. Q zért
halmazainak halmazit egymadsra. Mint megjegyeztiik, ezek a zdrt halmazok egy-
egy teljes hildt alkotnak. Ez a két héld o és 7 antimonotonsiga miatt dudlisan
izomorf: van koztiik olyan bijektiv megfeleltetés, amelynél egyesftés képe (nem a
képek egyesitése, hanem) a képek metszete, és hasonld igaz metszetre.

A két halmaz kozotti adott tetszbleges megfeleltetésbdl a fenti médon szér-
maztathaté lezdrdsi rendszerek és a koztiik bijektiv megfeleltetést teremtd (o, 7)
leképezéspar Galois-kapcsolatot 1étesit a két halmaz kozott. Az elnevezés Galois
nevét 6rzi, aki (1832-ben) bizonyos testek és csoportok kézdtt taldlt ilyen kap-
csolatot, s ennek révén lehetévé tette annak az eldéntését, hogy mely polinomok
zérushelyei gy6kmennyiségek az egyiitthatéik dltal generdlt test felett. A legegy-
szertibb eset: adott raciondlis egyiitthatds f polinomhoz legyen K a legsziikebb
szamtest, amely f minden (komplex) zérushelyét tartalmazza, tovabb4 legyen G
K osszes automorfizmusainak (6nmagdra valé izomorf leképezéseinek) csoportja.
Ezek (alaphalmazai) jétsszdk P és @ szerepét, s legyen r € K-ra és v € G-re
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(r,y) € w akkor és csak akkor, ha «(r) = r. Ekkor K-ban a résztestek, G-ben a
részcsoportok lesznek a zdrt halmazok. Tovdbbi klasszikus példdk — két matem-
atikai és egy filozéfiai (ismeretelméleti) példa — Galois-kapcsolatra:

(1)

(2)

Legyen I idedlja az R kommutativ gyliriinek. Mindazok az R-beli ele-
mek, amelyeknek valamely hatvdnya I-ben van, ugyancsak idedlt alkot-
nak R-ben, amelyet I radikdljénak (vagy nilradikéljdnak) neveziink. Tek-
intsiik a komplex szamtest feletti n valtozds polinomok Clz1, .. ., Z,] gylirijét
és a C™ n dimenziés komplex vektorteret, és tekintsiik kozottik a p =
{(f (@1, 2Tn), (C15---56n)) & fle1,...,cn) = 0} megfeleltetést (amelyben
tehdt egy polinom és egy szdm-n-es pontosan akkor van, ha a szdm-n-es
zérushelye a polinomnak). A p-héz tartozé Galois-kapcsolatban C™ zirt
részhalmazait algebrai sokasdgoknak nevezzik (ezek vizsgélata a matematika
algebrai geometria nevi teriilete), mig Clz1,. ..,y zért részhalmazai éppen
azok az idedljai, amelyek egybeesnek sajat radikdljukkal. Specidlisan, adott
polinomhalmaz lezértja a benne levé polinomok 4ltal generdlt ideédl radikélja.
(Ez a nevezetes Hilbert-féle zérushelytétel.)

Tekintsiik a racionélis szdmok halmazén — vagyis a Q raciondlis szamtest két
példénya kozott — a p = {(a,b) : a < b} megfeleltetést, azaz a ,kisebb” relé-
ciét. A p-hoz tartozd Galois-kapcesolatban egymésnak megfeleld zart halmazok
éppen Q Dedekind-szeletei (olyan Hi, Hp halmazpérok, hogy Hy UHs = Q és
minden hy € Hy, he € Hs raciondlis szdmokra hy < hg); Dedekind definicidja
szerint ezek a szeletek a valds szdmok).

Tekintsiik az Osszes dolgok D halmazét és az Osszes tulajdonsdgok T' hal-
mazdt. (Aki halmazelméleti tanulményai alapjén kétli e halmazok létezését,
gondoljon inkdbb a megnevezhetd dolgok és leirhatd tulajdonsidgok halmazdra
— ezek egyiitt is csak megszdmldlhatéan vannak.) Tekintsik a

p={(d,t) € DXxT:a d dolog ¢ tulajdonsigi}

megfeleltetést. Az ehhez tartozé Galois-kapcsolatban egymdsnak megfelels
F,F, (Fy € D, F» C T) zért halmazpédrokat fogalmaknak nevezzik; Fi a
széban forgé fogalom terjedelme, F» a tartalma. '

Tekintsiink most egy S hasonlésédgi osztélyt és a termjeib8l képezett Osszes

pérok halmazét, masszéval T? alaphalmazdt. Ezek kozott vegyik azt a megfelel-
tetést, amelyben A € S és (t1,t2) € T2 akkor és csak akkor 4ll, ha (1,t2) teljesiil
A-n. Az ehhez tartozd Galois-kapcsolatban algebrdk barmely C osztdlydhoz o az
Id C azonossighalmazt rendeli, 7 pedig azonossdgok barmely p halmazihoz az Eq p
algebraosztdlyt. EbbSl kovetkezik, hogy a zirt algebraosztalyok pontosan a va-
rietdsok, a zdrt azonossdghalmazok pedig T teljesen invaridns kongruencidi. Az
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ezek dltal alkotott teljes hdlék dudlisan izomorfok. Ez a megfigyelés lehetsvé teszi,
hogy varietdsokra vonatkozd egyes kérdések vizsgdlatét visszavezessiik a megszdm-
lalhatéan generdlt termalgebra teljesen invaridns kongruencidinak vizsgélatéra.

Pl. minden hasonldségi osztaly maga is varietds, amelyhez tartozé kongruen-
cia az egyenl8ségreldcié T-n (mivel a T algebraban csak a trividlis ¢ = ¢ azonossdgok
teljesiilnek); tovdbbd minden hasonldsdgi osztély tartalmaz olyan varietdst, amely-
ben csak egyelemti algebra van (és természetesen az egyelemii algebrdk izomorfok),
s ennek T teljes kongruencidja — a T x T reldcié — felel meg. Ezek a trividlis
varietdsok. Kevésbé nyilvdnvals példa az algebrdk és azonossdgok kozti Galois-
kapcsolat alkalmazdsédra a minimdlis varietdsok létezésének bizonyitdsa. Nevezziik
egy korldtos hil6 atomjdnak az olyan haléelemet, amely minimélis a 0-t61 kiilénb6z6
elemek kozott; dudlis atomon pedig értsiik a hdld olyan elemét, amely maximélis az
1-t61 kiilonbozd elemek kozdtt. Az dsszes adott tipusi varietdsok teljes hdléjanak
atomjait minimdlis varietdsoknak nevezziik, T teljesen invaridns kongruenciéi teljes
hdléjdnak dudlis atomjait pedig maximdlis teljesen invaridns kongruencidknak. A
V varietds akkor és csak akkor minimélis, ha minden egynél t&bb elemi algebrija
generalja.

Ha egy varietds tartalmaz egynél t6bb elemi algebrdt, akkor tartalmaz mi-
nimdlis varietdst. Az algebrék és azonossigok kozti Galois-kapcsolat alapjén ehhez
elegend6 megmutatnunk, hogy T minden p nemteljes teljesen invaridns kongruen-
cidjat tartalmazza egy maximélis teljesen invaridns kongruencia. Gondoljuk meg,
hogy egy teljesen invaridns kongruencia akkor és csak akkor teljes, ha tartalmazza
az (z1,22) pért. (A ,csak akkor” nyilvdnvald, az ,akkor” pedig abbél kovetkezik,
hogy z1 és x5 helyébe a teljes invariancia miatt tetsz8leges termeket irhatunk.)
Azt kell tehdt beldtnunk, hogy a p-t tartalmazd, de (21, z2)-t nem tartalmazé kon-
gruencidk koézott van maximalis. Ezt a Zorn-lemma azonnal mutatja, mert a mon-
dott tulajdonsdgi kongruencidk barmely tartalmazés szerint rendezett halmazdnak
egyesitése is ilyen tulajdonsdgi kongruencia.

(Figyelmeztetés: osztélyoknak rendszerint olyan Osszességeket nevesiink,
amelyekhez nem rendelhetd szdmossdg. Osztdlyok halmazdrdél — bizonyos hal-
mazelméleti antinémidk elkeriilése végett — nem beszéliink, legaldbbis addig, amig
ki nem deriil, hogy halmazuk létezik. A fenti meggondoldsban ez kideriilt, mert
a varietdsok koleséndsen egyértelmii médon megfeleltetheték T teljesen invaridns
kongruencidinak, amelyek halmazt alkotnak.)

23. Szabad algebra. Birkhoff varietdstételének mésodik bizonyitdsdbdl az is
latszik, hogy ha C varietds és ¥ =IdC, akkor a T /9 algebrdnak és ¥(z1),9(z2),. .-
generdtorrendszerének a kovetkez6 tulajdonsiga van: e generdtorrendszer barmely
A € C algebrdba valé bdrmely leképezése folytathaté (mds széval, kiterjeszt-
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hetd), mégpedig egyetlen médon, T/9¥-nak A-ba valé homomorf leképezésévé.
A Birkhofftdl eredd bizonyitdsban pedig az ott el8éllitott F algebrdnak és ®(QG)
generdtorrendszerének van ugyanilyen tulajdonsdga (amit a bizonyitds kézben
ugyan nem mondtunk ki, de az ottani gondolatmenettel igazolhatd, ha azt az ott
tekintett A és annak G generdtorrendszere helyett tetsz8leges C-beli algebrédra és
annak tetsz8leges elemeire alkalmazzuk).

E megfigyelések a kovetkez6 definiciét sugalljdk. Legyen C algebrdk egy osz-
tédlya, F € C és G generdtorrendszere F-nek. Ha G-nek barmely A € C algeb-
réba vald tetszbleges leképezése egyetlen médon folytathaté F-nek A-ba valé ho-
momorfizmusévd, akkor azt mondjuk, hogy F szabad algebra a C osztdlyban a G
szabad generdtorrendszerrel (vagy mésképpen a G halmaz dltal szabadon generdlt C-
szabad algebra). Ha tehdt C varietds, akkor T'/Id C (azaz a C varietéds termmiivelet-
algebréja) szabad algebra C-ben, amelynek a hatdrozatlanokat tartalmazé blokkok
szabad generatorrendszerét alkotjék.

Imreh Baldzs bizonyitdsa kdzben azt is lattuk, hogy T szabad algebra az adott
hasonldségi osztdlyban az z1,e,... szabad generdtorrendszerrel. Innen ered a 3.
fejezetben emlitett ,,abszolit szabad algebra” elnevezés. A ,szabad” jelz6 arra
vonatkozik, hogy a generatorrendszer leképezései akadélytalanul kiterjesztheték ho-
momorfizmussé. Ez azt jelenti, hogy szabad algebrdn végzett t1 €s to termmdveletek
(akkor €s) csak akkor ugyanazok a mduveletek, ha a C osztdlyon teljesil a (t1,t2)
azonossdg. Specidlisan, a t; és to termek akkor és csak akkor jel6lik a szabad algebra
ugyanazon elemét, ha a C osztélyon teljesiil a (¢1,%2) azonossdg. Ezért nem for-
dulhat el6 a szabad generdtorrendszer leképezéseinek az egész algebrara vald kiter-

jesztésekor, hogy valamely (mondjuk, n-éris) ¢1, ¢ termekre és a1,. .., an elemekre
ti(a1,...,an) # tafai,...,an), jOllehet a szabad generdtorokra — jel6lje most
ezeket y1,v2,... — fenndll t1(y1,...,Yn) = t2(Y1,...,Yn). Az azonossigokat

egyes nyelveken (angol, orosz) ,torvényeknek” is nevezik; ezért kaptdk a termal-
gebrdk, amelyeken csak a (¢,t) alaki trividlis torvények érvényesek, az ,,anarchikus
algebra” elnevezést.

E fejezet elején végzett megfigyeléseink mutatjak, hogy bdrmely varietds-
ban léteznek szabad algebrak akarmilyen szdmossdgi szabad generdtorrendszer-
rel. A szabad generdtorrendszer szdmossdga a szabad algebrdt izomorfia erejéig
meghatdrozza, mert két szabad algebra szabad generdtorrendszereinek egymésra
valé bijektiv leképezései folytathaték homomorfizmussd, s ha ezek a bijektiv
leképezések éppen egymds inverzei, akkor homomorf folytatdsaik szorzata az iden-
tikus leképezés, ahonnan kévetkezik, hogy ezek a folytatdsok is bijektivek, s ezért
izomorfizmusok. Ezért ezutdn szabad algebrardl beszélve szabad generatorrend-

szere helyett rendszerint csak annak a szdmossagdt emlitjiik, s azt a szabad algebra
{ :
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rangjanak nevezzik; pl. megszdmldlhatd rangd szabad C-algebra, n rangt szabad
C-algebra, sth. Léteznek olyan varietdsok, amelyekben bizonyos kiilénb6z6 szé-
mossdgi generdtorrendszerek 4ltal szabadon generalt szabad algebrék is izomorfok,
am ha a varietdsban van egynél t6bb elemy véges algebra, ez nem fordulhat eld (Fugji-
wara tétele). (Olyanovarietésra, amelyben nincs nemtrividlis véges algebra, a kés6b-
biekben ldtunk példdt.) Ha ugyanis egy ilyen A algebrdnak k eleme van és az m ele-
mil halmaz 4ltal szabadon generdlt szabad algebra izomorf az n (% m) elemt hal-
mayz altal generdlttal, akkor ezeknek a szabad algebra definiciéja szerint az A algeb-
raba megfeleléen k™ és k™ kiilonb6z6 homomorf leképezése létezik, s igy k™ = k™,
mert két izomorf algebrdnak egy harmadikba ugyanannyi kiilonbézé homomorf
leképezése van. Innen m = n. (Ezt az egyszerli meggondoldst el8szor Polldk
Gyorgytél hallottam; ugyanabban az id6ben Jénsson és Tarski is felfedezték. Fuji-
wara bizonyitdsa hosszadalmas volt.) '

Ha C varietds, akkor azok a C-n teljestilé azonossdgok, amelyekben csak
az xi,...,Tn hatdrozatlanok fordulnak el6, egy teljesen invaridns 1, kongruen-
cidt képeznek az n rangi T, termalgebrdban. A Birkhoff-tétel Imreh-féle bi-
zonyitdsdban elvégzett meggondolds T és ¥ = IdC helyett Tp-re és ¥,-re alkal-
mazva mutatja, hogy a 9,(z1),...,0n(2,) osztélyok halmazinak barmely A € C-
beli algebrdba vals bérmely leképezése T, /¥, A-bavald leképezésévé folytathato.
Ezért az n elem 4ltal generdlt (réviden n rangid) szabad algebra C-ben éppen Ty, /9,,.

24, Szabad algebrak véges algebra altal generalt varietasban.  Ha V varietas
és F megszdmldlhatd rangi szabad algebra V-ben, akkor F generélja V-t. Valéban,
ekkor barmely A € V algebra minden megszdmldlhatéan generdlt részalgebrdja F
homomorf képe, maga A pedig e részalgebrék szubdirekt szorzatdnak homomorf
képe, tehdt A megkaphaté F-bél a H, S, P operdtorok segitségével.

Tekintsiink most egy tetsz6leges B algebrat. Az 4ltala generdlt Var {B} =
HSP {B} varietds szabad algebrdit megkaphatjuk Birkhoff tétele eredeti bi-
zonyitdsdnak gondolatdt hasznédlva. Az a bizonyitds valamivel t6bbet mutatott
meg, mint a Birkhoff-tétel dllitdsa; azt ti., hogy ha C algebrik egy tetszdleges osz-
télya, akkor C-b0l az S és P operdtorok segitségével képezhetiink olyan F algebrait
n elemil generatorrendszerrel, hogy e generdtorrendszernek bdrmely leképezése tet-
sz8leges n elem dltal generdlt és minden Id C-beli azonossdgot teljesité A algebra
generatorrendszerére folytathaté F-nek A-ra valé homomorfizmusdvd. Mivel ez
természetesen érvényes az A € VarC algebrakra is, Birkhoff bizonyitdsi médszere
n rangu szabad algebrat szolgdltat a Var C varietdsban.

Ezek szerint adott véges B algebra 4ltal generdlt varietds n rangi szabad alge-
bréjat — egyszerliség kedvéért n most legyen természetes szdm — a kovetkezbkép-
pen csindlhatjuk meg. Vegyik a g1, ..., gn jeleket; halmazukat képezziik le minden
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lehetséges ¢ leképezéssel B-be (most minden olyan (¢1,12) azonossigra, amely nem
teljesiil B-ben, maga B jatssza a Birkhoff-féle bizonyitdsban latott Aﬁf szerepét).
Tlyen leképezés csak véges sok van; mindegyikiikhéz tekintsiik B egy példdnydt, és
alkossuk meg mindezen példédnyok direkt szorzatdt. Vélasszuk ki e direkt szorzat
azon ®; elemeit, amelyeknek minden direkt tényez&be esé komponense g; képe ab-
ban a direkt tényez8ben, és vegyik a {®1,...,P,} halmaz generdtumdt. Ez lesz
az n rangi szabad algebra Var {B}-ben. Kis alaphalmazi B-re és kis n-re ez az
eljards ceruzéval (még inkdbb szdmitégéppel) a gyakorlatban is elvégezhetd. Pél-
daként kiszémitjuk a 2 rangu szabad algebrét abban a varietdsban, amelyet a {0,1}
alaphalmazi implik4cié alapmiiveletii (ldsd a 12. fejezetet) algebra general.

$1 P2 b3 ¢4 X ¥y Xy yX XX 2
x |0 0 1 1 X [XX Xy Z X X Xy
y |0 1 0 1 ylyx xx y zZ ¥y ¥X
xy |0 0 1 O Xy |XxX Xy XX Xy Xy Xy
yx| 0 1 0 0 VX |yX XX yX XX yX ¥X
x| 0 0 0 0 XX [XX XX XX XX XX XX
z |0 0 0 1 Z |XX XX Z Z Z XX

Az els8 tdblazat elsb két sora @1 és Po. E soroknak pl. az els§ komponense
g1 ill. go képe a konstans 0 leképezésnél, amelyet itt ¢; jel6l. A révidség kedvéért
x és y jeloli ezeket a sorokat. A tovdbbi sorokat az alap- és termmtiveletek kompo-
nensenkénti elvégzésével kapjuk z-b6l és y-bdl; az implikaciét szorzdsként jeloltiik,
a z jel z(zy) helyett 4ll. Hogy az Osszes termmiiveletek eredményét megkapjuk,
az implikaciét minden lehetséges sorrendben elvégezziik a mér megkapott sorokon,
mindaddig, amig 1ij sorokat kapunk. A lehetséges sorok szdma 24, tehdt eljardsunk
eredményeként legfeljebb ennyi sort kapunk — mint 14tjuk, esetiinkben Gsszesen
6 kiilonbozé sor 1ép fel, vagyis a keresett 2 rangu szabad algebra 6 elemfi. (Gon-
doljuk meg, hogy altaldban bdrmely k elemfii algebra &ltal generdlt varietds n rangd
szabad algebréja legfeljebb k%" elemii lehet.) A mésodik t4bldzat az implikdcié
miivelettdbldzata a 2 rangi szabad algebrdban; helyeit a komponensenkénti imp-
likdcié elvégzésével toltottik ki.

Figyeljiik meg, hogy a keresett szabad algebrat B négy példanya direkt szorza-
ténak részalgebrajaként dllitottuk el§; hdrom példdny is elég lett volna azonban,
mert az elsé komponenseknek a szdmoldsokndl nincs szerepe.

Ha kiindulési kételem(i algebrank alapmiivelete implikdcié helyett a Sheffer-
miivelet, akkor 16 elem{ 2 rangd szabad algebrdt kapunk. Ennek elemeit —
ugyancsak elemnégyesek alakjdban — nehézség nélkiil meghatarozhatjuk, de ha
tényleg elvégezziik ezt a munkédt, meggydzddiink réla, hogy az ilyen szdmolast jobb
szamitégépre bizni.
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25. Sima algebrak. Simdnak nevezziik az olyan legaldbb két elemli véges al-
gebrét, amely egyszerti, és legfeljebb egyelemt valddi részalgebrai vannak. Példak:
minden kételemfi algebra, minden primszdmrendii csoport. Algebra elemét idem-
potensnek nevezziik, ha énmagdban részalgebrét alkot. Idempotens algebrdn olyan
algebrat értiink, amelynek minden eleme idempotens. Idempotens algebrdk pl. a
hélék.

A varietdsokra eddig megismertek alkalmazdsaként bebizonyitjuk Szendrei
Agnes kévetkezd tételét:

Minden idempotens sima algebra minimdlis varietdst generdl.

Kearnes bizonyitdsa: Elékészité megfigyelések: (1) Ha B véges algebra, akkor
HS {B} tartalmaz sima algebrdt. (Valéban, B-bél a H és S operdtorok véges
szdmi alkalmazdséval sima algebrét tartalmazé osztélyhoz jutunk, de ekkor — a
kordbban 14tott SH < HS 8sszefiiggés alapjan — mér HS egyszeri alkalmazdsdval
is.) ’

(2) Ha B sima, akkor HS {B}-ben minden legalédbb két elemi algebra izomorf
B-vel.

(3) Amint l4ttuk, véges algebra dltal generdlt varietdsban minden véges rangt
szabad algebra véges, és ezért minden véges generdtorrendszerti (réviden végesen
generdlt) algebra (amely véges rangd szabad algebra homomorf képe) is véges. Mds
széval, véges algebra dltal generdlt varietds lokdlisan véges.

(4) Idempotens algebrdban barmely kongruencia barmely blokkja részalgebra.

Tegyiik fel, hogy A sima algebra, amely nem minimélis varietdst generdl.
Akkor Var {A}-ban van olyan B algebra, amely Var{A}-nél szlikebb varietdst
generdl, de ekkor B barmely, két elem &ltal generdlt részalgebrdja is. Utébbi
véges lévén, (1) szerint alkalmas részalgebréjdnak van sima homomorf képe, amely
ugyancsak Var{A}-nil sziikebb varietdst generdl. Ebbol kévetkezik, hogy az
A 3$ltal generslt varietdsban van A-val nem izomorf sima algebra. A tétel bi-
zonyitdsshoz tehét elegendé megmutatnunk, hogy idempotens sima A algebra éltal
generalt varietdsban nem létezik A-val nem izomorf sima algebra.

Tegyiik fel, hogy A idempotens sima algebra, B € Var {A} is sima és A 2 B.
Minden sima algebrédnak van legfeljebb két elemil generdtorrendszere (mi tbb,
minden kételemfi részhalmaza generdtorrendszere is). A szabad algebrdk el6zd
fejezetben térgyalt konstrukeijabél 1atjuk, hogy Var {A} 2 rangi szabad algeb-
réja A véges szdmi példdnya direkt szorzatdnak részalgebrija, s azt is tudjuk,
hogy B e részalgebrdnak homomorf képe. Van tehdt A-nak olyan A™ direkt
hatvénya, amelynek van olyan C részalgebrija, amelynek B homomorf képe. Te-
kintsiik B ilyen el8éllitésai koziil azt, amelyben C-nek a legkevesebb eleme van.

Legyen®? C-nek olyan kongruenciéja, hogy B =2 C/¥. Jeldlje m1,...,m A" ter-
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mészetes kongruencidit. (A™ két eleme pontosan akkor van a m; kongruencidban,
ha i-edik komponensik ugyanaz.)

Ha valamely i-re ¥ 2 m;|C, akkor
B = C/9 = (C/(m|C)) [ (9/(mi]C)).

Itt a mdsodik izomorfia a mésodik izomorfiatételb8l kévetkezik, a jobboldal
»5zémldléja” pedig A-nak (pontosabban a vele izomorf A™/m;-nek) egy részalgeb-
réjéval (mégpedig m;(C)/(mw;|m;(C))-vel) izomorf az elss izomorfiatétel szerint. Azt
kaptuk, hogy B € HS{A}. Innen (2) szerint B = A, de feltettilk, hogy ez nem
igaz. A kapott ellentmondds mutatja, hogy i =1,...,n-re ¥ 2 m|C.

Most régzitsiink egy tetszéleges i-t. Van olyan ci,cp € C, hogy ¥(c1) # 9(c2),
de m;(c1) = mi(ca). Nyertik, hogy a m;|C € ConC kongruencia P = (m;]C){c1)
blokkja legaldbb két elemili. Ez a blokk (4) alapjdn részalgebra C-ben. Az
els izomorfiatétel szerint P/ (9| P) izomorf C/¥(= B) valamely részalgebrijival,
minthogy pedig P/ (J|P) ugyancsak legaldbb két elemii, izomorf magéval B-vel.
Nyertiik, hogy A egy direkt hatvanydnak P olyan részalgebrédja, amelynek B ho-
momorf képe. Mivel P C C, és feltevésiink szerint C a legkevesebb elemii ilyen
részalgebra, kovetkezik P = C. Belattuk, hogy minden i-re C blokkja a m; kon-
gruencidnak, tehdt blokkja e kongruencidk metszetének is. Az Gsszes természetes
kongruencidk metszete azonban az egyenl8ségreléci, ezért |C| = 1. Eszerint B
egyelemil, és igy nem lehet sima; ellentmondis.

Példa: a kételemi félhdlé (mésképpen: a minimum-miivelet a {0,1} alaphal-
mazon) idempotens sima algebra, tehdt minimdlis varietdst generdl. Igazoljuk,
hogy ez a varietds az Osszes félhdlék (idempotens kommutativ félcsoportok) vari-
etésal

26. Felcserélheté kongruencidk. Az A halmaz (bindris) reldcidinak szorza-
tat a kovetkez6 mddon értelmezziik: ha n,9 € A2, legyen ezek szorzata az az
nod € A2 reldcié, amelyre (a,c) € n o akkor és csak akkor, ha létezik olyan
b € A, hogy (a,b) € n és (b,c) € 9. (Gondoljuk meg, hogy ha A bindris reldcidit
dgy tekintjliik, mint A-nak énmagéba vald ,tobb-t6bbértelmi leképezéseit”, akkor
a reldciék szorzédsa éppen a kozbnséges leképezés-szorzds dltaldnositdsa.)

Ha nod = Yon, akkor azt mondjuk, hogy 1 és ¥ felcserélhetd. Példa: csoport
bérmely két kongruencidja felcserélhets. Ez annak figyelembe vételével egyszeriien
belathatd, hogy G csoport barmely 9 kongruencidjahoz van a c¢soportnak olyan NV
normélosztéja, hogy bérmely a,b € G-re (a,b) € 1 akkor és csak akkor, ha létezik
olyan n € N, amelyre a = bn. Az olyan algebrat, amelynek barmely két kongru-
encidja felcserélhetd, permutdbilisnek (vagy kongruencia-felcserélhetének) nevez-
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zilkk. Ha egy varietds minden algebrdja permutdbilis, akkor ez permutdbilis vari-
etds. El8bbi példdnk szerint a csoportok varietdsa permutébilis. (Hasonléképpen
a gylirtiké is — miért?)

Varietdsok bizonyos tulajdonsdgai azonossigok segitségével jellemezhettk.
Az ilyen tulajdonsdgokat Malcev-tulajdonsdgoknak, az ezeket azonossidgokkal leird
tételeket Malcev-tipusi tételeknek nevezziik, mivel k6zos el8djiik a kévetkezd tétel:

Malcev tétele: Tetszbleges V varietds akkor és csak akkor permutdbilis, ha van
olyan terndris t term, hogy a t(x1,Z1,2Z2) = T2, t(z1,%2,Z2) = 1 azonossdgok
teljestinek V-ben.

Bizonyitds: Eldszor tegyiik fel, hogy létezik a tételben megadott tulajdonsigi
t term. Legyen A € V, 1,9 € ConA. A két kongruencia szerepe szimmetrikus,
ezért felcserélhetségiik igazoldsdhoz elegendd azt beldtnunk, hogy nod C don.
Tegyiik fel, hogy a,c € A-ra létezik olyan b € A, hogy (a,b) € 1, (b,c) € V.
Azt kell megmutatnunk, hogy van olyan d € a, hogy (a,d) € ¥, (d,c) € n. E
kongruencia-rendszer megolddsa d = #(a,b,c), mert a termmiiveletek megérzik a
kongruencidkat, s ezért a = t(a,b,b) a ¥ reldciéban van t(a,b,c) = d-vel, t(a, b, c)
pedig az 7 reldciéban van t(b, b, ¢) = c-vel.

A ,csak akkor” bizonyitdsdhoz a kovetkezd segédtételre lesz sziikségiink.
Legyen F szabad algebra egy V varietdsban az Y szabad generdtorrendszerrel. Te-
kintsiink egy ekvivalenciareldcidt Y -on, amelynek n blokkja van. Jeldlje n e reldcié
dltal generdlt kongruencidt F-en. Akkor F/n n rangi szabad algebra oV varietds-
ban. A bizonyitdst csak a legegyszerlibb nemtrividlis esetre végezziik el, amikor is
Y hérom elemf, és az ekvivalencia nem trividlis; az dltaldnos eset ugyanigy tér-
gyalhats, csak a jelolés lenne nehézkesebb. Malcev tételének beldtdsdhoz viszont
éppen a targyalandé esetre lesz sziikség.

Jelolje F3 a 3 rangd szabad algebrat V-ben. Tudjuk, hogy F3 = T3/p, ahol
p = IdV, és a szabad generdtorok p(z1), p(z2),p(z3). Ezek helyett frjunk rov-
iden y1,y2,ys-at. Jeldlje tovabbd n Fg-nak az {yi,y2}, részhalmaz &ltal gen-
eralt kongruencidjat. Tekintsiik az Fy 2 rangi szabad algebrét is V-ben a {z1, 22}
szabad generdtorrendszerrel. Az y1,ys — 21, Y3 > 2 leképezés folytathaté Fs-
nak Fa-re valé A homomorfizmusévé. Ehhez a homomorfizmushoz a homomorfiaté-
tel bizonyitdsdban latott mddon Fs-nak egy ugyancsak a A jellel jel6lheté kongru-
encidja tartozik, amelyre érvényes Fg/\ = Fy. Megmutatjuk, hogy A = 7. Mivel
7 a legszlikebb olyan kongruencia, amely tartalmazza az (y1,y2) part, A D 7. Mds-
részt Fg/\ Fa-re vald izomorfizmusit megszorozhatjuk azzal a k : Fo — Fg/n
sziirjektiv homomorfizmussal, amely a 21 — 1(y1), 22 — n(y3) megfeleltetés foly-
tatdsa. Ez a szorzat maga is sziirjektiv homomorfizmus, és minden A(a) € F3/A
blokknak az n(a) (€ F3/n) blokkot felelteti meg (amit termeken végzett indukcié
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mutat). Ezért A egyetlen blokkja sem bonthaté fel n tobb blokkjadnak egyesitésére,
azaz \ = 7). Ezzel beldttuk, hogy F3/n 2 rangu szabad algebra a V varietdsban az
{n(y1),n(y3)} szabad generdtorrendszerrel.

Most tegytik fel, hogy V permutébilis. Jelolje n és 9 megfeleléen Fs-nak az
{v1,92}, ill. {y2,ys} részhalmaz &ltal generdlt kongruencidjst. Akkor (yi,ys) €
nod. Mivel F3 minden eleme alkalmas ¢ termmel ¢(y1, ¥2, y3) alakban adhaté meg,

/////

(ylyt(ylay2,y3)) € 79) (t(y17y27y3)ay3) €n. (VI)

A segédtétel mutatja, hogy (az ottani jeldléssel) F3/n 2 rangd V-szabad algebra az
n(y1),n(ye) szabad generdtorrendszerrel, és F3/9 is 2 rangd szabad algebra V-ben
a {¥(y1),9(y2)} szabad generdtorrendszerrel.

Megéllapodva az n(y;) = wu;, ¥(y;) = v; jelolésben, ami tbbek kozott az
ug = ug és vz = vz egyenldségeket is jelenti, a (vi) reldciék a vy (= t(v1,v2,v3)) =
t(v1,v2,v2) és w1 = t(u1,u1,us) egyenletek alakjsba frhaték &t. Mivel {vy,va}
és {u1,u3} szabad algebra szabad generdtorai, a tételben szerepld azonossigok
valéban érvényesek C-ben.

Ha egy algebra permutdbilis, akkor két kongruencidjinak egyesitése a kongru-
enciahdléban megegyezik e kongruencidk szorzatdval. Ennek beldtdsdhoz elészor
vegyiik észre, hogy két kongruencidt tartalmazé legszlikebb kongruencia éppen a
két kongruencia kozonséges egyesitésének lezartja. A Malcev-lemma alapjdn meg-
gondolhatd, hogy ha 7,9 € ConA, gy (a,b) € nUJ akkor és csak akkor, ha
léteznek olyan ¢y = a,c1,...,c, = b elemek A-ban, hogy

(co,c1) €m,(c1,¢2) €9,...,(Cn—2,Cn1) €7, (Cn-1,cn) € F.

Am ha A permutabilis, ez azt jelenti, hogy (a,b) €nod. Ezért nUI Cnod. Az
ellenkezd irdny1d tartalmazéds nyilvanvald.

Az el6z8 megfigyelésbél kovetkezik, hogy ha egy permutdbilis A algebra két
kongruencidja egymds komplementuma a Con A hdldban, akkor A felbomlik e kon-
gruencidk szerinti faktoralgebrdinak direkt szorzatdra. Csoportokra ezt a tényt
a csoportelméleti bevezetésben szoktdk bizonyitani. A kongruencidk felcserél-
het6ségének kovetelménye nélkill nem sziikségképpen létezik direkt felbontds (a
szubdirekt felbonthatésdg természetesen mindig igaz). Ellenpélda a kételemi
implikacié-algebra dltal generdlt varietds 2 rangd szabad algebrdja, amelyet a
24. fejezetben hatdroztunk meg. Abban az {z,z},{zy,zz}, {y},{yz} és az
{z,zy},{y, 2z, yz, zx} blokkokkal rendelkez kongruencidk egymds komplementu-
mai, de maga az algebra csak 6 elemfl (a faktoralgebrék direkt szorzata pedig 8
elemt). '
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Allitasunk igazoldséhoz legyen A permutdbilis, és legyenek 7,9 olyan kon-
gruencidi, amelyek metszete az egyenléség, egyesitése a teljes reldcié. Minden
¢ € A-hoz rendeljik (A/n) x (A/9) (n(c),9(c)) elemét. Mivel n N Y az egyen-
16ség, ez a hozzérendelés injektiv. Sziirjektiv is, amihez azt kell beldtnunk, hogy
bérmely (n(a),¥(b)) pér felirhaté (n(c),¥(c)) alakban. Most n U ¥ a teljes reldcid,
ezért (a,b) € n o, van tehdt olyan ¢ € A, hogy (a,c) € 1, (¢,b) € 9. Ekkor
(n(a),¥(b)) = (n(c),9(c)). Végiil a definiciéjabdl 18tszik, hogy hozzédrendelésiink
felcserélhetd az alapmiiveletekkel.

27. Varietas bovitése varietdssal.  Legyenek G, A, B csoportok. Ha G-nek
van olyan N normélosztéja, hogy N 2 A és G/IN 2 B, akkor azt mondjuk, hogy G
A-nak B-vel vald bbvitése Az Gsszes csoportok varietdst alkotnak; ennek részvari-
etdsai pl. az Abel-csoportok varietdsa és az adott n exponensii csoportok varietésa.
Ismeretes, hogy ha A és B csoportok két varietdsa, akkor az A-ba tartozé csopor-
tok B-be tartozé csoportokkal valé 6sszes bbvitésel ugyancsak varietdst alkotnak.
Megmutatjuk, hogy ez a tény csupdn azon mulik, hogy a csoportok egységelemesek
és kongruencidik felcserélhetsk.

Tekintstink egy A algebrédt és egy m = m(z1,...,25) k-4ris termet. Ha
léteznek olyan as,...,Qi—1,0s41,-- -, 0%, b,c € A, hogy

m(a,l,.. . ,ai_l,b, [£25% P .,ak) 75 m(al,. vy Bi—1,Cy Gt 1y .- ,ak),

akkor azt mondjuk, hogy m A-ban lényegesen fiigg x;-t6l. Ha egy V varietdsban
van olyan A algebra, hogy m A-ban lényegesen fiigg z;-t6l, akkor azt mondjuk,
hogy m V-ben lényegesen fiigg x;-t6l. Ha m A-ban (vagy C-ben) pontosan ! szdmi
hatérozatlantdl fligg lényegesen, akkor azt mondjuk, hogy m lényegében [-dris, vagy
m lényeges aritdsa | (megfeleléen A-ban vagy C-ben). A lényeges aritds legfeljebb
akkora, mint a latszdlagos aritds, hiszen a term felirdsdban nem szerepld hatérozat-
lan nem befolydsolhatja a megfelelé termmiivelet eredményeit. Példa: csoportban
az Ty - T2~ term (amelyhez bindris vagy magasabb aritdst termmiivelet tartozik)
minim4lis aritdsa 2, ldtszdlagos aritdsa 1, lényeges aritdsa 0. Ha V részvarietdsa W-
nek, akkor m lényeges aritdsa V-ben legfeljebb akkora, mint W-ben; ez a definicié
kozvetlen kovetkezménye. Specidlisan, az egyelemil algebrakbdl 4116 trividlis vari-
etdsokban minden term lényeges aritdsa 0, mig a hasonldsdgi osztélyokban minden
term lényeges aritdsa egyenld ldtszdlagos aritdsdval. Az utébbi megdllapitds abbdl
kévetkezik, hogy a megszdmldlhaté rangi termalgebrdban minden term lényegesen
fiigg minden benne eléforduld hatdrozatlantdl.

Bz az észrevétel tetszOleges varietdsra is igaz a kovetkezd gyengébb for-
méban. A tetsz6leges m term akkor és csak akkor fiigg az x; hatérozatlantdl
a V varietdsban, ha fiigg t8le a varietds megszdmlalhaté rangi F szabad alge-
brdjidban. (Az ,akkor” nyilvdnvald; ha pedig m nem fiigg z;-t61 F-ben, és F
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szabad generdtorrendszere yi,¥s,..., akkor m(y1,. .., Yi—1, Ykt1, Yit1s -« Yk) =
m(Y1y -+« Yie1, Yk+25 Yit1s - - - » Yk ) ahonnan — a szabad generdtorrendszer leképe-
zéseinek folytathatdsdgat felhaszndlva — kovetkezik, hogy m nem fiigg z;-t6l V
egyetlen algebréjdban sem.) Innen kévetkezik, hogy term lényeges aritdsa egy
varietdsban egyenlé e term aritdsdval a wvarietds megszdmldlhato rangd szabad
algebrdjdban.

Ha egy varietdsban van olyan lényegében nulldris term (amely, persze, lehet
nulldnél nagyobb ldtszélagos aritdsd, vagy pl. nulldris alapmiivelet-term is), amely
dltal kijelolt elem idempotens (azaz egyelemi részalgebrat képez) a varietds min-
den algebrdjiban, akkor a varietdst poldris varietdsnak, a széban forgé termet ill.
termmiiveleteket pdlustermnek ill. pdlusmiiveleteknek, az altaluk kijelolt elemet
. pedig pélusnak nevezzilk. Az egységelem pdlus minden csoportban, amelyet az 1
nulldris term miivelete jelol ki (vagy ha a csoportot olyan tipusu algebrdanak tekint-
jiik, hogy csak a szorzés és az inverzképzés az alapmiiveletei, akkor pl. z; - 717! a
pélusterm); a zéruselem pélus minden gytiriiben. A csoportok és a gytir{ik varietédsa
tehdat poldris. Algebra minden részalgebrija tartalmazza a nulldris termmiiveletek
eredményeit, ezért minden algebrénak legfeljebb egy pélusa van. Ebbdl kévetkezik,
hogy ha ¢1 és to pdlustermek egy V varietdsban, akkor (£1,t2) € Id V.

Poléris varietds algebraiban barmely kongruencia pélust tartalmazé blokkja
részalgebra (miért?). A tovébbiakban jelolje 0 az éppen tekintett poldris varietds
pblustermjét, valamint az dltala kijelolt elem(ek)et. Ha C, A és B egy poléris
varietds algebréi, és van olyan p € Con C, hogy p(0) = A és C/p =2 B, akkor azt

”__2.

mondjuk, hogy C A-nak B-vel valé b&vitése.

Tétel (Malcev): Legyen V poldris permutdbilis varietds. Ha A, B részvari-
etdsai V-nek, akkor az A-ba tartozd algebrdk B-be tartozd algebrikkal vald ésszes
bévitései ugyancsak varietdst alkotnak.

Bizonyitds (Tdke Pdl). Megmutatjuk, hogy a mondott bévitések osztdlya zdrt
a H, S és P operatorokra nézve.

H. Legyen C € V, A € A, B € B, és legyen p € ConC olyan, hogy
p(0) 2 A és C/p = B. A homomorfiatétel alapjdn elegendé megmutatnunk, hogy
C bdrmely 1 kongruencidjdra C/n valamely A-ba tartozé algebrénak valamely B-
be tartozé algebraval valé bévitése. Feltehetjiik, hogy p(0) = A. Mivel pUn D p, a
mésodik izomorfiatétel szerint (C/n) / ((pUn)/n) = C/(pUn) Itt a jobb oldal C/p-
nak, s vele egyiitt B-nek is homomorf képe, ezért a jobb oldal, s vele egyiitt a bal
oldal is a BB varietdsba tartozik. C/n pdlusa n(0), ezért (C/n) / ((pUn)/n) pblusa
((pUn)/n)(n(0)), amelyet tehdt mindazok az n(u) blokkok alkotnak, melyekre u az
no(pUn) reldciéban van 0-val. Minthogy V permutébilis, 7o (pUn) = pon; ehhez
azt is figyelembe kell venniink, hogy n on = 7, ami a reflexivitds és tranzitivitds
kévetkezménye. Innen kapjuk, hogy (C/n) / ((pUn)/n) pélusa n(4) / (n|n(4)). Ez
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C/n részalgebréja, amely az elsé izomorfiatétel szerint izomorf A / (n]A)-val. Az
utébbi pedig, mint A homomorf képe, az A varietdsba tartozik.

S. Legyenek A, B, C, p ugyanazok, mint az el6z86 meggondoldsban.
Tegylik fel, hogy D részalgebra C-ben. Az elsb6 izomorfiatétel szerint
p(D)/(p|p(D)) = D/ (p|D). A bal oldal C/p részalgebrija, tehdt B-be tartozik;
ezért a jobb oldal is. Készen lesziink,.ha beldtjuk, hogy (p|D)(0) € A. De
(p|D)(0) = AN D, ami A részalgebréja, tehdt valéban A-ba tartozik.

P. Az egyszerliség kedvéért a direkt szorzatra vonatkozd zdrtsdgot csak két
algebra direkt szorzatdra mutatjuk meg; az altaldnos eset ugyantgy kezelhetd.
Legyen A,B € V, p1 € ConA, p1(0) € A, A/p1 € B, ps € ConB, p2(0) €
A, A/py € B. Ha o C A%, B C B2, definidljuk A x B-en az axf reliciét a
kévetkez6 médon: ha ai,a2 € 4, by,bs € B, legyen

((al,bl)a (CLg,bQ)) € aXIB — (a'labl) € Ol) és (a’2,b2) € :6
(o X f — a halmazelméleti szorzat — nem ugyanezt jelenti!) Megmutatjuk, hogy

(A1 X Ba) / (p1xp2) = (A1/p1) x (B1/p2)

(p1xp2)((0,0)) = p1(0) x p2(0),

ami elegendd is a bizonyitdshoz. A kivdnt izomorfizmus: (p1Xp2)(a,b) —
(pi(a), p2(b)). A definici6k kozvetleniil mutatjék, hogy ez a leképezés bijektiv.
Felcserélhetd az alapmiiveletekkel is:

m((p1%p2)(a1,b1), .., (prxp2)(ar, bk)) = (prxp2)(m((az,b1), - ., (ak, bx)))
= (p1xp2)(mfas,-..,ar), m(b,..., b))
= (p1(m(ai,...,ax)), pa(m(bs,...,bx)))
= (m(p1(a1),...)),m(p2(b1),-- ., p2(bx)))
=m((p1(a1), p2(b1)), - - -, (p1(ak), p2(bx)))

Mésrészt (p1xp2)((0,0)) definicié szerint azon parok halmaza, amelyek elsé kom-
ponense p;, mésodik komponense po reldciéban van a (megfelelSen A- ill. B-beli)
0 elemmel, s ez volt a mésik bizonyitandd.

28. Egyszerii algebra varietasban. Birkhoff szubdirekt felbontdsi tételébél
kévetkezik, hogy minden varietdsban van szubdirekt irreducibilis algebra (s ennél
valamivel t6bb is: bdrmely varietdst generdljdk a szubdirekt irreducibilis algebrdi).
Az az er6sebb &llitds azonban, hogy minden varietdsban van egyszer(i algebra, nem
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nyilvdnvald. Ha egy varietdsban van nemtrividlis (azaz egynél tobb elemfi) véges al-
gebra, akkor annak van maximdlis kongruencidja is, és az a szerinti faktoralgebréja
egyszeril algebra a tekintett varietdsban. Nem minden varietdsban van azonban
nemtrividlis véges algebra. Tekintsiik a nulldkbdl és egyesekbdl 4116 olyan megszam-
14lhaté sorozatok halmazédt, amelyekben csak véges szdmi egyes van. Vezessiink
be rajta egy bindris f miiveletet, a féstis egyesitést { f((ao,a1,...), (bo,b1,...)) =
(a0, bo,a1,b1,-..)), és két undris miiveletet, a pdros és a pdratlan indexii elemekbsl
8116 sorozatok képzését (e(ao,a1,a2,as,...) = (ao, as,...), o(ao,a1,a2,a3,...) =
(a1,as,...)). Megmutatjuk, hogy ez a C algebra olyan varietdst genersl, amely-
ben nincs nemtrividlis véges algebra. C-ben teljesiilnek a kovetkez8 azonossédgok:
(fle(z1),0(z1)),z1), (e(f(z1,22)),21), (o(f(z1,22)),z2). Ezek teljesiiluek tehdt
a C &ltal generdlt V varietds minden algebrdjiban. Legyen A € V. Megmu-
tatjuk, hogy A2 bijektiv médon leképezhets A-ra, ami lehetetlen, ha A egynél t6bb
elemil véges halmaz. A bijektiv leképezés (a1,az) — f(ai1,as). Az elsé azonossig
alapjan ez sziirjektiv, a mésik két azonossdghdl pedig kovetkezik, hogy ha két el-
empdér képe ugyanaz, akkor azok elsé és mdsodik komponense is ugyanaz, tehdt a
leképezés injektiv.

Ahhoz, hogy beldssuk egyszerii algebra létezését minden varietdsban, el6bb
egy — a szdéban forgd problémdétdl latszdlag tdvoli — Malcev tipusi tételt fogunk
bebizonyitani. Ez a tétel azokat a varietdsokat jellemzi, amelyek nemtrividlis alge-
bréiban nincs idempotens elem. Ilyen pl. a Boole-gylirlik varietdsa. (Meglep&en
hangzik, 18ssuk bel).

Tétel: Bdrmely V varietdsra o kévetkezd két dllitds ekvivalens:

(1) V egynél tobb elemd algebrdiban nincs idempotens elem.
(2) Van olyan n nemnegativ egész, olyan ti,...,t, terndris termek és olyan
fise- s fns 91, -+ ., gn undris termek, hogy V-ben teljesiinek az

(@1, t1 (21, %2, f1(21))),
(ti(z1, 22, 9i(21)), tiv1(z1, 22, fiva(21))) (E=1,...,n—1),
(tn(@1, 22, gn(21)))

azonossdagok.

Bizonyitds: (1) = (2). Ha a V varietds trividlis, (2) n = 0-val teljesiil.
Egyébként V egynél nagyobb rangi szabad algebrédinak szabad generdtorai kiilon-
bozék. Figyeljik meg, hogy V-beli algebra nemtrividlis részalgebrdja az algebra
egyetlen kongruencidjinak sem lehet blokkja, mert kiilénben a kongruencia szerinti
(nemtrividlis) faktoralgebra idempotens eleme lenne. Tekintsik az {y1,y2} szabad
generdtorrendszerti Fo V-szabad algebrdban az ;1 (egy) elem({ halmaz) dltal gen-
erdlt F'1 részalgebréat. Jelolje ¥ Fanek az Fj halmaz 4ltal generdlt kongruencidjét.
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Ennek egy blokkja tartalmazza Fi-et, s ezért részalgebra Fa-ben. Mint lattuk, ez
a blokk csak triviélis részalgebra lehet, és igy nem méds mint F» (egy elemi nem
lehet, mert akkor ; idempotens elem lenne Fo-ben). Nyertiik, hogy 9 a teljes
reldcié Fo-n. Ezért (y1,y2) € 9. ’

Amint a 9. fejezetben ldttuk, van olyan n természetes szdm, olyan zp =
Y1y 21+ -5 2n = Y2 € Fy elemek, olyan (u;,v;) € F? elempérok, és Fa-nek olyan
T1y...,Tn transzlacidi, hogy 7(u;) = 2zi—1, T(w) = z; ¢ = 1,...,n-re. Mivel
Fi-nek y1 egy elemil generdtorrendszere, az u;,v; elemek bizonyos f;,g; undris
termmiiveletek eredményei yi-en. A transzldciék szabélyos felirdsdra emlékezve
latjuk, hogy mindegyik 7; egy-egy v +— s;{y,w2(y1,%2),- .., Wk(y1,¥2)) alakban
felirhat6 leképezés, ahol s; alkalmas term, a wj-k pedig a transzldcidéban fel-
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haszndlt Fp-beli konstansokat — mint {y1,y2} generdtumaénak elemeit — el84l-

1it6 termek. Jeldlje t; = t;(z1, T2, 23) az 8;(z3, wa(x1,Z2),. .., Wk(T1,22)) termet.
Akkor Fa-ben teljesiilnek a kovetkezd egyenldségek: y1 == t1(y1, %2, f1(11)), (21 =
) t1(y1,y2, 91(y1)) = ta(y1, v2, f2(1))y --» ta(¥1,Y2, 9n(¥1)) = Y. Mivel y1,y2 V-

beli szabad algebra szabad generdtorai, a 23. fejezetben tett megdllapitds szerint
az ezen egyenl8ségek oldalaibdl képezett parok V-ben érvényes azonossigok.

(2) = (1). Tegyik fel, hogy az A € V algebrdnak van idempotens a el-
eme. Megmutatjuk, hogy A = {a}. Legyen b € A tetsz6leges. Képezzik
a (2)-ben felsorolt azonossigok két oldaldn &llé bindris termekhez tartozé ter-
mmiiveletek eredményét az (a, b) helyen. Felhaszndlva, hogy a idempotens, nyerjitk:
a=t1(a,b, f1(a)) (= t1(a,b,a)) =11(a,b,91(a)) = t2(a, b, f2(a)) = ta(a, b, g2(a)) =
- =tp(a,b,a) =tn(a,b, gn(a)) = b, amit bizonyitani kellett.

Az igért tétel mostmdar egyszeriien bizonyithato.

Magari tétele: Minden varietdsban van egyszerd algebra.

Bizonyitds: Ha a V varietdsban létezik egynél t6bb elemii A algebra idem-
potens a elemmel, akkor legyen b egy tovdbbi elem A-ban, és tekintsiik az a-ban
az {a, b} halmaz éltal generdlt B részalgebrdt. E részalgebra a-t és b-t szétvilaszté
kongruencidinak tartalmazds szerint részbenrendezett halrhaza eleget tesz a Zorn-
lemma feltételének, van tehdt koztik maximalis. Ha p ilyen, p egyben maximéalis
nemteljes kongruencidja is B-nek, mert ha p1 2 p és p1 # p, akkor (a, b) € p1, ezért
p1 a-t tartalmazé blokkja a-t és b-t tartalmazd részalgebra B-ben, azaz maga B,
tehat p1 teljes.

Ha pedig a V varietdsban egynél tobb elemii algebrdnak nincs idempotens
eleme, akkor tekintsiink V-ben egy egyetlen ¢ elem &ltal generdlt C algebrat, és
alkalmazzuk az fi,g; (¢ =1,...,n) termmiveleteket c-re: fi(c),...,gn(c). Legyen
most p C-nek maximélis olyan kongruencidja, amely ez utébbi elemek koziil
legaldbb kettdt szétvélaszt — a Zorn-lemma szerint ilyen is 1étezik. Ez a p max-
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imélis nemteljes kongruencidja C-nek, mert, ha p1 D p és p1 # p, akkor.az eléz6
tétel azonossdgai alapjdn, felhaszndlva a p1(f1(c)) = -+ = p1(gn(c) egyenldségeket
is, kapjuk, hogy C/pi-ben bdrmely d € C-re p1(c) = p1(d), azaz p; teljes.

Mindkét esetben taldltunk V-ben olyan algebrdt, amelynek van maximélis
nemteljes kongruencidja. A mdsodik izomorfiatétel szerint azonban algebra max-
iméalis nemteljes kongruencia szerinti faktoralgebrdja — amely, mint az algebra
homomorf képe, maga is V-ben van — egyszerti.

29. Modulusok varietasai. Legyen R tetszdleges egységelemes gylirti. Az M
algebrat R feletti modulusnak vagy roviden R-modulusnak nevezzilk, ha M alap-
miiveletei a kivetkezOk:

Osszeadds, amelyet a szokdsos mdédon jelélink, s amelyre nézve M Abel-
csoport (ezt a modulus Abel-csoportjdnak nevezziik);

az R elemeivel vald szorzdsok; ezeket egyvaltozds miiveleteknek tekintjik, s
az a € M elemnek az R-beli r elemmel valé megszorzdsa eredményét ar jeloh;

és ezekre a mfiveletekre — az Abel-csoportok azonossdgain til — az aldbbi
azonossagok teljesiilnek:

VreR (z+y)r=azr+yr,
Vr,s € R x(r+s) =ar+ s,
Vr,s€ R xz(rs) = (zr)s.

Ha ezeken kiviil az R-beli 1 egységelemre az z1 = z azonossig is teljesiil, akkor
azt mondjuk, hogy M unitér modulus R felett. Ha hangsilyozni akarjuk, hogy az
ar alakd miiveleti eredményekben az R gyliri elemét mindig jobbrdl frjuk (lehetne
kovetkezetesen mindig balrdl is), akkor a modulust jobbmodulusnak mondjuk.

A vektortér az unitér modulus speciélis esete: ha R test, akkor az unitér mod-
tekinthetiink az egész szdmok Z gyliriije feletti modulusnak; ha n # 0, akkor an je-
lentse |n| szdmi a vagy —a Osszegét aszerint, hogy n pozitiv vagy negativ, és legyen
mindig a0 = 0. A fentebbi azonossdgok ekkor ldthatdéan teljesiilnek. (A vektorteret
és az Abel-csoportot rendszerint balmodulusként frjuk, ami pl. az Abel-csoportok
esetében csupan annyit jelent, hogy az n tagi a+- - -+ a dsszeget an helyett mindig
na jeloli.) Tovabbs minden gylirlit tekinthetiink dnmaga feletti modulusnak; az
azonossagok egyszerlien a disztributivités és az asszociativitds miatt teljesiilnek. A
tovabbiakban modulusrdl beszélve mindig jobbmodulusra gondolunk. Ugyanigy,
mint vektorterekben, modulusokban is megmutathatd, hogy ha a = 0 vagy r = 0,
akkor ar = 0. (Vektorterekben a ,,csak akkor” is igaz, modulusokban azonban nem;
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gondoljunk egy zérusosztdt tartalmazé gytirlire, mint 6nmaga feletti modulusra.)
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Ha R egységelemes gylirii, az osszes R-modulusok osztdlya varietds, mert
azonosségokkal — ti. éppen a fentebbi azonossdgokkal — definidlhaté os-
ztdly. Jelolje Mp. Ebben az osztdlyban minden t(z1,...,2,) term &tirhatd
Z1ty + -+ + Tptp normélalakba (t1,...,t, € R), ami éppigy lathatd be, ah-
ogyan az adott test feletti vektorterek osztdlydra vonatkozé hasonlé 4llités. fgy
tehdt barmely egységelemes R-re az R-modulusokban a termfiiggvények éppena
(régzitett egylitthaté-sorozati) linedris kombindcidk képzését jelentik.

R-modulusok kongruencidi Abel-csoportjuknak is kongruencidi, ezért ezek
a modulus Abel-csoportjanak részcsoportjai szerinti osztdlyozasokhoz tartozd
ekvivalencia-reldciék. Nem minden K részcsoport szdlga’,ltat agonban kongruen-
cigt. Ehhez az kell, hogy a K részcsoport szerinti osztilyozds kompatibilis legyen
az R elemeivel valé szorzdsokkal is, tehdt barmely a € M és r € R esetén az
(a + K)r (= ar + Kr) halmaz is valamelyik K szerinti osztilyba tartozzék. Ez
igaz, ha K részmodulusa M-nek, mert ekkor Kr C K, és igy (a + K)r C ar + K.
Ha viszont a K részcsoport nem részmodulus, akkor van olyan 7 € R és k € K,
hogy kr ¢ K. Mésrészt 0 € K és Or =0, igy a K szerinti osztalyozds K (= 0+ K)
osztélydnak elemei r-rel valé szorzdsnél legaldbb két kiilonbozo osztélyba keriilnek,
tehét az osztélyozéds nem kompatibilis. Nyertiik, hogy modulus kongruencidi éppen
a részmodulusal szerinti osztélyozdsokhoz tartozé ekvivalencia-reldciék. Bérmely
M modulus minden @ kongruencidjdhoz létezik tehdt M-nek egyetlen olyan K rész-
modulusa, hogy K a # kongruencidnak (hosszadalmasabban mondva: a 6 kongru-
encidhoz tartozé osztlyozdsnak) osztdlya; azért egyetlen, mert kiilonb6z6 részmod-
ulusok szerinti osztélyozas is kiilonboz8. Mésrészt M minden K részmodulusédhoz
1étezik M-nek egyetlen olyan 6 kongruencidja, amelynek K osztdlya, ti. a K sz-
erinti osztdlyozéshoz tartozd ekvivalencia-reldcid; azért egyetlen, mert kiilonbézd
osztélyozdsok nem lehetnek ugyanazon részmodulus szerinti osztalyozésok.

30. A modulus-varietdsok jellemzése. Bérmely A algebra esetén feleltessiik meg
egymésnak A egy részalgebrajit és egy kongruencidjdt, ha az a részalgebra annak a
kongruencidnak osztélya. Nevezziik ezt (az A részalgebréi és kongruencidi kbzotti)
természetes megfeleltetésnek. A természetes megfeleltetés dltaldban nem bijektiv
Sub(A) és Con(A) kézott; gondoljuk meg ezt a harmadfoki teljes permutdcidc-
soport példdjén (s keressiink olyan példét is, amelyben csak trividlis részalgebra
van, de sok kongruencia). Az el8z8 fejezetben azonban beldttuk, hogy abban az
esetben, amikor A modulus, ez a megfeleltetés bijektiv Sub(A4) és Con(A) kozott.
E megfigyelésiink nem fordithaté meg; ellenpélda az Q = {1, —1,4,—1, j, —j, k, —k}
csoport, az in. kvaternidcsoport, amelynek elemei a kvaternié-ferdetest egységei,
a szokésos kvaterniészorzdssal. Hogy errdl meggy6z6djink, keressik meg () részc-
soportjait, és mutassuk meg, hogy mindegyik normdloszté. Emellett azt is meg
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tudjuk mutatni, hogy nem létezik olyan modulus, amely ekvivalens @Q-val.

Valéban, tegyik fel, hogy létezik olyan R egységelemes gylirti, hogy a
@ kvaternidcsoport ekvivalens egy R-modulussal. FEnnek a modulusnak a
kvaternidcsoport-beli szorzds term-miivelete, van tehat olyan ry, 2 € R, hogy min-
den z,y € @Q-ra z oy = xr; + yro (megkiilonboztetésil a gylirielemekkel vald
szorzasoktdl, a kvaternidesoport szorzdsat kordcskével jeloltik). Feltevésiinkbsl
gy jutunk majd ellentmonddshoz, hogy beldtjuk, hogy a @ kvaterniécsoport
szorzasa ugyanaz a miivelet, mint a () modulus Gsszeaddsa, és ez lehetetlen, mert
a kvaternidcsoport nem Abel-csoport. Azt nem tudjuk, hogy a ¢ modulusban
melyik elem az additiv egységelem; mindenesetre ezt az elemet 0-val fogjuk jeldlni.
Rogzitett b € Q-ra az a — a o b leképezés a @ halmaznak permutdciéja. Ha
b = 0, ez a leképezés éppen az ri-gyel vald szorzds a @@ modulusban, tehit
az ri1-gyel vald szorzds permutdcié. Ugyanigy lathatd be, hogy az ro-vel vald
szorzds is. Ezért létezik olyan s,t € @, hogy sr1 = 0,trs = 0. Akkor minden
a6 € Qraar; = ar; +trs = aot és ars = sry + are = soa. Specidlisan,
Qot=0r; =0, so0 =0ry =0, s innen kovetkezik, hogy s és ¢t mindegyike a
kvaterniécsoport egységeleme. Nyerjitk minden a, b € Q-ra:

aob=ary+bro=(aot)+ (sob)=a+b.

Példank mutatja: abbdl, hogy egy A algebrdn a természetes megfeleltetés
bijektiv, nem kovetkezik, hogy A ekvivalens valamely modulussal. Varietdsokra
azonban szerencsésebb a helyzet: alkalmas (és természetes) médon definidlva vari-
etdsok ekvivalencidjat, érvényes a kovetkezd

Tétel. A természetes megfeleltetés akkor és csak akkor bijektiv egy V varietds min-
den algebrdjdn, ha létezik olyan R egységelemes gyirid, hogy V ekvivalens az dsszes
R-modulusok Mg varietdsdval.

Bizonyitds. A feltétel elegends, mert teljesiilése esetén ¥V minden A algebrdja
ekvivalens egy M R-modulussal (ugyanazon az alaphalmazon), s igy A és M
részalgebrai ugyanazok a halmazok, tovdbba A és M kongruencidi ugyanazok az
ekvivalencia-reldcidk.

A sziikségesség igazoldsdhoz tegyik fel, hogy V minden algebrdjin a ter-
mészetes megfeleltetés bijektiv. Eldszor beldtjuk, hogy V-ben van poldris miivelet.
Jeldlje Fi, a megszdmldlhaté rangd V-szabad algebrdt az {z1,z2, ...} szabad gen-
erdtorrendszerrel. Az F, algebrdn az egyenl6ség-kongruencidnak létezik egyetlen
olyan osztdlya, amely részalgebra. Van tehdt olyan ¢ = t(z1,...,2,) V-term,
hogy minden f = f(z1,...,2,) V-termre f(¢,...,t) = t. Megmutatjuk, hogy a
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t termfliggvénynek nincs lényeges véltozéja V-ben. Tegyiik fel, hogy pl. az els6

véltozdja lényeges és tekintsik a t' = t(zny1,%2,...,Tn) termet. Ekkor ¢t = ¢
nem azonossag, tehdt ¢ # t’ Fuo-ben. Mésrészt minden f termre f(t/,...,t") = ¢
Fyo-ben, mert ez az egyenlbség f(t,...,t) = t-b8l az z1 — T,41 helyettesitéssel

all el8. Eszerint ¢ is részalgebra Fio-ben, tehdt ott az egyenldség-kongruencidnak
két kiilonboz6 osztélya is részalgebra, ellentmondédsban a természetes megfeleltetés
bijektiv voltdval. Hasonldéan igazolhatd, hogy a t termfiliggvény més valtozéitdl sem
figg V-ben. Kaptuk, hogy a t termfiiggvény poldris miivelet V-ben. A tovdbbiak-
ban ¢ helyett 0-t frunk.

Sziikséglink lesz két segédtételre:

1. Ha az A algebrdn a természetes megfeleltetés bijektiv, akkor o természetes
megfeleltetés izomorfizmus a Sub (A) és Con (A) hdldk kézdtt.

A bizonyitdshoz legyen B részalgebra A-ban, és jeldlje  azt a kongruencidt
A-ban, amelynek osztdlya a B halmaz. Akkor § egyben a legszlikebb olyan kongru-
encia is A-ban, amelynél B minden eleme ugyanabba az osztdlyba tartozik. Ezért
f B-bdl a részhalmazokra vonatkozé Malcev-lemma segitségével kaphaté meg. Ha
C A-nak B-nél b6vebb részalgebrija, és C a « kongruencidnak osztdlya, akkor a
Malcev-lemma mutatja, hogy v bbvebb, mint 3. Eszerint a természetes megfelel-
tetés monoton (azaz tartalmazdst megérz6) bijekeié a Sub (A4) és Con (A) hélék
kézott. Altaldnosan igaz azonban, hogy hélénak héléra vald bijektiv és monoton
leképezése izomorfizmus (igazoldsa egyszeril).

2. Legyen a 'V varietds minden algebrdjdn a természetes megfeleltetés bijektiv.
Ho AeV,B,C <A BnNnC ={0}, és[BUC] = A, akkor A =2 B x C, és
létezik olyan ¢ : A — B x C szirjektiv izomorfizmus, amelynél minden b € B-re
o(b) = (b,0), és minden c € C-re ¢(c) = (0, ¢).

A bizonyitdshoz most is jeldlje B ill. v azokat a kongruencidkat A-ban,
amelyeknek osztélya a B ill. C részalgebra. Beldtjuk, hogy minden a € A-
hoz létezik egyetlen olyan a, € B, hogy avyap, és ugyancsak egyetlen olyan
ac € C, hogy aflac. Van olyan t, = to(Z1,-- ., Tk, Tht1,-- -, Tktt) V-term, hogy
a =tg(b1,... b5, Cht1,--.,Cryt). Ekkor

G’Yta(b]_,-..,bk,o,---,O) EBa

aﬂta(oa .50, ck+lav' LR ck+l) eC.

Igy a keresett elemek ap = ta(b1y. ..y b5,0,...,0), ac = t4(0,...,0,Cht1,- -y Chtl)-
Tekintsiink két olyan elemet B-ben, amelyek a v reldciéban vannak a-val. Ezek
a v|p reldciéban vannak, amely B-nek kongruencidja, s {0} az egyetlen olyan os-
ztdlya, amely részalgebra. Ezért «v|p az egyenléség-reldcié B-n, igy a tekintett két
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elem egyenldé. Nyertiik, hogy ap valdban egyértelmiien meghatdrozott. Ugyanigy
igazoljuk a. unicitdsdt. Mind az a — ap, mind az a — a. leképezés homomorf
(gondoljuk meg).

Legyen ¢(a) = (ap,ac). Megmutatjuk, hogy ¢ a keresett izomorfizmus. Ha
w(a) = p(a’), akkor a(BNy)a’ és az 1. segédtétel szerint fNy az egyenldség-reldcid,
igy a = o/, tehét ¢ injektiv. A @ leképezés definicidéjdbdl kévetkezik, hogy b € B-re
o(b) = (b,0), és ¢ € C-re p(c) = (0,c). Azt, hogy ¢ a miiveletekkel felcserélhets,
egyszerliség kedvéért egy kétviltozds * miivelet példdjin mutatjuk be:

w(a) *p(a’) = (ap, ac) * (ay, al) = (ap * ap, ac *a,) = ((a*a’)p, (axa’)c) = p(a*a’).

Még azt kell beldtnunk, hogy ¢ sziirjektiv. Mint latjuk, ¢(4) = {p(a)|la € A} A-
val izomorf részalgebrija a B x C direkt szorzatnak, igy tekinthetjiik tehdt, hogy
A be van dgyazva B x C-be. E bedgyazdsban B-t a (B,0) = {(b,0)|b € B},
C-t pedig a (0,C) = {(0,¢)lc € C7} részalgebra jelenti. Feltevésiink szerint
[(B,0) U (0,0)] = @(4). Mésrészt B x C € V, ezért B x C-n is bijektiv a ter-
mészetes megfeleltetés. A (B,0) részalgebra annak a kongruencidnak osztilya,
amelyben akkor van két elempér, ha mésodik komponensik ugyanaz, (0,C) pedig
azé, amelyet a megegyez6 elsé komponensi elempérok alkotnak. E két kongru-
encia egyesitése a teljes kongruencia, azaz a Con (B x C) hélé egységeleme, mert
bérmely parbél barmely mésik par megkaphaté két 1épésben gy, hogy az els6
lépésben az elsé komponenst, a masodikban a mdsodikat hagyjuk valtozatlanul.
Az 1. segédtétel szerint ekkor ennek a két kongruencidnak megfelels részalgebrak
[(B,0) U (0,C)] egyesitése a Sub (B x C) hdléban ugyancsak az egységelem lesz,
vagyis [(B,0) U (0,C)] = B x C. Ezért p(A) = B x C, tehdt ¢ valéban sziirjektiv,
s ezzel a 2. segédtétel bizonyitdsa kész.

Jelolje F, az n rangd V-szabad algebrdt az {zi,...,z,} szabad geners-
torrendszerrel. Jegyezzik meg, hogy Fpn-ben az Fi = [z1],[z2],...,[®n] részal-
gebrdk mind izomorfok. Megmutatjuk, hogy F, izomorf Fi n példdnydnak
[£1] X -+ X [z,] direkt szorzatdval, és van Fn-nek [z1] X -++ X [z,]-re vald olyan
@ izomorfizmusa, amelynél minden t(z1) termre és minden i-re (i = 1,...,n)
o(t(z;)) = (-..,0,¢(2;),0,...), ahol a jobb oldalon t(x;) az i-edik helyen dll
(Tlyenkor réviden azt fogjuk mondani, hogy ¢ kielégiti az undris term-feltétels.)
Allitdsunk nyilvdnvalé n = 1-re. Tegyiik fel, hogy Fn_1 & [z1] X --- X [zn—1],
és az unéris term-feltételt kielégit6 x sziirjektiv izomorfizmus létezik. Alkalmaz-
zuk Fp-re és két részalgebrdjdra, F,_i-re és [z,]-re a 2. segédtételt. E két
részalgebra metszetében levd (f(z1,...,%n-1) = g(z,) alaki termek lényegileg
0-véltozdsak V-ben. Ha létezne e metszetben két kiillonb6z6 elem, akkor ezek az
elemek (pl.) [z,] minden részalgebrdjédban benne lennének, s igy az egyenlSség-
reldcié egyetlen osztdlya sem lehetne részalgebra, ellentmonddsban a természetes
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megfeleltetés bijektiv voltdra vonatkozd feltevéssel. Ezért a két részalgebra met-
szete {0}. Egyesitésik F,, részalgebra-hdléjdban nyilvinvaldan F,,. A 2. segédtétel
szerint Fy, & F,_1 X [z,], és van olyan v : F,, — Fp_1 X [z,] sziirjektiv izomor-
fizmus, hogy minden f = f(z1,...,Zn—1) € Fn_1-re Y(f) = (f,0), és minden
t = t(zn) € [zn]-re ¥(t) = (0,t). Minden g = g(z1,...,%n) € Fp-hez rendeljiik
a ©(g) =(91,- - 9n—-1,gn) elem-n-est, ahol g1,...,gn—1 ¥(g) els8 komponense x
melletti képének komponensei, g, pedig ¥(g) mésodik komponense. Mivel 9 és x
sziirjektiv izomorfizmusok, ¢ is az lesz, és ellen8rizhetd, hogy kielégiti az undris
term-feltételt is. Az F,, szabad algebrdnak az [z1] X .-+ X [z,] direkt szorzatra
valé most lefrt (sziirjektiv, és az undris term-feltételt kielégitd) izomorfizmusst a
rovidség kedvéért kanonikus izomorfizmusnak nevezzik.

Az el8z6 szdmolds megmutatta, hogy V-ben a véges rangd szabad algebrdk
1 ranguak direkt szorzatai. Ezt felhaszndlva most mdr nem nehéz megtaldlni V-
ben az Osszeadds szerepét jatszo miiveletet és felépiteni azt a gyliriit, amely feletti
modulusokkal ekvivalensek a V-beli algebrak. Mint igazoltuk, létezik Fh-nek ¢
kanonikus izomorfizmusa [z1] X [z2]-re . Legyen p = p(z1,22) az az eleme Fs-nek,
amelyre o(p) = (z1,22). Irjunk p(z1,22) helyett a tovdbbiakban z; + ma-t, és
nevezzilk a p termmiiveletet Gsszeaddsnak.

Megmutatjuk, hogy 0 az Osszeaddsra vonatkozdan egységelem, tovdbbé az
Osszeadds asszociativ és kommutativ. Ervényes

(21, 22) = p(z1 + 32) = p(21) + (z2) = (21,0) + (0, 22) = (21 + 0,0+ 72),

ahonnan z; +0 = z1 és 0+ z1 = z1. Ezutdn tekintstik Fj kanonikus izomorfiz-
musét [z1] X [z2] X [23] X [z4]-re. Nem okoz félreértést, ha most ezt jeldljiik ¢-vel.
Beldtunk az Gsszeaddsra egy olyan azonossdgot, amelybSl az asszociativitds és a
kommutativitds is kovetkezik.

(z1 + z2) + (23 + 24) = 07 (((@1) + p(22)) + (p(23) + p(z4)))
= 1,0_1(((2:1,0, 0,0) + (0,22, 0,0)) + ((0,0,23,0) + (0,0,0, z4)))
= ¢~} ((z1,22,0,0) + (0,0, z3,74))
= (,0_1(11:1, T9, T3, .’E4),
és ugyanilyen médon kapjuk, hogy (z1+z3)+(®2+%4) = ¢~ (21, T2, T3, T4). Innen
kapjuk az
(21 + 22) + (z3 +24) = (1 + 3) + (T2 + 24)

azonossagot. Ha ebben x5 = 0-t helyettesitiink, az Gsszeadds asszociativitdséat, ha
pedig 1 = 74 = 0-t, akkor az Osszeadds kommutativitdsat kapjuk.

Megmutatjuk, hogy V algebrdiban az osszeaddsra vonatkozéan minden elem-
nek van inverze, és azt minden algebrédban ugyanaz a term jel6li ki. Olyan r = r(z1)
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termet kell tehdt taldlnunk, amelyre az 1 + r(z1) = 0 azonosség teljesiil. Ebbél a
célbdl tekintsik Fz-nak az S = (1,29 + z3, %3] részalgebrijét. A V-re vonatkozé
feltevés szerint S F3 valamely kongruencidjdnak osztalya, ezért a Ljapin—-Malcev-
lemma szerint minden 7 egyvéltozds polinomfiiggvényre vagy 7(S) C S, vagy
7(8) NS = 0 igaz. Tekintsik F3-on a 7 : a — Zs + a egyvaltozds polinomfiig-
gvényt. Akkor z3 € S és 7(z3) = zo + z3 € S, ezért z1 € S-b8l kdvetkezik
7(z1) = z2 + z1(= =1 + z2) € S. Létezik tehdt olyan s = s(z1,22,23) V-term,
hogy z1 + 22 = s(z1, %2 + 3, %3).

Az additiv inverz megkereséséhez és a tovdbbi meggondoldsokhoz sziikségiink
lesz egy azonossdgra (pontosabban azonosség-seregre). Megmutatjuk, hogy minden
n-re és minden ¢ = t(z1,...,2,) V-termre a

tH(z1,...,2n) =t(21,0,...,0) + ¢(0,22,0,...,0) + - - +£(0,...,0,2,)

azonossag teljesil V-ben. Ez azt jelenti, hogy minden n-dris term felbonthatd
n szdmy undris term Osszegére. Jeldlje ¢ B, kanonikus izomorfizmusdt [z;] X
-+« X [zp]-re. Elegendd beldtnunk, hogy az igazolanddé azonossig két oldaldnak
© melletti képe ugyanaz. Figyeljiik meg, hogy a kanonikus izomorfizmusndl F,,

x1+ -+ 2, elemének képe (21, ...,2y,), és dltaldnosabban, tetszéleges us, . .., Un
undris termekre ui(z1) + - - - + un(zn) képe (u1(z1),...,un(zs)). Ezt alkalmazva
nyerjik:

@(71), ..., ¢(zn))
(:1:1,0,...,0),(0,z2,0,...,0),...,(0,...,0,zn))

= (t(z1,0,...,0),£0,22,0,...,0),...,%0,...,0,z,))

= @(t(z1,0,...,0) + (0, 22,0,...,0) + -+ + (0, ...,0, Zn).

o(t(z1,...,20)) =t

A most igazolt azonossdgot nevezzik felbontdsi azonossdgnak. Azt az eldzd
azonossigot, amely az Osszeaddst a Ljapin—Malcev-lemma segitségével kapott s
termmel fejezi ki, a kdvetkezd alakba irhatjuk 4t a felbontdsi azonossdg segitségével:

z1 + 22 = 8(21,0,0) + (0, 22 + z3,0) + s(0,0, z3)

= s(z1,0,0) + s(0, z2,0) + s(0, z3,0) + (0,0, z3).
Legyen ezittal ¢ Fs-nak [z1] X [z3] X [z3]-ra valé kanonikus izomorfizmusa.
Azonossdgunk két oldaldnak ¢ melletti képe ugyanaz. Részletesen:

(%1, 22,0) = (s(z1,0,0), 5(0, z2,0), s(0, 3,0) + s(0,0, z3)).

Innen — t6bbek kozétt — kovetkezik az s(0,z1,0) = 21 és az §(0,z1,0) +
5(0,0,z1) = 0 azonossdg, amelyek egybevetésével kapjuk, hogy =1 +5(0,0,z;) = 0.
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A keresett 71 (z1) term tehdt nem mds, mint s(0,0,z;). fgy a V-beli algebrékban az
osszeaddsra vonatkozéan minden o elemnek van inverze, mégpedig s(0,0,a). Ezzel
azt is beldttuk, hogy az dsszeaddsra nézve V algebréi Abel-csoportok.

A felbontédsi azonossdg mutatja, hogy V-ben minden term legfeljebb egy
generatort tartalmazd termek Osszege, s ezért minden termfliggvény lényegileg
legfeljebb egyvaltozds termfliggvények Osszege. Gondoljuk meg, hogy barmely
egységelemes R gyliril feletti Gsszes unitér jobbmodulusok varietdsdban az egyval-
tozds termfliggvények éppen az R elemeivel vald szorzasok, és az R kiilénb6zs ele-
meivel vald szorzdsok kiilonboz8 termfliiggvények (ha ugyanis 71,72 € R és r1 # 7o,
akkor R-ben, mint R-modulusban, 1r; # 1ry). Ez adja az Otletet, hogy azt az
egységelemes gylirlit keresve, amely feletti unitér jobbmodulusok varietisa ekvi-
valensnek bizonyul majd V-vel, V legfeljebb egy generdtort tartalmazd kiillonbozé
termjeire gondoljunk. FEzek Fy kiilonb6z6 elemeivel jelolheték. Az eddigiekben
maris lattuk, hogy Fy az Osszeadds miiveletével — vagyis az f+ g = (f+g)(z1) =
f(z1) + g(z1) miivelettel — Abel-csoport. A szorzdst Fi-ben termek szuperpozi-
ciéjéval (egymésba helyettesitésével) definidljuk: fg = (fg)(z1) = g(f(z1)). Ez a
miivelet nyilvdnvaléan asszociativ, tovdbbd az Osszeaddsra nézve disztributiv: ha
[, 9,h(= h(z1)) € Fi1, akkor

((f + 9)h)(z1) = B((f + g)(z1))
= h(f(z1) + 9(z1)) = (fR)(z1) + (gh)(z1) = (fh + gh)(z1),

és hasonldan kovetkezik a mésik oldali disztributivitds is. fgy tehat I a bevezetett

o

két miivelettel gylirli, amelynek egységeleme az z; undris term. Jelolje ezt a gylir(it
R.

Megmutatjuk, hogy V-ben minden A algebra R-modulus, ha benne az 6sszead-
4st a fentebb vizsgédlt médon, az R elemeivel vald szorzdsokat pedig minden a € A-
ra és f € R-re az af = f(a) szabdllyal értelmezzilk. Az eléz8kben mér 14ttuk,
hogy A az Gsszeaddsra nézve Abel-csoport. Teljesiilnek a modulus-azonossdgok is:
minden a,b € A-ra és f,g € R-re '

a(f +9) = (f +g)(a) = f(a) + g(a) = af + ag,
(a+b)f=fla+b)=fla+0)+ f(0+0b) =af +bf,
a(fg) = g(f(a)) = g(af) = (af)g,

al = (Z1|z,=0) = a.

A felbontdsi azonossig szerint V-ben minden f(z1,...,%,) term z1f; + -+ +
Znfn(fi € R) alakban is frhatd, tehat a V-termek egyben Mp-termek is. Més-
részt nyilvanvald, hogy az M p-termek mind V-termek. Még azt kell észrevenniink,
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hogy ha f = g azaz f(z1,...,2n) = 9(21,...,%,) azonosan teljesiil V-ben, akkor
ennek az azonossignak az z1f1 + -+ Tnfn = 2191 + - + Tn fr alakjdban f; = g;
igaz i = 1,...,n-re. Ez F; € V-ben a3, = 6F,k = 1,...,n helyettesftéssel lithaté
be. Ezzel a bizonyitds kész.

31. Klén.  Tekintsiink egy adott tipusi A algebrdt. A Osszes termmiiveleteinek
halmaza is, Gsszes polinommiiveleteinek halmaza is rendelkezik a kovetkezd két
tulajdonsiggal:

(1) Tartalmazza az Gsszes projekcié-miiveleteket.

(2) Zért az Gsszetett fliggvények képzésére nézve.
A (2) tulajdonsig részletesebben a kovetkezdt jelenti: Ha f n-dris (pl.) ter-
mmfivelet, g1,..., g, pedig k-dris termmiiveletek, akkor

(a1,...,a) = f(g1(a1,...,ax),...,gn(as,...,ax))

is (k-4ris) termmiivelet. Ilyen fogalmazdsban (2) nyilvdnvalé a termek és
termmiiveletek definiciéjabsl. (Osszetett fliggvények belsd fliggvényeit mindig
tekinthetjik megegyez6 aritdstnak; pl. 2y + sinz médsodik belsé fliggvényét is
tekinthetjiik kétviltozds fliggvénynek, ti. olyannak, amely csak az elsé vdltozdjatdl
fiigg.) Miiveletekbél Ssszetett fliggvény képzését szokds a miiveletek szuperpozi-
cigjdnak vagy kompozicidjinak is nevezni.

Adott halmaz mfiveleteinek az (1) és (2) tulajdonsdggal rendelkezd C' hal-
mazat klonnak nevezziik. Néha szlikséges lehet klén helyett midveletklont mondani
(mert a klén sz6t miiveleteken kiviil més algebrai objektumokra is alkalmazzuk).

A fenti két tulajdonséga szdmos més miivelethalmaznak megvan. Példék:

— Az Osszes miiveletek egy adott A halmazon (A teljes miveletklonga, jele O4).

— Az Osszes (akdrmilyen aritdst) projekcidk (ugyanott).

— Az Gsszes folytonos (akdrhdny véltozds, valds értékill) valds fliggvények.

— Az &sszes (minden véltozéjukban) monoton névd valés fiiggvények.
Tovébbi, algebrai jellegli példékat kapunk, ha tekintiink egy tetszéleges M halmazt,
s annak egy nemtrividlis K részhalmazdt (vagy egy nemtrividlis p kongruencidjét),
s mindazon f miveleteket vessziik M-en, amelyekre vonatkozdan K részalgebrédja
(ill. p kongruencidja) az (M, f) algebrdnak. Azt, hogy K részalgebrdja (M, f)-nek,
szokds dgy is kifejezni, hogy K zdrt f-re nézve, vagy, f megérzi K-t.

A C Kklénban levs k-dris miiveletek halmazdt a kién k-adik emeletének
nevezziik és Cg-val jeloljiik. A szuperpozicié tekinthet8 a klén elemein (azaz
miiveleteken) végzett dltaldnositott miiveletnek: mig az M halmazon értelmezett
miivelet M™-nek M-be vald leképezése (egy bizonyos n-re), addig a szuperpozicié
Cn X C} leképezése Ci-ba (minden n-re és k-ra). Ennek megfeleléen az (uni-
verzélis) algebra-alapfogalmai klénokra is alkalmazhaték. Klén részkldnjdn olyan
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részhalmazét értjik, amely maga is klén (azaz tartalmazza a projekcidkat és zdrt
a szuperpoziciéra nézve). Klén Osszes részklénjai lezdrasi rendszert, s ezért teljes
halét alkotnak. E halé atomjait és dudlis atomjait (azaz duélis héldjanak atomjait)
megfeleléen minimdlis ill. maximdlis kidnoknak nevezzik. Adott C klén generd-
torrendszerén C elemeinek olyan F halmazédt értjiik, hogy F-beli miiveletekbél
és projekci6kbdl barmely C-beli elem (azaz miivelet) elésll véges szdmi szuper-
poziciéval. Barmely algebra alapmiiveletei generdtorrendszerét képezik az algebra
termmiiveletel klénjdnak; az Osszes (egyvéltozds) konstans fiiggvényekkel egyiitt
pedig az algebra Gsszes polinommiveleteinek a klénjat generaljdk. Miiveletek adott
F halmaza &ltal generdlt klén — az algebrdk esetéhez hasonléan — tgy is jelle-
mezhetd, mint az F-et tartalmazé Osszes klénok metszete, vagy mint az F-et tar-
talmazd legsziikebb klén. A minimélis és maximdlis klénok pedig a generdlds segit-
ségével is jellemezhetdk. C' minimélis klén, ha tartalmaz nemprojekciét, és minden
benne 1év8 nemprojekeidé generdtorrendszere; C maximdlis klén, ha nem az 6sszes
miiveletek klénja, de barmely hozzd nem tartozé miivelettel egyiitt mar az Gsszes
miiveletek klénjit generdlja.

Legaldbb két elemil véges halmaz klénjainak haldja végtelen, de legfeljebb
kontinuum szdmossdgd, mert véges halmazon csak megszdmlalhatéan végtelen
kiilonboz8é miivelet van. A kételemii halmaz klénjai alkotta halét Post-hdlonak
nevezzik (els teljes leirdsdt Post adta 1921-ben). A Post-hélé megszédmlélhatéan
végtelen; ennek az egyszerili ténynek nem ismeretes egyszerii bizonyitdsa.

Janov-Mucsnyik-tétel: Legaldbb hdrom elemd véges halmaz klonhdldja kontin-
wum szdmossdgu. A tekintett halmaz legyen k = {0,1,...,k—1}. A bizonyitdshoz
megadunk egy olyan megszdmldlhatéan végtelen M miivelethalmazt, amelynek
egyetlen miivelete sincs benne az Gsszes tobbi M-beli miiveletek dltal generdlt klén-
ban. Ekkor M kiilonbozd részhalmazai kiilénb6zd klénokat generdlnak.

Alljon M az 6sszes f; mitveletekbél (1=2,3,...), ahol

— f1 aritésa 1,
— ai,...,a; € M-re fi(a1,...,a;) =1, ha egy kivétellel mindegyik a 2, a kivéte-

les a pedig 1,

— fila1,-..,a;) = 0 minden mds esetben.

Léthatéan minden f; lényeges aritédsa ¢ (azaz f; értéke ténylegesen fiigg min-
degyik véltozéja értékétdl) Jeloljik M;-vel az M-bél f; elhagydsdval keletkezd
miivelethalmazt. Tegyiik fel, hogy valamely i-re fi;-t tartalmazza az M; altal gen-

erdlt klén. Akkor van olyan j, és vannak olyan g,. .., g; termmiiveletek M; felett,
hogy
(*) fi(= filza, .- %)) = fi (91, .-+, 95)-

Kiilonboztessiink meg harom esetet:
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(1) Hagz,...,g; mind projekcidk, akkor kdzottitk nem fordulhat elé -nél nagyobb
indexf{l projekcié. Nem lehetséges tovdbbd i > j, mert ekkor f;-nek i-nél
kevesebb lényeges viltozdja lenne. Ezért j > i, s igy az f; argumentumédban
all6 projekcidk kozott vannak egyenldk. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil
felteheté g1 = g2 = z;. Ha most (%)-ba z1 = l-et s zo = ... = z; = 2-¢
helyettesitiink, akkor a baloldal értéke 1, a jobboldalé 0; ellentmondés.

(2) Ha csak egyetlen g — mondjuk, g1 — nem projekeid, és go = z, akkor (*)-ba
z; = 1l-et, minden mds valtozdba 2-t helyettesitve ugyanazt az ellentmondést
kapjuk, mint az eldz8 esetben.

(3) Ha legaldbb két kiilsnbdz ¢ — mondjuk, g1 és g2 — nem projekcid, akkor

megint az 1 =1, 23 = ... = z; = 2 helyettesités vezet ellentmonddsra.

32. Primal algebrdk. Ha egy véges (A, F) algebra termmiiveleteinek klénja
O4 (vagyis az algebra alaphalmazédn értelmezhetd minden miivelet termmivelet),
akkor (A, F)-et primdl algebrdnak nevezziik. Az olyan algebrit pedig, amelynek
alaphalmazén minden lehetséges miivelet polinommiivelet, fiigguényteljes algebra-
nak mondjuk. A polinomok és termek kozotti kapcsolat mutatja, hogy ha egy
figgvényteljes algebraban minden undris konstans miivelet termmiivelet, akkor az
az algebra primdl. Jegyezziik meg, hogy ha egy klén tartalmazza az undris kon-
stans miiveleteket, akkor barmely n-re tartalmazza az n-dris konstans miiveleteket
is, ti. az undris ¢ konstans miveletet kiils6 fiiggvényként szuperponélva barmelyik
n-aris projekciéval az n-aris ¢ konstans miveletet kapjuk.

Minden véges test fliggvényteljes. Ezt a tényt a klasszikus algebra Lagrange-
féle interpoldcids tétele szokdsos bizonyitdsdnak gondolatdt utdnozva ldthatjuk
be. Azt a bizonyitdst megvizsgélva kivdlaszthatjuk a bizonyitds sordn ténylege-

w4

sen haszndlt feltevéseket, s igy a kdvetkez6 dltaldnosabb megdllapitdst kapjuk:

Werner—Wille-lemma: Ha egy A halmazon o + és - mivelet, valamint a
0,1 € A elemek olyanok, hogy 0 egységeleme +-nak és zéruseleme --nak, mig
1 egységeleme --nak, akkor bdrmely A alaphalmazi algebra, amelynek polinom-
miveleter kozott ott van + és -, valamint A minden elemének o karakterisztikus
fiigguénye, fligguényteljes.

A bizonyitdshoz jeldlje ¢ € A karakterisztikus fliggvényét x, (ez undris
miivelet, amelyre x,(z) = 1, ha z = a; mésutt x,(z) = 0), tovdbbd jeldlje
(a1,...,as) karakterisztikus fliggvényét A™-ben X(q4,,..,q0,) (6z n-dris!). Akkor
bérmely rogzitett (aq,...,a,) € A%re

k]

HXai (551) = X(al,...,an)(xla cee ,xn)a

i=1



38. Mazimdlis klénok 55

tovabbé barmely n-aris miiveletre A-n és tetszdleges (b1, ...,by) € A™-re
f(bla‘“z&n): Z f(afla“'aa'n)'X(al,...,an)f(bla'--abn)a
(@1y..,an)EA™

ahol f(ai,...,a,) n-dris konstans miivelet; ui. ekkor a jobboldalnak egyetlen
nemzérus tagja van, és az f(b1,...,bn).

A véges testek fliggvényteljessége a Werner—Wille-lemma specislis esete, mert
véges testben az elemek karakterisztikus fiiggvényei polinommiiveletek: % elemii
testben minden z testelemre x,(z) = 1—(z—a)*. (Alkalmazzuk a csoportelméleti
Lagrange-tételt a test multiplikativ csoportjdra.)

A kovetkez6 tétel mutatja, hogy bdrmely véges halmaz teljes miiveletklénji-
nak 1étezik egyetlen miiveletbél 4116 generdtorrendszere. Az ilyen miiveletet Sheffer-
midveletnek nevezzik. (Sheffer kételemii halmazon taldlt ilyen miiveletet, tehdt az
Gsszes Boole-fiiggvények kézott — azaz a {0,1} halmaz teljes miveletklénjdban —
taldlt egyelemi generdtorrendszert.)

Webb tétele: A {0,1,...,m — 1} halmazon
aob=max{a,b} +1 (mod m)

Sheffer-miivelet.

A bizonyitdshoz elegendd megmutatni, hogy a o miivelet dltal generdlt klén
tartalmaz a Werner—-Wille-lemma feltételeinek eleget tevd + és - miiveleteket, és tar-
talmazza az Osszes konstans miiveleteket, valamint 0,1,...,m — 1 karakterisztikus
fliggvényét (az utébbiakban az 1 elem szerepét m — 1 tolti be). Azt latjuk be,
hogy mindezek termmiiveletek az egyetlen o alapmfivelet felett. Jelolje p az x oz
termet. Akkor p(z) az x + 1 (mod m) miivelet, és p™ !(z o y) = max{z,y}. A
maximum-miivelet tehdt termmiivelet, emellett teljesiti a -+-ra kirétt feltételeket.
A ¢ konstans miiveletet a p¢™!(max{z, p(z),...,p™ 1 (z)}) termmiivelet adja, mig
¢ karakterisztikus fliggvénye p(max{p(z),...,p™ *"%(z), ™ *(z),...,p™(x)}). A
- miivelettel szemben tdmasztott feltételeket a min mitvelet teljesiti, amely a max
mitveletbol , tiikrozéssel” igy nyerhet6:

min{z,y} =m—1—max{m—-1—z,m—1-y}.

Most mér csak az z — m — 1 — z unéris miiveletet kell o feletti ter-
mmtiveletként eldallitanunk. Ekézben haszndlhatjuk a termmiivelet alakjdban mér
felirt miiveleteket:

m— 1 — z = max{p™ °(max{xo(z),0}), ..., o™ ™ V(max{xm-1(z),m — 1}}.
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33. Maximadlis klénok. A Webb-tételb8l kbvetkezik, hogy ha egy véges M hal-
maz valamely C klonja nem egyenld Opr-mel, akkor létezik M-en olyan mazimdlis
klon, amely C-t tartalmazza. Valéban, a C-t tartalmazd, de Sheffer-miiveletet nem
tartalmazd klénok olyan részbenrendezett halmazt alkotnak, amelyben minden ren-
dezett részhalmaznalk van felsd korldtja, ti. a belé tartozé klonok egyesitése. Ezért a
Zorn-lemma szerint a C-t tartalmazd, de Sheffer-miiveletet nem tartalmazé klénok
kozott van maximaélis; ez azonban M 6sszes klénjai kozott is maximaélis lesz.

Két példat mutatunk be maximdlis klénra. Legyen S nemtrividlis részhalmaza

az A halmaznak. Mindazon miveletek A-n, amelyekre nézve S zdrt, mazimdlis kiont
alkotnak. A bizonyitdshoz legyen f olyan k-dris miivelet A-n, amelyre nézve S nem

zért, g pedig tetszlleges n-dris miivelet A-n. Legyenek c1,...,cx € S olyan elemek,
hogy f(c1,-..,ck) =c ¢ S. Definidljuk az n+1-dris h miiveletet a kovetkez8képpen:
g(ala""a'n)7 ha ant1 =C
h(aq,... =
(a'la 3 Ay an+1) { Chs ha Qi1 # c.

Akkor S zart h-ra nézve, és — természetesen — S ugyancsak zart az z; n-dris
projekcidkra és a ¢; n-dris konstans miiveletekre nézve. A

g=9(z1,...,Zn) = h(Z1,...,Tn, flc1,. .., €n))

egyenl6ség mutatja, hogy A-n minden miivelet el64ll szuperpoziciéval S-t megbrzé
miiveletekbdl és barmely tovabbi miiveletbél; ezért az S-t megbrzé miiveletek
valéban maximdlis klént alkotnak.

7

A mésik példa Stupecki kovetkezd tételébdl folyik, amelyet késébb bizonyi-
tunk: Legaldbb hdrom elemd véges halmazon az dsszes undris miveletek egyiitt
bdrmely lényegében legaldbb 2 aritdsy szirjektiv mivelettel a halmaz teljes miveletk-
lonjdt generdljdk. (Szirjektiv a mivelet, ha értékkészlete az alaphalmaza.) A
lényegében legaldbb 2 aritdsd sziirjektiv miiveletet lényeges midveletnek nevezziik.
A definiciébdl kovetkezik, hogy az Gsszes nemlényeges miiveletek klént alkotnak,
s a Stupecki-tétel szerint legaldbb hdrom elemi halmazon az Gsszes nemlényeges
miveletek klonja mazimdlis, tovdbbé ez az egyetlen maximadlis klén ott, amelynek
els6 emelete az Osszes undris miiveletekbél 411

Kuznyecov tétele: Véges halmazon csak véges szdmi mazimdlis klon van. A
Boole-fiiggvények elméletének klasszikus eredménye, hogy kételemi halmazon pon-
tosan 6t maximélis klén van; 1d4sd Czédli Gabor Boole-fiigguények c. konyvét (Poly-
gon, 1995). Ezért a tovdbbiakban feltessziik, hogy halmazunk legaldbb hdrom el-
emii. A bizonyitdshoz elegends beldtnunk, hogy kiilonbéz6 maximélis klénok els6
emelete is kiilonbozd (mivel az utdbbiak a tekintett véges halmaz teljes transzfor-
méciémonoidjdnak részmonoidjai). Ha a két kiildnbbz8 maximalis klén koézil az
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egyik az Osszes nemlényeges miiveletek kldnja, akkor ennek elsé emelete az el6z6
bekezdés végén tett megjegyzés szerint nem lehet méds maximaélis klén els§ emelete.
Most mér csak azt kell beldtnunk, hogy halmazunk teljes transzforméciémonoidjé-
nak barmely S wvalddi részmonoidja legfeljebb egy maximélis klén elsd emelete.

Legyen S egy C maximélis klén elsd emelete. Mindazok a mfiveletek, ame-
lyeket kiilsS fiiggvényként barmilyen S-beli miiveletekkel szuperpondlva S-beli
miiveleteket kapunk, klént alkotnak (ellenérizziik). Jel6lje ezt a klént C;. Bérmely
k-éris f € C miiveletre és s1,...,s; € S undris mitveletekre az f(s1(z),..., sx(z))
undris miivelet — C-be, és igy — S-be tartozik. Ezért C C C;. Mivel C maximélis
klén, és S nem tartalmaz minden transzforméciét, sziikségképpen C = Cs.

Kuznyecov tételének kiegészitéséiil jegyezziik meg, hogy nem minden transz-
forméciémonoid elsé emelete valamely maximélis klénnak. (Pl. az egyetlen iden-
tikus leképezés sem; lassuk be ezt!)

A véges A = (A, F) algebra akkor és csak akkor primdl, ha F-et A egyetlen
mazimdlis kldnja sem tartalmazza. Ez kovetkezik a jelen fejezet elsd 4llitdsdbél,
meg abbdl a ténybél, hogy F-et és A termmiiveleteinek klénjdt A-nak ugyanazok
a klénjai tartalmazzdk.

34. Slupecki tétele.  Bebizonyitjuk az el6z6 fejezetben kimondott és alkalmazott
tételt. Felhaszndljuk a Werner—Wille-lemma kovetkezd élesebb alakjit:

Legyen adva a legaldbb hdrom elemii véges A halmaz és A-nak egy B részhal-
maza. Ha az A-n értelmezett + és - miveletek, valamint a 0,1 € B elemek olyanok,
hogy minden b € B-reb+0=0+4b,6-0=0, b-1 = b, akkor barmely olyan mfivelet
A-n, amelynek értékkészlete B-be esik, polinommiivelet a + és - mfiveletekbdl,
valamint A minden elemének a karakterisztikus fiiggvényéb6l &llé alapmiivelet-
halmaz felett. (A lemma eredeti alakjdra adott bizonyités erre az alakra is j6.)

Hogy ne kelljen nehézkes jeloléseket hasznilnunk, a tételt csak bindris sziir-
jektiv miiveletre igazoljuk; az dltaldnos eset hasonléan igazolhaté. Nevezziik az A2
halmaz Ay X Ay (A1, A C A) alaki részhalmazét t-négyzetnek, ha |A;| = |Az| = t.

Jablonszkij-lemma: Ha az A halmazon egy o lényeges bindris mivelet legaldbb
harom kiilonbozd értéket vesz fel, akkor van olyan 2-négyzet is, amelyen az a mdvelet
legaldbb hdrom kilonbiozd értéket vesz fel. (Léssuk bel) A Jablonszkij-lemmdabdl
kovetkezik:

(1) Ha az A halmazon egy o lényeges bindris milvelet legaldbb k kiilonboz8 értéket
vesz fel, akkor van olyan k — 1-négyzet is, amelyen a miivelet legaldbb &
kiilonbozs értéket vesz fel.

(2) Ha A és o ugyanaz, mint a lemméban, akkor van olyan 2-négyzet és olyan
c € A, hogy o a c értéket azon a 2-négyzeten pontosan egyszer veszi fel.
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A Stupecki-tétel bizonyitdsa: Legyen A = (A;T4,0) legaldbb hirom elemii
algebra, ahol Ty az A halmaz Gsszes transzformdcidinak halmazdt jeloli, o pedig
lényeges bindris mfivelet. Megmutatjuk, hogy minden (2 <) ¢ (< |A]) természetes
szémra barmely olyan g miivelet A-n, amelynek értékkészlete ¢ elemfi, A-nak ter-
mmiivelete. Legyen g értékkészlete t = {0,1,...,t — 1}. Indukciéval bizonyitunk.

t = 2. A Jablonszkij-lemma mésodik koévetkezménye szerint van olyan (ag, a1) X
(bo,b1) C A2 2-négyzet és olyan ¢ € A, hogy o a c értéket ezen a 2-
négyzeten pontosan egyszer veszi fel. Feltehetjilk, hogy a1 0 by = c.
Legyen ¢1,¢2 € T4 olyan, hogy ¢1(4) = a;, ¢2(3) = by, ha ¢ € {0,1}.
Definidljuk a - és + miiveleteket: minden z,y € A-ra legyen

Ty =Xc(B1(%) 0 $2(¥)), = +y=x0(x0() - Xx0(y))-

Akkor minden z € {0,1}-re 0+ 2z =2+0=2,2-1=z,2-0=0. Most
az allitds a Werner-Wille-lemma élesebb alakjibdl kovetkezik.

t—1 —t. Az elemek jelSlését szlikség esetén megviltoztatva, a Jablonszkij-lemma
els$ kovetkezménye szerint 1étezik olyan C x D C A? t — 1-négyzet,
amelyen g felveszi értékkészletének mind a ¢ elemét. Minden 0 <4 < t-re
valasszunk olyan ¢; € C, d; € D elemeket, hogy ¢; od; = 4. Ha g k-aris,
definidljuk az ugyancsak k-aris g1, g2 miiveleteket gy, hogy valahényszor
g(r1,...,m%) = i, mindannyiszor g1 (r1,...,7k) = ¢; és ga(r1,...,7) = d;
teljesiiljon. Ekkor g; és go értékkészlete t — 1 elemi, ezért — indukcié-
feltevés szerint — g1 és g2 A-nak termmiivelete. Mdsrészt

g(ry, ... ) =(t=ciodi =) g1(ri,...,7k) 0 G2(T1,. .., k),

ami mutatja, hogy g termmifivelete A-nak, és ezt akartuk bizonyftani.

35. A Stupecki-tétel alkalmazasai. Néhdny egyszeril alkalmazdst mutatunk be.

A papir-ké-oll6 jatékban két gyerek egyszerre mutatja tenyerét (papir), 5klét
(k8) vagy szétnyitott mutatd- és kozépsé ujjét (olld). Az olld nyer a papir ellen,
a papir a ké ellen (a k& becsomagolhatd), a k8 az ollé ellen. A jaték szabdlyst a
kovetkezé grupoidmiivelet tablazatdaba foglalhatjuk:

(0, 1 és 2 a papirt, a kovet és az ollét jeloli ilyen sorrendben.) Nevezzik az igy
megadott algebrit papir-ké-ollé-grupoidnak; miiveletét jeldlje o.
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Quackenbush tétele: A papir-ké-ollé-grupoid figgvényteljes. Mint tdblézata
mutatja, o lényeges miivelet. Nem nehéz beldtni, hogy 3 = {0,1,2} 8sszes per-
mutécidi (és igy Osszes transzpozicidi is) egyltt egy kételemti értékkészletli transz-

« s 2

mutatja, hogy a (012) ciklus automorfizmusa grupoidunknak. Ezért elegendd pl.
a (01) transzpoziciét és egy kételemii értékkészletl transzformdcisét eléallitanunk
a grupoid polinomfiiggvényeként; utdna a tétel a Stupecki-tételbdl kévetkezik. Az

z o 0 transzlacié értékkészlete kételemii. Mdsrészt,
(01)=(zolo200)o(z02)o(zolo20001).

(Szokédsos megéllapodds, hogy a miiveletek elvégzésének sorendjét kijelols zdré-
jelezés hidnydban mindig a két balszélsd elemen végezziik el a miiveletet, majd
e miivelet eredményén és a téle kozvetleniil jobbra &llé elemen, stb. Prébéljuk
egyszeriibb polinommiivelettel kifejezni (01)-et!)

Az aldbbi ¢t miivelet barmely halmazon bevezethetd. Neve: terndris diszkrim-
indtor.
z, haxzs#y
z, haz=y.

t(z,y,2) = {

Werner tétele: Ha egy legaldbb hdrom elemi véges algebrdn a terndris dis-
zkrimindtor polinomfigguény, akkor az algebra fligguényteljes.

A ternéris diszkrimindtor definiciéjdt ,dualizélva” a d dudlis diszkrimindtor
miiveletet kapjuk: '
z, hat(z)=2z
z, hat(z) ==.

d(z,y,2) = {

A dudlis diszkrimindtor mindig termmfivelet a terndris diszkrimindtor felett.
Valdéban,

d(z,y, 2) = t(z, t(z, y, 2), 2).

Ezért Werner tétele kovetkezik a dudlis diszkrimindtorra vonatkozd megfelels tétel-
béL:

Fried—Pizley-tétel: Ha egy legaldbb hdrom elemi véges algebrdn o dudlis dis-
zkrimindtor polinomfigguény, akkor az algebra figgvényteljes. Elegendd azt iga-
zolnunk, hogy bérmely m > 3 természetes szdmra az M = (m,d) algebra fiig-
gvényteljes. Ellenérizhetd, hogy d lényeges, tovdbbé d-t definici6jabdl kivetkezden
m minden permutéciéja megdrzi. Ezért most is elegendd beldtnunk, hogy a (01)
transzpozicié és valamely m — 1 elemi értékkészletll transzformdcié M-nek poli-
nomfiiggvénye.
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Definidljuk a g polinommlfiveleteket a kovetkezé mddon:

g1(z) = d(1,d(2,d(0,z,2),1)0),
gi(z) = d(k, z, gr—1(x))-

Akkor k > l-re gi értékkészlete k+1 elem, és gm—1 éppen a (01) transzpozicid.

36. Rosenberg tétele. A 33. fejezet utolsd allitdsa szerint a véges halma-
zok Osszes maximdlis kldnjainak ismeretében elvben eldénthetd, hogy egy véges
algebra primél-e (és hasonl6képpen az is, hogy fiiggvényteljes-¢). Pontosabban
és részletesebben, ha adva van minden véges halmaz Osszes maximalis klénjainak
olyan leirdsa, amellyel bérmely miiveletrél algoritmussal eldénthetd, hogy mely
maximalis klénok tartalmazzdk, akkor az is eldonthetd algoritmussal, hogy egy
véges sok alapmiiveletil véges algebra primél-e (vagy fuggvényteljes-e).

Ilyen lefrdst nydjt a maximdlis klénokrdl Rosenberg tétele, amely ezért a
széban forgd vizsgdlatok terén ,nagydgyd”. (Gondoljuk meg, Stupecki tételére
lehet-e épiteni algebra primdl voltdt eldontd algoritmust!?)

A tétel kimondédsa is sok elSkésziiletet igényel, bizonyitdsa hosszi és bonyolult.
Ezért a tétel kimondasara és alkalmazdsdnak bemutatasira szoritkozunk.

Legyen n természetes szdm. Az A halmazon értelmezett n-dris reldcion A™
tetszOleges részhalmazdt értjik. Azt mondjuk, hogy az A-n értelmezett f k-éris
miivelet megdrzi a p (C A™) reldcidt, ha valahdnyszor az a;; (1 =1,...,k; j =
1,...,n) A-beli elemekbél képezett

a1 ... Qig

anl ... Qnk

métrix minden oszlopdban levé elem-n-es a p reldciéban van, akkor az f miiveletnek
a mdtrix sorain vald elvégzése ttjan keletkezd

(f(au, e ,alk), ey f(anl, e ,ank))

elem-n-es is a p reldciéban van. Pl. undris reldciét éppen az altala kijel6lt részhal-
mazt megbrz6 miiveletek, ekvivalenciareldciét a hozzdtartozd osztilyozdst megbrzé
miiveletek 8rzik meg. A klén és a reldcidmegérzés definicidjat egybevetve vildgos,
hogy bérmely p reldciét megérzé Gsszes miiveletek klént alkotnak. (Hasonld igaz
adott reldcidk mindegyikét megbrzé miiveletekre.) Ezt a klént Pol p fogja jeldlni.
A definiciét dtfogalmazhatjuk: az f milvelet pontosan akkor érzi meg a p C A™
reldcidt, ha p részalgebrédja az (A™; f) algebrdnak.
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Rosenberg tételében hat fajta reldcié szerepel, s a tétel azt mondja ki, hogy
barmely A véges halmazon minden mazimdlis klon megadhatd Polp alakban, ahol
p a hat reldcidfajta valamelyikéhez tartozik. A Rosenberg-reldcidk a kdvetkezdk:

(1) Minden olyan részbenrendezés A-n, amelyre vonatkozéan van legkisebb és
legnagyobb elem A-ban.

(2) Olyan kvaterndris p reldcié, amelyhez A-n értelmezhetd olyan elemi p-csoport
(vagyis azonos primszam rend(i csoportok direkt szorzata), hogy a, b, ¢, d € A-
ra (a,b,¢,d) € p < a+b=c+d. (llyen p csak primhatviny szdmossigi
halmazon létezik.)

(3) Olyan bindris p reldcié, amelyhez létezik A-nak olyan fixpont nélkiili,
primszémrend{l (vagyis azonos primszdm hosszlisdgi ciklusok szorzataként
felirhatdé) = permutéciéja, hogy a,b € A-ra (a,b) € p < 7w(a) =b.

(4) A minden nemtrividlis ekvivalenciarel4ci6ja.

(5) A minden centrélis relcidja. (Az n-aris p centrdlis, ha

— nemtrividlis,

— invaridns valtozdi permutacidival szemben,

— tartalmaz minden olyan elem-n-est, amelyben vannak azonos elemek,

— A-nak van olyan nemtrividlis C részhalmaza (a reldcié centruma), hogy
p tartalmaz minden olyan elem-n-est, amelyben van C-beli elem.

(6) A minden nemtrividlis reléciéja, amely n-reguldris valamely n (> 2) ter-
mészetes szdmra. (Az n-aris p n-reguldris, ha vannak A-nak olyan y,...,m
osztélyozésai (t > 1), amelyek mindegyike n blokkbdl 4ll, mindegyikbdl egysz-
erre tetszolegesen kivalasztva egy-egy blokkot, azok metszete nem iires, s ame-
lyek meghatdrozzdk p-t a kovetkezd értelemben: p azokbdl az elem-n-esekbdl
all, amelyekben mindegyik osztélyozdshoz van legaldbb két olyan elem, amely
annak az osztélyozdsnak ugyanazon blokkjdban van.)

A fenti felsorolds (tobbek kézdtt) mutatja, hogy primél algebra

miiveletei nem lehetnek monotonok legkisebb és legnagyobb elemmel biré

részbenrendezésre vonatkozdan (specidlisan, nem rendezhetd hilészertien),

nem rendelkezhet fixpont nélkili, primszdmrend{i automorfizmussal,

szlikségképpen egyszert,

nem rendelkezhet nemtrividlis részalgebréval (egyelemiivel sem!).
Specidlisan, a primél algebrak mind simék. Az utolsénak emlitett tulajdonség oka,
hogy a nemtrividlis unéris reldciék mind centrdlisak. A legaldbb bindris centrilis
reldciét nem megbrz6 miiveletek nem jellemezhetSk ilyen egyszertien. A (2) tipusid
reldciét a benne szerepl8 (p elemfl test feletti vektortérrel ekvivalens, tehat annak
is tekinthet8) Abel-csoport feletti e1(z1)+- - - +ex () + ¢ alakd mitveletek (és csak
ezek) 6rzik meg, ahol mindegyik ¢; a vektortér linedris transzforméciéja, ¢ pedig
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a csoport eleme. A (6) tipusu reldciénak speciélis esete n elemd halmazon az az
n-4ris reldcid, amelyben egy elem-n-es pontosan akkor van, ha komponensei nem
mind kiilonb6z8k. Ezt a reldcidt a nemlényeges miiveletek és csak ezek Orzik meg
(l8ssuk be).

Ha a Rosenberg-relacidk segitségével algebra fiiggvényteljességét akarjuk el-
donteni, akkor nem kell figyelembe venniink az (1) tipusd undris és a (3) tipusi
reldciékat, mert ezeket a konstans miiveletek igysem 6rzik meg. Példaként megad-
juk a csoportok fliggvényteljességének sziikséges és elegendd feltételét:

Maurer-Rhodes-tétel: Véges csoport akkor és csok akkor figguényteljes, ha
egyszert €s mem kommutativ. A bizonyitashoz megmutatjuk, hogy ilyen csoport
miivelete nem &rizhet meg egyetlen — figyelembe veenddé — Rosenberg-reldciét
sem.

(1) Véges csoport alaphalmazdnak nincs olyan részbenrendezése, amelyet a
csoportmtivelet megérizne. (Léssuk be.)

(2) Ilyen tipust reldcié nem fordulhat el8, mert egyszerii nemkommutativ
csoport elemeinek szdma nem lehet primhatvdny. (Miért?)

(4) Algebra egyszeriisége azt jelenti, hogy alapmiiveletei nem Oriznek meg
nemtrividlis ekvivalenciat.

(5) Legyen p legaldbb k-4ris (k > 1) centrélis reldcid, amelyet valamely csoport
miivelete megériz. Legyen 1 a csoport egységeleme, ¢ pedig eleme p centrumdnak.
Akkor bérmely g1, ..., gr csoportelemekre

(gla" '791:) = (cag2c_1793a = :gk) : (c_lglvcal," ’1) € p,

tehdat p trividlis; ellentmondés.
(6) Bérmely k-dris reguléris reldcié tartalmaz minden olyan k-ast, amelyben

T

nem minden komponens kiilonbéz8. Az el6z6 eset jelolését hasznélva:

(917 cee :gk) = (gl)g2:g2:g47 s 7gk) . (1) 1792_193a 1., 1))
tehédt p ebben az esetben is trividlis.

37. Minimadlis klénok. A definicié szerint, egy C klén akkor és csak akkor min-
imalis, ha barmely f € C nemprojekcié miiveletre C' = [f]; mdsképpen, birmely
fyg € C miiveletekre, ahol f nem projekcid, g termmiivelet f felett. A minim&lis
klént generdlé minimélis (1ényeges) aritdsd miiveletet minimdlis miveletnek nevez-
zik.

A tovdbbiakban felhaszndljuk azt a nyilvdnvalé tényt, hogy bdrmely f
miiveletbdl valtozéi azonositdsdval vagy permutdcidjdval [f]-be tartozé mitvelet jon
létre. (Ilyenkor nem csupa kiilénbozé projekcidkat vagy megvaltoztatott sorrendii
projekcidkat haszndlunk belsé fliggvényekként az f kiils6 fiiggvényhez.)
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Ha egy C minimélis klénban minden miivelet 1ényeges aritdsa 1, akkor gen-
erdtormiivelete vagy primszdmrendl permutédcid, vagy retrakcid, azaz idempotens
transzformécié. Ha van C-ben legaldbb 2 lényeges aritdsi f mfivelet, akkor [f]-be
tartozik az undris f1 = f(z,...,z), amely felett f nem lehet termmiivelet. gy
f1 az identikus leképezés, tehdt f idempotens. Tegyiik fel, hogy f minimélis. Ha
f terndris, akkor barmely két valtozdjat azonositva kisebb aritdsd termmiiveletet
kapunk f felett, és ez esak projekcid lehet. Nyolc lehet8ség van (z-et és y-t frunk
Z1 és o helyett):

flzz,y)= =z 2 z =z y y y y
flxyz)= 2 2 y ¥y z x y y
fyzr)= 2y 2y z y z y

Az els6 esetben f-et t0bbségi miveletnek, az utolsé esetben kisebbségi miiveletnek
nevezziik. A mésodik, harmadik és 5t6dik esetben barmely két véltozd azonositiss-
val f-b6l ugyanaz a projekcié keletkezik (ti. megfelelden az elsd, mdsodik és har-
madik terndris projekcid). Ekkor f terndris szemiprojekcid; {gy neveziink minden,
tetszbleges aritdsi miveletet, amelybdl valtozéi barmely azonositdsakor ugyanaz
a projekeié lesz. Beldtjuk, hogy a fennmaradd hdrom esetben f nem generdlhat
minimalis klént. A negyedik és a hetedik esetbdl a hatodik véltozdk permutéldsé-
val keletkezik, ezért elég a hatodik esetet vizsgadlnunk. Ebben az esetben f-bél
ugyanigy kapunk t6bbségi fiiggvényt, ahogy a 35. fejezetben a terndris diszkrim-
indtorbdl el6allitottuk a dudlis diszkrimindtort. f azonban nem kaphaté meg ter-
mmiveletként tGbbségi miiveletbdl, ugyanis a t6bbségi miivelet feletti terndris ter-
mmiiveletek maguk is mind t6bbségi miiveletek. (Ezt induktivan bizonyithatjuk.)

Ha az f minimélis miivelet legaldbb négy véltozds, akkor sziikségképpen
szemiprojekeid. Ez kovetkezik az aldbbi ténybdl:

Swierczkowski-lemma: Ha egy f legaldbb négy lényeges wdltozds mivelet-
bdl bdrmely két lényeges vdltozdja azomositdsakor projekcid keletkezik, akkor f
szemiprojekcid. Ennek igazoldsdhoz elég azt beldtnunk, hogy, ha az
f(z1,21, 23,24, - ..), f(z1,22, %1, T4, .. .) termmiiveletek projekecidk, akkor ez a két
termmiivelet egybeesik. (Mds véltozd-azonositdsokra ,araszoldssal” juthatunk
ugyanehhez a konkliziéhoz.)

Rovidség kedvéért f(z1,z2,23,2Z4,...) helyett zyuv.. .-t frunk. Tegyiik fel,
hogy a felirt két termmiivelet kiillonboz6 projekeié; mondjuk, az i-edik és a j-edik.
Most a lehetséges eseteket megvizsgélva mindig ellentmonddst kapunk, pl. két
konkrét esetben a kovetkezképpen:

i=1=23uv =2 = TTTV =2

j=4=zyzv =0 = zxTV =V
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1=3 =TTV =0 & YV =V
i =2=xyrr =y & TYVUV =Y.
Az el6z8 meggondoldsokkal igazoltuk a kovetkezdt:

Rosenberg osztdlyozdsi tétele: Véges halmazon minden minimdlis miivelet vagy
undris, vagy bindris idempotens, vagy tdbbségi, vagy kisebbségi, vagy szemipro-
jekcié. Rosenberg azt is megmutatta, hogy kisebbségi minimélis miivelet csak
2-hatvény elemszdmu halmazon létezik, s ott az egy elemi 2-csoport z + y + z
termmfiivelete. Nem ismeretes a minimélis klénoknak a maximé&lisokéhoz hasonld
teljes lefrdsa. (Ismertek a két és hdrom elemii halmaz Gsszes minimélis klénjai,
valamint a szemiprojekeidk kivételével a négy elemii halmazéi is.)

Az osztélyozdsi tételbsl kivetkezik, hogy véges halmazon csak véges szdmi
minim4lis klén van (mert n elem{l halmazon nincs n-nél nagyobb aritdsi szemipro-
jekeid.)

Véges halmazon minden klon tartalmaz minimdlis klont. Ennek beldtisshoz
nevezziink egy C klént n-specidlisnak, ha C-ben minden nemprojekeié lényeges ar-
itdsa legalabb n, és van olyan n-dris miivelet C-ben, amely generdlja C-t. Minden
nemtrividlis B klénnak van n-speciélis részklénja valamely n-re, ti. egy benne 16v6
minimélis aritdsd nemprojekcid ilyet generdl. A Swierczkowski-lemmabél folyik,
hogy n nem lehet nagyobb, mint a tekintett véges M halmaz elemeinek szdma. In-
nen kovetkezik, hogy B-nek legfeljebb véges sok specidlis részklénja van. Utébbiak
halmazdban létezik (tartalmazds szerint) minim4lis. Ez M &sszes klénjainak hal-
mazéban is minimalis; ha nem lenne az, akkor egy valédi nemtrividlis részklénjara
ugyanezt a gondolatmenetet alkalmazva B-nek még sziikebb speciélis részklénjét
kapnédnk.

Példdk minimélis klénokra:

1. Bérmely félhalé (=idempotens kommutativ félcsoport) termmiiveleteinek
klénja minimélis. Félhdlénak minden n-re egyetlen n 1ényeges aritsd termmiivelete
van: t, = 12 ...%T,. Ha k < n, akkor £y t,-b8l valtozdk azonositdsdval keletkezik.
Ha pedig & = n + 1, akkor ¢ = ta(z1,tn(Z2,...,Zns1)) (itt a belsd fiiggvények
aritdsa n + 1). fgy félhalé minden termmiivelete benne van barmely nemtrivialis
termmiivelete generdtuméban.

2. Nevezziik kvdziprojekcidnak az olyan f = f(z1,...,2,) (n > 2) szemipro-
jekcidt, amelyhez létezik olyan j(€ {1,...,n}), hogy valahdnyszor f alaphalmaza-
nak ai,...,a, elemei pdronként kiilonbéz6k, mindannyiszor f(ai,...,an) = aj.
Ha f alaphalmaza k elemf, és k < n, akkor f projekcid, méskiilénben f lényeges
aritdsa n. Megmutatjuk, hogy n elemt halmazon az n-aris kvéziprojekcidk (egyiitt
az Osszes projekciSkkal) minimdlis klént alkotnak. Adott m-dris f kvéziprojekcié
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altal generdlt klén csak kvdziprojekcidkat tartalmaz, és tartalmazza az Osszes n-
aris kvéaziprojekciét (ldssuk be). Nem tartalmazhat azonban n-nél kisebb aritdsd
nemtrividlis kvéziprojeksidt. ValSban, ha az alaphalmaz {0,1,2,...} és k < n,
akkor minden n-éris kvéziprojekcié megérzi a p = {(0,1), (1,0),(2,0),..., (k—1,0)}
reldciét, de egyetlen nemtrividlis k-dris kvéziprojekcid sem &rzi meg (ellendrizziik),
s ezért az utébbi nem lehet az elézd altal generalt klénban.

Miésrészt, ha k < n, k-dris kvéziprojekcié n elem{l halmazon nem genersl
minimélis klént, mert belSle szuperpoziciéval kaphatunk n-dris kvéziprojekciét ott.
(Ehhez elég beldtnunk, hogy k + 1-dris kvaziprojekcist kaphatunk beléle.)

3. Legyen p primszdm, V vektortér a p elemf test felett. Akkor az Ssszes
idempotens linedris kombindcidk mint termmiiveletek egy C), minimélis klént
alkotnak (az idempotensség itt azt jelenti, hogy a linedris kombindcié egyiit-
thatSinak dsszege 1). A p = 2 esetben e klén nemtrividlis mitveletei éppen az
z1+zo+- -+ zopt1 (k> 1) linedris kombindcidk, s épp tigy, mint az 1. példiban,
latjuk, hogy Ca-t minden nemtrividlis eleme generdlja. Legyen ezutdn p > 2.
Jelolje B a Cp-ben levd bindris miiveletek halmazét, és jelslie m = m(z,y, 2) az
x —y+2z € C, miveletet. Ekkor Cp, minimélis volta a kovetkezd észrevételekbél
folyik:

(1) B 2 [m]. Valéban, az + (1 — a)y = m(z,y,m(z,y,...m(z,y,z)...)), ahol
m a — l-szer szerepel.

(1) Minden 0 < k < prez —ky+kz € [B]. Vélaszthatjuk ugyanis az u, v, w
testelemeket gy, hogy teljesiiljon

z—ky+kz=ulvz+ (1 -0)y)+ 1 —u)(wz+ (1 —w)z).

() [B] = Cyp. Ezt aritds szerinti indukciéval ldthatjuk be, felhasznélva (u1)-t.

(1v) Bérmely Cp-beli nemtrividlis miiveletbdl vdltozék alkalmas azonositasival
nem-
trividlis bindris miivelet keletkezik.

(v) Ha f € Cp nem-
trividlis bindris mivelet, akkor m € [f]. Ennek beldtdsdhoz frjunk zy-t az+(1—a)y
helyett, és igazoljuk az z—y+2 = zy°~1(zy?~!) dsszefiiggést, ahol ¢ és d megfelelden
a ill. 1 — a rendjét jeloli a p elemi test multiplikativ csoportjdban.

38. Galois-kapcsolat miiveletek és reldcidk kozott.  Tekintsiik az A véges hal-
maz Osszes miiveleteinek O 4 halmazdt és A Gsszes (tetsz8leges véges valtozdszdmi)
reldcidinak R4 halmazdt. Az ,f megbrzi p-t” (f € Oa, p € Ra) megfeleltetés
Galois-kapcsolatot 1étesit Oy és Ry kézott. Meghatdrozzuk e Galois-kapcsolat
zért miivelet- ill. reldcidhalmazait. '
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A Galois-kapcsolatokra vonatkozd dltaldnos meggondolésok (22. fejezet) sz-
erint egy O miivelethalmaz pontosan akkor zdrt, ha van olyan R reldciéhalmaz,
hogy O az R-beli reldcidkat megdrzd miiveletekbdl 4ll. Ezért a zdrt miivelethalma-
zok sziikségképpen klénok.

Most R4-n miiveleteket definidlunk. A p m-dris és o n-dris relicid szorzata
az az m + n-aris p X o reldcié, amelyre

(@153 Qmy Bty - -y Gmen) EP X TS (A1, Qm) EP 65 (Amt1,-- - Gmin) EO.

Ez a szorzat kiilonbozik a bindris reldcidk szokédsos szorzatdtdl (az utébbi
maga is bindris), amelyet félreértés elkeriilése érdekében megfeleltetés-szorzatnak
nevezhetiink. Természetes médon bevezethetjiik ketténél t6bb reldcié szorzatit
(specidlisan, reldcié hatvényst) is.

Legyen p € R4 n-éris, és legyen 1 < 4y,...,%; < n, ahol a kiilénb6z6 indexii
i-k maguk is kiilénboz6k. Sorozatukat jelolje I. A p reldcié I-megszoritdsa az a
k-éris p, relacié, amelyre

(a1,...,ax) € p;, <= 3(b1,...,bn) € p Ggy, hogy a1 =by,,...,ar = bj,.

Legyen p € R4 n-dris, és legyen € ekvivalenciareldcié az {1,...,n} halmazon. A p
relacié e-dtldja az az n-dris pe relécid, amelyre

(@15, an) € pe <= (a1,...,0n) € p, és a; =a; ha (i,7) €e.

Ha A reldcidinak egy R halmaza tartalmazza az undris iires és az undris
teljes reldciét, tovabbd zart a szorzatok, megszoritdsok és 4tlék képzésére nézve,
akkor R-t reldcidkionnak nevezzik. Képzési médjukbdl kovetkezik, hogy reldcidk-
1én részklénjai is természetes médon definidlhaték, és mindig teljes hélét alkotnak.
Adott R reldcidhalmaz 4ltal generdlt reldciéklén jele (hasonléan a miiveletklénok
esetéhez): [R]. Adott halmaz Gsszes reldcidinak a klénja a halmaz Gsszes relécidk-
lénja alkotta hilé egységeleme, mig e hdlé zéruseleme a halmaz Ssszes diagondlis
reldciéibdl all (diagondlisnak nevezzik az n-éris p reldciét az A halmazon, ha p
iires, vagy ha létezik az {1,...,n} halmazon olyan ¢ ekvivalencia, hogy p azokbdl
az (ai,...,an) n-esekbdl 4ll, amelyekre a; = a;, valahdnyszor (i, j) € €).

A relaciéklénok a definiciéjukban kézvetleniil szerepld reldcié-miiveleteken tiil
tovdbbi miiveletekre nézve is zdrtak. Ilyenek a kovetkezSk:

— Viltoz6k permutdldsa. Legyen p n-éris, és legyen 7 az {1,...,n} halmaz egy
permutécidja. Akkor a p, ,,megszoritds” p-bél a véltozdk m permuticidjéval
keletkezik.
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— Vidltozdk azonositdsa. Ez nem més, mint 4tl6képzés: pl. p els6 két valtozdja-
nak azonositdsa a p. reldciét adja, ahol € egyetlen legalabb két elemfl blokkja
{1,2}.

— Fiktiv vdltozd bevezetése. Bz az eljdrds n-aris reldciébdl (n + 1) aritdstt hoz
létre, mégpedig p-bdl a p x A reldcidt.

— Viltozd megkettézése. Vegyik pl. a px = (n + 2) aritdst reldcié 4tléjat
ae={{1},...,{n =1}, {n,n + 1},{n + 2} ekvivalencia szerint, majd en-
nek megszoritdsit az elsé n + 1 index sorozatdra. (Ezzel az utolsé véltozét
kettdztik meg.)

— Bindris reldcick megfeleltetés-szorzdsa. A p o o (megfeleltetés-)szorzatot gy
kapjuk meg, hogy a (négy véltozds) p x o szorzatnak képezzik az e-4tldjit
a € = {{1},{2,3},{4}} ekvivalencia szerint, majd a kapott terndris reldciét
megszoritjuk az I = (1, 3) sorozatra.

— Egyenld aritdsu reldcidk metszetének képzése. (Hogyan keletkezik szorzéssal,
megszoritéissal és dtléképzéssel?)

A relécié-miveletek definicidjabdl ldtjuk, hogy ha valamely miivelet megériz
bizonyos reldcidkat, akkor megérzi azok szorzatait, megszoritdsait és 4tléit is; ny-
ilvanvalé emellett, hogy minden mivelet megérzi az unéris {ires és az undris teljes
relacidt. Ezért a miiveletek és reldcidk kézotti Galois-kapcsolat zért reldcidhalmazai
sziikségképpen relacidklénok.

Megmutatjuk, hogy véges halmazokon a klénokra és reldciéklénokra
vonatkozé megfigyeléseink megforditdsa is igaz:

A véges halmazok miveleteinek és reldcidinak dualitdstétele (Geiger;
Bodnarcsuk-Kaluzsnyin-Kotov—-Romov): Véges halmazon o miiveletek és reldciok
kozétti Galois-kapesolat zdrt mivelethalmazai éppen a miveletklonok, zdrt reld-
cihalmazai pedig éppen a reldcidklonok.

Kovetkezmények:

1. Véges halmazon minden O miveletklonhoz létezik olyan R reldcidhal-
maz (specidlisan, olyan reldcidklon is), hogy O pontosan a minden R-beli reldcidt
megorzd miveletekbdl dll; és minden R reldcidkldnhoz létezik olyan O milvelethal-
maz (specidlisan, olyan miveletkldn is), hogy R pontosan azokbdl a reldcidkbdl dli,
amelyeket minden O-ba tartozé mibvelet megériz.

2. Véges halmaz midveletkldnjainak hdldja dudlisan izomorf reldcidklénjainak
hdlgjdval.

A bizonyitashoz szikségiink lesz néhdny megfigyelésre és terminolégiai megdl-
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lapodésra. Legyen p egy n-dris reldcid az A halmazon. Ha az

air ... Qik

anl ... Qpk

métrix minden oszlopa a p reldciéban van, akkor k& méretd p-mdiriznak nevezzik.
Ha |p| = m, akkor p-t megadhatjuk egy m méretil p-métrixszal, amelynek oszlopai
az Osszes (kilonbozd) p-beli elem-n-esek. Bérmely f k-aris miivelet a ¢ elemii A
halmazon ugyancsak megadhaté egy t* x k + 1 tipusti métrixszal, amelynek sorai
az Osszes kiillénboézd (a,. .., ar, f(al,...,ax)) (a; € A) elem-(k + 1)-esek. Egysz-
erliség kedvéért feltehetjiik, hogy A = {0,1,...,t — 1}, és a mdtrix sorai lexiko-
grafikus rendezésben kiévetkeznek egymads utdn. Az igy kapott métrix az f mdvelet
mdtriza, az dltala megadott reldcié pedig az f mdvelet reldcidja. Az f miivelet
abszcisszdjinak nevezziik a métrixa elsd k oszlopdbdl 4llé6 métrixot, ordindtdjdnak
a matrixa utolsé oszlopdt. Az olyan métrixot, amelynek sorai mind kiildnbozék és
lexikografikus sorrendben kovetik egymadst, tovabbd oszlopai is mind kiilénbozdk,
szabdlyosnak nevezzilk. Birmely M matrixbdl képezhetd szabdlyos M’ métrix gy,
hogy t&bbszor eléforduld oszlopai kézul csak egyet-egyet hagyunk meg, majd ha-
sonldéan jarunk el a tobbszor eléfordulé sorokkal, s végiil a sorokat lexikografikus
sorrendben irjuk egymaés ald. Ha ezek a métrixok megfelelben egy u és egy u’
reldcié métrixai, akkor [u] = [1']. (Ehhez figyeljiik meg, hogy u és u' megkaphatdk
egymdsbdl olyan miiveletekkel, amelyekre nézve a reldciéklénok zartak.)

Legyen C miiveletklén az A halmazon, és dlljon Cy, a C klén k-adik emelete
az fi,..., fn mitveletekbdl. Azt a t* x k+n tipusi métrixot, amelynek els§ k
oszlopa az f; miiveletek (kozds) abszcisszdja, utolsé n oszlopa pedig ezeknek a
miveleteknek az ordindtéi, a C klén k-adik métrixdnak, az 4ltala megadott rels-
abszcisszdjardl és ordindtdjérdl is. (Jegyezzlik meg, hogy ekkor az ordindta mindig
tartalmazza az abszcisszat [!], mert m{iveletklén k-adik emelete tartalmazza a k-4ris
projekcidkat; tovabbéa adott alaphalmazon miiveletklén k-adik abszcisszdja minden
miiveletklénra ugyanaz.) A C klén k-adik reldciéjit Rel Cy-val jeloljiik.

Ha O mivelethalmaz A-n, mindazon reldciék halmazit, amelyeket az O
halmazba tartozé miiveletek mindegyike meg6riz, Inv O jeldli. Mindig érvényes
PolInvO 2 O. Ezért a dualitdstétel elsd &llitdsdnak a bizonyitdsdhoz elegendd
megmutatnunk, hogy barmely C miiveletklénra PolInvC C C.

Jeloljitk R(C)-vel a C klén (8sszes killonbozd emeletekhez tartozé) reldcidinak
halmazat. Belatjuk, hogy

PolInv C C Pol R(C) C C.
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Az els§ tartalmazds abbdl kévetkezik, hogy barmely f € C miivelet C' minden
reldciéjat megbrzi. Legyen pl. f n-dris; , megmutatjuk, hogy megbrzi C k-adik
reldciéjét. Ezen reldcié métrixdnak minden oszlopa egyiitt az elé irt kézos ording-
taoszlopokkal egy-egy Ci-beli g; milvelet métrixa (az ordindtdba esé oszlopok a
projekciékéi). Mivel f(g1,...,9.) € C, ennek a miiveletnek az ordindtén felvett
értékei is C' k-adik reldciéjdnak egy oszlopét alkotjdk, ami éppen azt jelenti, hogy
f meg6rzi ezt a reldcidt.

Miésrészt, ha f n-dris, de f ¢ C, akkor f-nek az ordindtdn felvett értékei nem
alkotjék Cy-nek oszlopdt, igy f nem 6rzi meg C n-edik reldciéjat. Ebbél kévetkezik
a mésodik tartalmazds.

A dualitdstétel masodik allitdsdnak igazoldsdhoz azt kell megmutatnunk, hogy
bérmely R relaciéklénra InvPolR C R. Tekintsliink egy ¢ € InvPolR rels-
ciét (amelyet tehdt megdriz minden olyan miivelet, amely minden R-beli rels-
ciét megériz). Tegyiik fel, hogy o n-dris és k méretii. Azt kell belatnunk, hogy
o € [R] (= R).

El6késziiletiil bebizonyitjuk, hogy létezik olyan p reldcid, hogy p-t ugyana-
zok a k-aris miiveletek 8rzik meg, amelyek mindegyik R-beli relciét megdrzik
(azaz (PolR)y = (Polp)i). Ahhoz hasonld fogdst alkalmazunk, amellyel Birkhoff
bizonyitotta varietds-tételét, olyan algebrdt keresve, amelyben pontosan azok az
azonossagok teljestilnek mint egy tekintett varietdsban. Jelolje F' azoknak a k-4ris
miiveleteknek a halmazat, amelyek nem minden R-beli reldciét ériznek meg. Min-
den f € F miivelethez vélasszunk ki egy 7 € R reldciét, amelyet f nem &riz meg.
Megmutatjuk, hogy az Ssszes 7y reldciék szorzata — jelolje méris p — rendelkezik a
kivént tulajdonsdggal. Minden 7y megszoritésa p-nak, ezért ha egy k-ris g miivelet
meg0rzi p-t, akkor mindegyik 7¢-et is, ezért g nem lehet azonos egyetlen f € F-fel
sem, vagyis g minden R-beli reldciét megériz. Eszerint (Polp)r C (PolR)g. Az
ellenkez6 irdnyd tartalmazds pedig abbdl kévetkezik, hogy p — mint R-beli reldciék
szorzata — maga is R-be tartozik.

Most beldtjuk, hogy

() 7 € [Rel (Polp)i],
() Rel (Pol p)i, € [p].

Figyelembe véve, hogy p € R, a (x) és (x) Osszefliggésekbdl kovetkezni fog o € R,
amit bizonyitani akarunk.

(*) bizonyitésa:
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Feltehetjiik, hogy o szabdlyos reldcié (ha nem lenne az, tekinthetnénk
helyette azt a o’ szabdlyos reldciét, amelyre [o] = [¢0’]). Gondoljuk meg, hogy
bérmely & méretii szabdlyos reldcié matrixa (eltekintve oszlopai sorrendjétél, amely
egy reldciénak métrixszal valé megaddsa esetén nem lényeges) részmétrixként
benne van barmely miiveletklén k-adik abszcisszdjaban. Ekkor tehdt o mdtrixa
részmditrixként benne van a Rel (Pol p)x reldcié métrixdnak els§ k oszlopdban (és,
mondjuk, az 41, ..., i, indexii sorokbdl 4ll). Mivel ez a reldcid, mint lattuk, egyenls
Rel (Pol R)-val, és o-t a Pol R-be tartozé miiveletek mind megérzik, ezért abban
a métrixban, amelyet Rel (Pol p); métrixdnak az i1,...,1, indexii sorai alkotnak,
minden oszlop mar az abszcisszdaba es6 oszlopok — azaz a o-t alkoté oszlopok
—koz0tt is eléfordul. Ebbél folyik, hogy o az I = (41,...,%n) sorozatra vald
megszoritissal keletkezik Rel (Pol p)g-bdl, tehdt (*) valéban igaz.

(*+) bizonyitdsa:

ElSszor tekintsiik az A halmaz Osszes olyan k-véltozds megfeleltetéseit 6n-
magdba, amelyek minden elem-k-ashoz hozzdrendelik A-nak legaldbb egy elemét.
Ezek koziil kivdlogatjuk a (Pol p)x-ba tartozé f miiveleteket. Utébbiak a kdvetkezd
tulajdonsagaikkal jellemezhetdk:

— Bérmely k& méretl reldcié métrixdnak sorain elvégezve az f megfeleltetést
mindig egyetlen elemet kapunk eredményiil.

— Bérmely & méretli p-métrix sorain elvégezve az f megfeleltetést, az eredmény
mindig p métrixdnak valamelyik oszlopa.

Most megalkotunk egy maétrixot; ezt (Polp)r preabszcisszdjdnak fogjuk
nevezni. Ehhez egymds ald irjuk az Gsszes kiilénb6z8 k méretll p-métrixokat, majd
aldjuk mindazokat a kiillonboz8 k elemii sorozatokat (A-bdl), amelyek egyetlen k
méretli p méatrixban sem fordulnak el annak soraként. Ha s szdmi ilyen sorozat
van, p aritédsa p, mérete g, akkor a preabszcissza tipusa (p- ¢* + s) x k.

Ha a preabszcissza mellé tovabbi oszlopként A elemeit frjuk, mégpedig

(1) minden p-métrix mellé a p reldcié (matrixdnak) egy-egy tetszéleges oszlopét,

(1) a tovabbi sorok utdn A tetszéleges elemét,
akkor a kapott métrix dltaldban nem lesz egy miivelet métrixa (ul. a preabszcis-
szédban ugyanaz a sor t0bbszor is el6fordulhat, ilyenkor utdnuk A kiilonbozé elemei
allhatnak, emellett a sorok nem lesznek lexikografikusan rendezve). Ha azonban
az (1) és (u) szabdlyt betartva felirjuk az Gsszes lehetséges oszlopokat (kdztiik ott
lesznek a preabszcissza oszlopai is), akkor egy olyan pg reldcié métrixat kapjuk,
amely benne van a p ltal generdlt reldciéklénban, tovdbbé Rel (Polp), € [po] is
teljestil.

Valdban, po el6all p g° szémi példénya és A (vagyis az unéris teljes reldcid)
s szdm példanya szorzataként. Mésrészt tekintsiik pg valtozdin azt a w ekvivalen-
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ciat, amelyben az i-edik és j-edik véltozé pontosan akkor van, ha a preabszcissza
i-edik és j-edik sora egyenld. Képezzik pg m-4tldjit, majd — ha annak métrixa
nem szabélyos — helyettesitsiik a belble nyerhetd szabilyos métrixd reliciéval. Az
igy nyert reldcié éppen Rel (Pol p).

A most bizonyitott tétel reldcidklénokra vonatkozd része algebrdk hatvanyal
részalgebriira vonatkozé allitdsként is megfogalmazhaté: Legyen R valamely véges
A halmaz véges kitev8jii hatvdnyai nemiires részhalmazainak egy halmaza. Akkor
és csak akkor létezik olyan A alaphalmazi A algebra, hogy R éppen A véges di-
rekt hatvanyai Osszes részalgebrainak alaphalmazaibdl 4ll, ha R tartalmazza az A
halmazt, tovdbba az R-beli halmazok Descartes-szorzatait, barmely R-beli halmaz
8tls részhalmazait és vetiileteit. (Az utébbiak definicidja ugyanaz, mint reldcidk
4t161é és megszoritdsaié.) Az A™ algebra barmely B részalgebrdjdnak 4t16s részhal-
mazai B-nek részalgebrai, vetiiletei pedig homomorf képei. Ez adja a gondolatot,
hogy a 18. fejezetben ldtottakhoz hasonléan vizsgaljuk a H (megszoritds-képzés), S
(8t16képzés) és P (szorzds) operdtorokat véges halmaz 6sszes reldcidinak halmazsn.
Kénnyen beldthatd, hogy barmely R reldcidhalmazra [R] = HSP (RU{A}) U {0}.

Gyakorls feladat: Barmely M halmazon az Gsszes idempotens miiveletek klént
alkotnak. Hany kién tartalmazza ezt véges M esetén? (Haszniljuk a dualitdstételt
és az el6z6 bekezdés meggondoldsait.)

39. Sheffer-relaciok.  Ezeket a Sheffer-miiveletekhez hasonléan definidljuk: az
A={0,1,...,n — 1} halmazon értelmezett p reldcié Sheffer-reldcid, ha [p] = Ra.
Minden legaldbb hdrom elemi véges A halmazon létezik Sheffer-reldcid. Ilyen

példéul a p = {(a,b,c)|a < b, b # c} terndris reldcié. Ennek a bizonyitdsdhoz

elGszor vegylik észre, hogy a dualitdstétel szerint p akkor és csak akkor Sheffer, ha
a p-t meglrz6é miveletek Polp kldnja csak a projekcidkat tartalmazza. Mésrészt
p-t pontosan azok a miveletek 8rzik meg, amelyek a < és a # reldciét meg8rzik
(ez abbdl kovetkezik, hogy [p] = [<, #], ti. p-bdl < és # megszoritassal keletkezik,
mig az utébbiaknak éppen p a megfeleltetés-szorzata).

Ezért csak azt kell beldtnunk, hogy ha egy A-n monoton f miivelet megérzi
az egyenlGtlenség reldcidt, akkor f szitkségképpen projekcié. Tegyiik fel, hogy
ez nem igy van: legyen f nemtrividlis. Akkor az [f] klén tartalmaz minim4lis
kiént, s ezért létezik olyan m minimdlis miivelet, amely monoton és az egyen-
16tlenséget is megbrzi. Alkalmazzuk Rosenberg osztdlyozési tételét. Az unaris eset
kizdrhat6, mert A monoton és kolcsondsen egyértelmil transzformécidja csak az
identikus leképezés lehet. Ha m t0bbségi, vagy kisebbségi ternéris miivelet vagy
szemiprojekcid, akkor nem &rzi meg az egyenlétlenséget. Ha m tobbségi, akkor pl.
m(0,1,2) = 0 esetén ezt m(1,0,0) = 0 mutatja, és hasonléan gondolkodhatunk, ha
m(0,1,2) = 1 vagy 2, vagy ha m(0,1,2) > 2. Ugyanez az okoskodds hasnilhaté
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kisebbségi miiveletre és szemiprojekcidra is. (Az utébbiak egyébként monotonok
sem lehetnek — ldssuk be!)

Az az eset maradt hdtra, amikor m bindris monoton mfivelet A-n, amely
meglrzi az egyenlStlenséget. Azt kell megmutatnunk, hogy m projekcié. Teljes
indukciéval beldtjuk, hogy 1-t6l n — 1-ig minden k-ra m projekcié a {0,...,k}
halmazon. Jeldljitk m-et szorzds médjéra. Ha k =1, akkor 0-1 £ 1-0, és m —
mint minimdlis miivelet — idempotens, igy m valéban projekcié. Legyen k > 1.
Tegyiik fel, hogy &llitdsunk igaz k — l-re, és a {0,...,k — 1} halmazon m els8
projekcié. Ekkor barmely i # ¢'(< k)-rai-k #4 -k —1=14, tehdt csak i - k =14
lehetséges. Végil k-i# k' -9 = k', ha k # K/, ezért szitkkségképpen k - i = k, azaz
m a {0,---,k} halmazon is els8 projekcid.



