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13. Az asszoéiativités kdévetkezményei

Féicsoporton egy asszociativ miivelettel rendelkez(?’ algebra'mi stn’lktu-
rét értink. A tovdbbiakban félcsoportrol 4ltaldban begzelve, muvek?tet 3
mindig szorzdsnak nevezzik és ennekkmlegfelelg beszédmaédot (pl. tényezd,

valamint jelolést alkalmazunk. )

SZOIZ%;érLlZ;‘;iHZLOIVa, a szJorzés asszociativitdsa azt jgl_enti 3 hogy ha}*om
tényez8 esetén a szorzds eredménye fiiggetlen attdl, h?gY a 1‘§e-t lehefsgg,es._
"értelmes” zdré6jelzés koziil melyiket alkalmazzuk. Bar 1ntu1t’1ve eléggé vi
l4gos, hogy mit értiink "értelmes" zdréjelzésen - pit. az S /felcsoponft]:l)eh
ab,c, elemek d (oc) zércjelezése értelmes, mig az o) be zé’rOJe e"-k ‘
zés nem - mégis szikség van arra, hogy ezt a,fogalmat pontosabbd teg%rl: )
(hiszen pl. mdr abban mindenképpen meg kell allapodl},unk, t‘logy az (a (v¢)
zdréjelezést értelmesnek tekintsiikk-e, mert itt a kiilsé Zéréjelpj’ér felesh?-
ges, azaz elhagydsa a szorzat egyértelmii meghatdrozottségat és ergdme-
nyét nem befolydsolja). )

Rovidség kedvéért, értelmesen zirojelezett szorzat helyett a k’ovet-
kez&kben a szabdlyos szorzat kifejezést hasznéljuk. Legyen S tetsz?’leges
félcsoport. Az S elemeib6l és zdrGjelekbbl képezett sorozatok szabilyos-

ségét a kovetkez8képpen definidljuk: :
M) Az ab (a,beS) sorozat (amely tehdt kételemii és nem tartal-.
maz zéré6jelet) szabdlyos szorzat. .
(2) Ha R egy szabélyos szorzatot jelol és c€S, akkor c(hR) és
(A)c is szabélyos szorzatok. '

(3)Ha A,B szabdlyos szorzatokat jelslnek, akkor{ (H)'(B) is sza-
bélyos szorzat. '

- ' (4) Minden szabévlyos szorzat el§4ll (1) alaku szabdlyos szorzatokbél
a (2) és (3) képzési torvények véges szdmu alkalmazdsaval.

 Tekintsink egy S elemeib6l és zdrojelekbsl képzett (roviden: S-
beli) szabdlyos szorzatot, melyben S-nek ay, ..., on” <-aleme1 - ebben a
sorrendben - szerepelnek (az elemek kozétt megegyezdk }s’lehemek). 1:/1,1-.
vel e szabdlyos szorzatnak az (1)-(4) térvények alk’almazas,aval Yalo elsdlli-
" tdsdndl minden 1épésben két S -beli elem szorzatér kell képeznink - az

pedig egyértelmiien meghatdrozott - azért az Qy,...,d, elemek,et e
sorrendben tartalmazé bdrmely szabdlyos szorzat S -nek egy egyértel-
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muen meghatdrozott elemét jelenti. Nevezziik ezt az elemet az adott sza-
bidlyos szorzat értékének. :

Legyen most c,b,c az S félcsoportnak bdrom tetszéleges eleme.
Konnyen meggondolhat6, hogy csak két olyan kiilonboz8 szabdlyos szorzat
létezik, amely ezeketazelemeket ebben a sorrendben tartalmazza, éspedig

d(bc) és (ab)c. Eszerint az S -beli szorzds asszociativitisa azt jelenti,
hogy bdrmely a,b,ceS esetén két, az a,b,c elemeket ebben a sor-
rendben tartalmaz6 szabdlyos szorzat értéke megegyezik.

Megmutatjuk, hogy tetsz(c‘ﬂeges S félcsoport birmely a,,..,q,
elemei esetén is (aholh ugyancsak tetszbleges természetes szdm) két,
az dy,...,qa, elemeket ebben a sorrendben tartalmazé szabdlyos szorzat

értéke megegyezik. Az n=4 esetben az 4llitds lires, az n=2 esetben

trividlis, mig az n=3 esetben a szorzis asszociativitisdt jelenti, amit a
felcsoport definici6ja magdban foglal. Legyen most n>3  és tegylik fel;
hogy n -nél kevesebb tényez§s szabdlyos szorzatokra 4llitAsunk igaz. Ké-
pezzink az  Gy,...,8,€ 5 elemekbdl két szabélyos szorzatot, mely ket

ebben a sorrendben tartalmazza. Jelslje a két szorzatot I és Q . Szor-
zataink az 1. - 3. képzési torvények véges szdmu alkalmazdsdval keletkez-
nek; emellett utoljdra mindig a 2. vagy a 3. torvényt haszndljuk. Legyen
pl. X =(cyy...; Op_y)an €s Q= (a4 i) Aiyq--qQp) . v

Itt tehdt U képzésének utolsé 1épéseként a 2. torvény mésodik ré-
szét, @ képzésének utols6 1épéseként pedig a 3. torvényt alkalmaztuk.
A zérojelekben levs szabdlyos szorzatokat tovabbi zdrojelek felhasznildsa
nélkil irhattuk, mert az indukciéfeltevés szerint értékik a z4rdjelezéstél
fiiggetlen. Ugyanezen ok miatt a zdrojeleken beliili szabdlyos szorzatokban
tovébbi zdréjeleket is kitehetiink a szorzatok értékének megviltozdsa nél-

kiil. Ezért irhatjuk: X = (a...q;) (ag,,.. Qn_ )G =

=(ag..o) (Qigqn. On4)3An) .  Ekkor az asszociativitds kovetkeztében

JU=@. Ehhez hasonléan nyerjik a JI'=S> egyenlSséget a lehetséges tovabbi
esetekben is, "

Eredményiinket roviden ugy fejezhetjik ki, hogy félcsoportban szor-
zat értéke fiiggetlen a zdrojelezéstsl. A félcsoportbeli szorzds e tulajdon -
sdgat 4ltaldnos asszociativitdsnak nevezziik. Az dltaldnos asszociativitds
tehdt az asszociativitdsnak kovetkezménye. Az 4ltaldnos asszociativitdst
figyelembe véve a tovdbbiakban a félcsoportbeli szorzatokat rendszerint

- zdréjelek nélkiil irhatjuk, mésrészt pedig, ha ez szikséges, zdréjeleket

bédrmilyen médon ki is tehetiink. [(Igy pl. megengedjik az (a,a,)0;q,

alaku szorzatot is, bir ez nem szabilyos. E szorzat értéke ugyanis min-
denképpen egyértelmiien meghatdrozott, az alkalmazott zdrojelezés viszont
lehet6vé teszi, hogy szorzatunkat dtmenetileg hdromtényezGsnek tekintsiik,
ami bizonyos meggondoldsokndl elényss lehet. )
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Tekintstk most az S kommutativ félcsoportot. A szorzds kommu-
tativitdsa azt jelenti, hogy két tényezé esetén a szorzat értéke fiiggetlen
att6l, hogy a két tényezdnek a szorzatban mi a sorrendje. Megmutatjuk,
hogy kommutativ félcsoportban tetszéleges szdmu tényez6t tartalmazé szor-
zat értéke is fiiggetlen a tényezék sorrendjétsl.

Legyen Cly,-;QOn€S . Tegytk fel, hogy n>2 és n -nel keve-
sebb tényez6t tartalmaz6é szorzatokra 4llitdsunkat - mely kéttényezGs szor -
zatokra éppen a kommutativitdst jelenti - mér igazoltuk. Legyen @ az

d,...,ny  halmaz permutdcidja. Azt kell megmutatnunk, hogy
Qi COng= G1--Gn - Van olyan 1 {(4<i<n), hogy 71=1i¢ Ekkor
g - (O(i-’i)cp Cﬂicp)...aw = Qgp--(aig a@-_,)(?)... Qg -
Ilyen 4talakitds i-1 -szeri alkalmazédsdval elérjuk, hogy. Olicp(=d1) a
szorzat els@ helyére keril; azaz Qi - Onp™ A4 (G- Si-9)gp C‘(iu)cp'“dnq

Az indukciéfeltevés szerint a zdrojelben levé n-1 -tényezGs. szorzat
értéke megegyezik az  Q,...d, szorzatéval. EzE€rt Cyg...Cpgp =0y In,

amit bizonyitant akartunk. A kommutativ félcsoportbeli szorzds most iga-
zolt tulajdonségét 4ltaldnos kommutativitdsnak nevezzik. Az 4ltaldnos
kommutativitds tehdt a kommutativitdsnak kovetkezménye. .
Definidljuk félcsoportelem hatvényait a kovetkezdképpen: O els§ hat-
vénya, a’ legyen maga a , s hamir & n-41 -edik hatvdnya (a®)
definidlva van, legyen a n -edik hatvdnya, A egyenls (am1)a -val.
Teljes indukci6 mutatja, hogy ily médon @”  minden n természetes
szémra értelmeztik. Eszrevesszik, hogy bdrmely m,n  természetes

szdmra igaz a™'"=ama" (ezt birmely m -re n szerinti teljes in-
dukcidval igazolhatjuk, felhaszndlva az 4ltaldnos asszociativitdst). Ugyan-

csak teljestil (@™)? = a™ s ha pedig az S félcspport kommutativ,
p P . . m
minden d,beS -re és minden m természetes szdmra igaz (ab)T=a™b™

Definiciénk <a° -nak nem tulajdonit értelmet. Ha Q°-t értelmezni
akarjuk, kivdnatos ezt ugy tenniink, hogy 2 hatvényozds torvényei (pl. az

a torvény) érvényben maradjanak. Specidlisan, bidrmely
a félcsoportelemre teljestilnie kell az aa’=a’'a’= ala®=a

s hasonléan az a®a=a egyenl&ségnek. Ha félcsoportunk egységelemes,
ezt elérhetjik, ha minden elem nulladik hatvényénak a félcsoport egység-

men o gMgh

elemét nevezzik. Ilyen megéllapodds mellett az (¢™)" = am™ tor-

vény, kommutativ félcsoportokra pedig az (ab)™ = a™b™  torvény is.

érvényben marad. . ‘
Megjegyezzik, hogy minden S félcsoport bedgyazhaté egységelemes

félcsoportba, mégpedig egyszeriien ugy, hogy tekintjiik az Su<e)> hal-
mazt, ahol € az S elemei kozott nem szerepl§ szirhbélum, s ezen a hal-
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mazon a Szorzdst a kovetkezd médon értelmezzik: az S -hez tartozé ele-
rrzek szorzdsdt véltozatlanul végezzik (ez biztositja, hogy S a keletkez6
félcsoportnak részfélcsoportja legyen), tovdbbd, ha s€ S, legyen

se=es =g, végil legyen ee=e. Ekkor (Su &d;- egységel &1~
se-ee ) . &) | gységelemes fél

w

Példak

L. (ab) (ed)e)= (a(bc) (de) részletesen
" (ab) (cd)e)=(ab) (c(de)=({ab)c)(de) = (a(bc)(de) .

2. Kommutativ félcsoportban
aecbd=beddac ; részletesen

b‘edoc = beadc = baedc =abedc =aecbd .
G yakorlatok

1. Hatdrozzuk meg az egyelemii generdtorrendszerrel rendelkezd £él-
csoportokat! ,

e - ¢ .
2. Nevezziik az egymiiveletes algebrai struktura @ elemét idempotensnek,
ha g?=a . Minden véges félcsoportban van idempotens elem.

3. Ik<omrnutativ félcsoportban az idempotens elemek részfélcsoportot al-
otnak.

4. Hatdrozzuk meg a természetes szdmok additiv félcsoportjdnak vsszes
kompatibilis osztdlyzdsait! :

14. Transzformacidéféicsoport

,Leg}ren M nemires halmaz. M &sszes transzforméciGinak halmaza
a leképezés-szorzds miivelettel félcsoportot alkot. Valéban, M két transz-

. formaci6jdnak szorzata maga is transzformici6ja M -nek; mésrészt a

transzformdciok szorzdsa asszociativ, ugyanis, ha meM, x

pf:dig M-nek transzformici6i, akkor m (o (p T»= (mo()’m’r)’:

=((me) By = (m{x p)y=mxp)y), ezért o (By)=(xB)y
A tekintett félcsoport neve: M teljes transzformdciéfélcsoportja, jelslése: '
T’M . TN mindig egységelemes: egységeleme az L identikus leképezés.

A teljes.transzformdci6félc soportok részfélcsoportjait transzformdcié-

félcsoportnak nevezziik.

H
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Tétel: Minden félcsoport izomoxrf egy transzformdciéfélcsoporttal.
Bizonyitds: Legyen S félcsoport, s elészor tegyik fel, hogy S -nek
van ‘e egységeleme. Jelslje ¢ S -nek Y5 -be val6 ama leképezését,
amely s€9 -nek az' X@g=X5 0sszefiiggéssel (x€ S)  definidlt J'g-
beli (g transzformiciét felelteti meg. Megmutatjuk, hogy @ S -nek
Tg -be val6 olyan kolcsonosen egyértelmi leképezése, amely a miivelet-
tel felcserélhetd. EbbSl mdr kovetkezik, hogy ¢ S -neka T'g-beli
S részfélcsoportra valé izomorf leképezése, azaz S=S¢ .
Legyen 8,,5,€5 és S,p=9,¢, vagyis cp51'=cpsz . Akkor
e(PS., =es1=5?1 s ecpsi=esj= s, , tehat 8=5,. Ezért @ kolcso -
nosen egyértelmti. Tovdbbd bdrmely x€ S -re’ x((s, @) (5,9) =

=X (%4 (‘PS,_>=XS454= xc& S, x((545,)%), tebat (54)(S2)=

=(8,5,)¢ . Nyertik, hogy ¢ a szorzdssal felcserélhetd.

Ha S -nek nincs egységeleme, 4gyazzuk be egy S, egységelemes
félcsoportba; ezutin minden véltoztatds nélkiil alkalmazva az el6z6 meg-
gondoldsokat, nyerjiik, hogy 'C's -nek van 9, -gyel izomoxf részfél-
csoportja. EbbSl az egysegelemet (az identikus Iekepezest) elhagyva, Tf -
nek 5 -sel izomorf részfélcsoportjit kapjuk. %

Ezt a tételt a félcsoportok reprezentd Lének nevezzik, a kovet-
kez8 meggondolds alapjdn. Tekintstik félcsoportok tetsz6leges H halma-
z4t; tudjuk, hogy ezen az izomorfia ekvivalenciareldci6. A hozzitartoz6
osztilyozds minden egyes osztdlydhoz 1étezik olyan transzformdcicsfélcso-
port, mely izomorf az adott osztdlyba tartozé félcsoportokkal. Egy-egy
ilyen transzformécicfélcsoportot kivdlasztva - feltehetjiik, hogy H ezeket
eleve tartalmazza - az osztélyozas teljes reprezentdnsrendszerét kapjuk.
Hasonlé6 reprezentdci6tételeket méds strukturafajtdkra is fogunk bizonyitani,
s ezek lényege mindig az, hogy 1zomorﬂa—osztélyok reprezentdnsainak bi-
Zonyos specidlis strukturdk tekinthetdk.

Legyen S az M halmaznak egységelemes transzformécioéfélcsoportja.

Segitségével M -en egy ~ reldcio6t értelmeziink a kovetkezdképpen:

a,beM -re a~b akkor és csak akkor, ha van olyan G€5 , hogy

GG b. Ha ~ az univerz4lis reldci6 - més széval M bérmely eleme bdr-
mely elembe dtvihet§ 5 -beli transzformdci6val - akkor azt mondjuk, hogy
S .tranzitiv M-en. Altaldnosabban, ha ME M , azt mondjuk, hogy

S tranzitiv M'-n, ha M’ birmely eleme birmely elemébe 4tvihets§ S - _

beli transzformaciéval.

Vegylik észre, hogy (MiS) automata, ti, az S-beli transzformé-
ciok - mint 4ltaldban minden transzformdcié - M-nek egyviltozés miive-
letei. S _akkor és csak akkor tranzitiv._ M-en, ha (MiS) -nek nincs téle
kiilonboz8 részautomatdja, Val6ban, tegyik fel, hogy S tranzitiv M-en,
és legyen K (M;S5) -nek részautomatdja. Ha ke K ésm M-nek tet-
* széleges eleme, akkor létezik olyan €S , hogy kG=m, ezért meK,
tehdt K=M . Ha pedig S nem tranzitiv M -en, akkor van olyan ‘
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my,m,eM ,  hogybdrmely GeS -re m,0 % m, , tehédt

My ={m,6:6eS) valsdi része M -nek. Emellett ﬁ,’ részautoma-
tdja  (M3S)  -nek, mert ha 6,,6,e8 és m,B, M-nek tet-
szleges eleme, akkor (m,6,)6, = m,(5,6;) e M, (t.i. S =zérta

szorzdsra nézve). Létezik tehdt (M;S) -nek valedi részautomatdja,
M -en egy tovdbbi = reldciét is értelmeziink a kovetkezd maodon:

a,beM -re gxb akkor és csak akkor, ha a~b és b~g . Bsz-
revesszik, hogy a = reldcié reflexiv és tranzitiv (e tulajdonségokkal mér
~ is rendelkezett), valamint szimmetrikus, ezért ekvivalencia. A hozzd-

tartoz6 osztdlyozéson, M/= -n pedig egy = reldciét vezetiink be:
a, be M/ ~ -re legyen @ =b akkor és csak akkor ha van olyan

€, by €b , hogy @ay~b,. Megmutatjuk, hogy £ részbenren-

dezes Birmely a€H -re a=g, mert a~q, t.i. at=a. Legyen
a€b és b= g, akkor alkalmas Cl, €T és b, bae‘B ele-
)

mekre c|1~b4 és b,~a,. Figyelembe véve, hogy by~b~b, és
s a ~ reldci6 tranzitiv, nyerjik, hogy c&~b és b~aq,

tehdt a=b. Ha pedig a€b és b=c, akkor alkalmas aea, 4,b,eB
és cqec elemekre a,~b;, b;~c,. Ismet ab ~b~b2 osszefliggésre és
~ tranzitivitisdra témaszkodva nyerjik, hogy a,~c,, tehit a<C .

a,~a~a,,

Megfigyeléseinket szemléletesebben a kiovetkezGképpen fogalmazhat-
juk meg: egy M halmazon, annak bdrmely S transzformici6 félcsoportja
segitségével megadhat6 egy osztdlyoz4s, az osztdlyok kozott pedig egy
részbenrendezés ugy, hogy egy-egy osztdlynak birmely elemébdl bdrmely
elemét megkaphatjuk S-beli transzformécié segitségével, tovdbbd egy
osztdly bdrmely elemébél a részbenrendezésben nagyobb osztdlyok (és
csak ezek) elemeit ugyancsak megkaphatjuk S -beli transzformaéci6 segit-
ségével. Ezt az észrevételt az automatdk elméletében fogjuk felhaszn4lni.

Példak : ‘

1. Az osszes (mindentitt értelmezett) valés fiiggvények az osszetett fligg-
vény képzésének miiveletével tranzitiv transzformécisfélcsoportot al-
kotnak. Hasonléképpen a folytonos valamint a differencidlhaté valés
ftiggvenyek

N

A nemnegativ valés szémokon_ értelme zett, (nem szigoruan) monoton,
minden X-re x ={(x) feltételnek eleget tevd valés fliggvények
transzformécicfélcsoportot alkotnak. A ~ reléci6 az 6sszes (a,b) pé-
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rokbol 411, ahol a= b; g x reldci6 az egyenlbség; a szovegben értel-
mezett = reldcié a nemnegativ valés szdmok kozonséges rendezése.

3. Tekintsiik egy M nemiires halmazt, s rendeljik minden ae elemhez
M-nek azt a (o transzformdcicjit, melyet Mg, = <D definiél.
Az ¢sszes (pg ealaku transzformécick M -nek tranzitlv transzformécié-
félcsoportjat alkotJék

4. Legyen R tetszGleges automata. Az R halmz mindazon transzformé-
" ci6i, melyek el§dllnak A véges szdmu miiveletének szorzataként,
R-nak transzformécicéfélcsoportjit alkotjdk.

Gyako rlatok

1. Tetsz8leges M halmaz birmely reszbenrendezese megkaphaté alkal-
mas transzformdciofélcsoportja segitségével. (Altalénosxtsuk a 2. pél-
dat!l)

2. Legyen o tetszdleges asszociativ miivelet a természetes szdmok N
halmazdn. Létezik folytonos valés fiiggvényeknek olyan halmaza, ‘amely
az osszetett fiiggvény képzésének miiveletével ellatva az (N;0) fél-
csoporttal izomorf félcsoportot alkot.

3. Minden halmaznak van idempotens transzforméci6ja. Hény idempotens
transzforméci6ja van egy 3 elemi halmaznak?

4. Egynél tobbelemii halmaz teljes transzformécxéfelcsoportJa nem
kommutativ.

15. Szabad félcsoport -

Legyen X tetszlleges halmaz Tekintsiik az FX)= Ugi hal-
n= R
mazt, méis széval az osszes - tetszlleges hosszuségu -X feletti szavak
halmazit. Megéllapodunk abban, hogy X° egyetlen elemét

2 -vel jeloljtik.
Vezesstink be F(X). -en egy kétvaltozés miiveletet, amely az Q... Gy
és by.bp

li, bdrmely peFX sz6hoz és € -hez pedig (akdrmelyik sorrendben

is tekintjuk ezeket), magdt a p sz6t. Nevezzik ezt a miiveletet szorzdsnak.
Szavakat tehdt ugy szorzunk, hogy egymds utédn irjuk Sket (konkatendci6),
az e tényezdt pedig egyszeriien elhagyjuk. Az igy értelmezett szorzds nyil-
védnvaléan asszociativ, igy F(X) e szorzédsra nézve félcsoport, amelynek
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(Gi,b}EX) ‘szavakhoz az Qqy...apn b,...b, sz6t rende -

e egysegeleme Eztaz F(X) félcsoportot (egységelemes) szabad fél-
soEormakl/ X -et pedig F(X) szabad generdtorrendszerének vagy
dbécéjének nevezzik. Ha X= <Xyy0y x> s F (s %)

helyett rovidebben F(Xq39x,) -t irunk. Az F(X) szabad félcsoport
akkor és csak akkor végesen generilt, ha szabad generitorrendszere vé-
ges (ha ugyanis végesen generilt, akkor birmely gener4torrendszerébsl,
s igy szabad generdtorrendszerébdl is kivdlaszthats egy véges generdlé
részrendszer, amely azonban a szabad generdtorrendszerrel sziikségkép-
pen megegyezik, hiszen abbél egyetlen elem sem hagyhaté el).

Az X halmaz elemeit szokds betijknek nevezni. Ha a pe F(X) sz6

'n betiibdl 411, azt mondjuk, hogy p hosszusiga n , és ezt igy jelsljik:

£(p)=n. Ennek megfelelden megéllapodunk abban, hogy £(e)=0 .
Eszrevesszik, hogy szavak szorzdsakor hosszusdgaik tsszeadédnak. -
Legyen pe F(X). Ha g€ FX) -hez 1étezik olyan re F(X)),
hogy p=qgr akkor g p prefixének nevezziik. Ha tehft p=x,..x,

(ahol Xy..., X, X -beli betiik, melyek kozott megegyez8k is lehetnek),
akkor p prefixei a kovetkez6k: €, Xy X X,5.0ry Xquu Xy = P (az utébbi

azért, mert pe=p). Ha t(e FX)) - -hez létezik olyan s(e F(X)
hogy p=st, akkor t-t p szuffixének nevezziik. P szuffixei
€y Xy Xpog XpaeregXgoi Xy TR &

Mivel az izomorf strukturdkat nem kiilonbsztetjik meg, az olyan fél-
csoportot is szabad félcsoportnak nevezzik, amely izomorf valamely - az
el8z8kben definidlt - szabad félcsoporttal. Ha az F(X) szabad félcsoport-
nak S részfélcsoportja is szabad félcsoport, azaz van olyan Y halmaz,
hogy S = F(Y), akkor S minden eleme egyetlen médon 41l el§ az Y
elemeinek az adott izomorfizmusndl megfelel8 szavak szorzataként. For-
ditva, ha S -ben vamnak olyan p,,..,P,  szavak, hogy bdrmely S -beli

elem egyetlen mé6den 411 el§ e szavakb6l képezett szorzatként, akkor S
izomorf az  {y,,..., Y, » Szabad generdtorrendszerii szabad félcsoporttal.

Ilyenkor S azon elemeinek halmazit, melyek az Yys+--1+Y, Szabad ge-

nerdtoroknak felelnek meg, S szabad generdtorrendszerének nevezziik.
A kovetkez§ tételre a késSbbiekben sziikséglink lesz.

1/

Hasznédlatos a szabad monoid elnevezés is (monoid egységelemes
félcsoportot jelent), ami gyakran elényds; pl. F(X) olyan rész-
félcsoportjdt, amely tartalmazza az egységelemet, egyszeriien
részmonoidnak fogjuk nevezni. Az FE)N (&> félcsoportot

- amely nem tartalmaz egységelemet - szabad félcsoportnak ne-
vezzik. :
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Tétel: Legyen X véges halmaz, L pedig F(X) -nek végtelen rész- |

halmaza, amely bdrmely elemével egyiitt tartalmazza annak minden prefi-
xét. Akkor létezik X -beli elemeknek olyan Xy Xpoone végtelen soroza-
ta, hogy bdrmely n -re x,x,...x,elL. -

Bizonyitds: Valéban, létezik legaldbb egy olyan X, EX amely vég-
telen sok  L-beli szénak kezd§szelete. Legyen k>1. Ha L, L-

nek az a végtelen részhalmaza, amely az XyeeeX, . 5z6t kezd@szeletként

tartalmazé L-beli szavakbel éll, akkor van olyan x 4€X, hogy

Xyqoeo Xy ka' ‘végtelen sok L -beli szénak kezd8szelete. Ez a meg-

gondolés definidlja az x,... Xk Xypq+--  Végtelen sorozatot. Most bir-

mely n -re x,..x, (végtelen sok) L -beli (s6t Ly, 4-beli) szénak

prefixe, tehdt x,...x, €L .

Szabad félcsoport részhalmazait az automatdk elméletében _esemé- »
nyeknek nevezik. Ugyancsak hasznélatos anyelv megnevezés is (ami ossz-
hangban van a "betii" és "sz6" elnevezésekkel).

Példak

1. A latin betiikkel leirhat6 6sszes szavak (mint pl. liba, subset,
gwesnystt stb. ) szabad félcsoportot alkomak; melynek az 6sszes latin
bettik halmaza szabad generdtorrendszere. Ertelmes Gsszetett sz6
esetén az ¢lbtag a sz6 prefixe, az utétag pedig szuffixe,

2. Az osszes természetes szdmok tizes szdmrendszerbeli felirdsai (a kon-
katendci6 miveletével) egy B félcsoportot alkotnak, amely az
F (0,1,...,9)  szabad félcsopormak részfélcsopprtja. A @sz6a D
félcsoport egyetlen elemének sem prefixe; forditva, ha az o szénak 0
nem prefixe, akkor ge I.

3. Az egyelemii szabad generdtorrendszerrel rendelkez8 szabad félcsoport

izomorf a nemnegativ egész szdmok additiv félcsoportjdval. Izomorfid-
tol eltekintve ez az egyetlen kommutativ szabad félcsoport.
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‘defektusu részfélcsoportja, mert

Gyakorlatok
1. Szabad félcsoportnak nem minden részfélcsoportja szabad félcsoport. -
2. Minden félcsoport egy alkalmas szabad félcsoport homomorf képe.

3. Legyen F(X;y.cy X))

CPiyes PreF Xy xn)
olyan ¢ endomorfizmusa, amelyre X,;@=Pyy..y Xp@ =Pn .

tetszgleges szabad félcsoport. Ha

létezik F(X1,~--,X,,) -nek egyetlen

4. Ha XSY  akkor FX)

egyrészt részfélcsoportja
mdsrészt homomorf képe '

£(Y) -nak,

F(Y) -nak. ‘

5. Birmely egynél tobb elemii szabad félc soport izomorf egy valedi rész-
. félcsoportjdval.

6. A2; példa D félcsoportja 'maga is szabad félcsoport, de végtelen sza-
bad generdtorrendszerrel.

16. Kddolas

Jeloljon F tetszéleges, végesen gener4lt szabad monoidot. Legyen
M F-nek részhalmaza. Ha M véges - és csak ekkor - létezik M -ben-
leghosszabb sz6. Ennek hosszusdgit M hosszusdgdnak nevezzik és £(M)-
mel jelsljuk. . '

- Az F félecsoport K részfélcsoportjit véges defektusunak nevezziik,
ha van hozzd olyan MSF  véges halmaz, hogy a K M komplexusszor-
zat éppen az F félcsoport. Ilyen véges halmaz tobb is van (bdrmelyikhez
hozz4vehetiink példdul egy tov4bbi sz6t); tegyiik fel, hogy M méris kozti-
lik a legkisebb hosszusdgut jelsli. Ekkor M hosszusdgdt K defektusdnak
nevezziik és igy jelsljuk: o (K). Specidlisan, F »Onmagénak (egyetlen) O
F=FE . F-nek B részhalma-
z4t prefixmentesnek nevezziik, ha egy eleme sem prefixe egyetlen més

elemének sem.
Ha K(&F)

félcsoportmak 1étezik prefixmentes generdtorrend -

szere, akkor prefixmentesen generéltmak nevezzik. Pl. F maga

prefixmentesen generdlt: szabad generitorrendszere prefixmentes.
Megmutatjuk, hogy F bdrmely K részmonoidjdnak egyetlen mini-
mélis generdtorrendszere van. Legyen K nak generdtorrendszere az fA
halmaz. Minden n természetes szdmra hagyjuk el A -b6l azokat az n
hosszusdgu szavakat, amelyek clG4llnak n -nél rovidebb A -belj szavak
Szorzataként. A megmaradé szavak alkotta A’ halmaz minimdlis generéd-
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torrendszere K -nak. Legyen mostmdr k={B}={c} . ahol B és
¢ minimélisak. Jelolje B; B i hosszusigu szavainak halmazig

megfelelden értelmezzik a- C; halmazokat. Ha igazoljuk, hogy minden 1
természetes szémra B; = (;, készen lesztink a bizonyitdssal. Legyen .

x€ B,, akkor xe K, ezért sztikségképpen xeC, tehdt xeC,; igy
B,SC,. A misik irdnyu tartalmaz4s hasonl6an igazolhato. Tegytik fel,

hogy minden 1 -nél kisebb j-re B,Jj, = C;: . Legyen p€B,. Mintmi;
nimélis generdtorrendszer eleme, p nem 411 el6 néla rovidebb B -beli
elemek -szorzataként, de mivel ezek éppen a p -nél rovidebb C -beli
elemek, p nem 4ll el8 néla rovidebb C -beli elemek szorzataként sem.
Mivel pe K, p -nek szerepelnei kell C-ben, s mivel £(p)=n, Cn-
ben is. Tehdt B SC, s ugyanugy igazothato Cp& Bn is. Meg-

jegyezzuk,‘ hogy ha a K részfélcsoportmak létezik prefixmentes generdtor -
rendszere, akkor az minimélis, tehdtaz a -minimélis.

E bevezet§ fogalmak és osszeftiggések utdn megadhatjuk a kédolds
definci6jdt. Kodoldsnak nevezzik F egy prefixmentesen végesen generélt,
véges defektusu K részmonoidjdnak az F (0,1) szabad monoidba val6
jzomorf leképezését. K defektusit a széban forgd kodolds defektusénak
nevezzik. Specidlisan F -nek F(0,1) -be val6 birmely izomorfizmusa

0 defektusu kédolds. ‘ : ‘

Szemléletesen egy n defektusu (¢ kodolds olyan leképezést jelent,
amely a kovetkezd tulajdonséggal rendelkezik: F -bdrmely p elemébdl egy
legfeljebb N hosszuségu szuffix elhagydsdval olyan p’ sz6t kaphatunk,
amelyre p'¢ létezik; tovdbbi P’  p’-t egyértelmtiien meghatdrozza.

Mivel a kédolds értelmezési tartomédnya F -nek végesen generélt
részmonoidja, azért (egyetlen) minimélis generdtorrendszere véges.
Alljon ez a pyy-y Py~ Szavakbol; akkor ezeket a szavakat az adott k6-

dolés blokkjainak, a P;@,..., Pk P(€ F(0,1))

felelden e blokkok kédjainak nevezzik. Ha tehdt.a ¢ kodolds értelmezési
tartomdnya a K monoid, K minden eleme el@4ll - mégpedig a blokkok
halmazénak prefixmentessége miatt egyetlen médon - blokkok szorzataként
( K tehdt F -nek mindig szabad részmonoidja). Mivel @ izomorfizmus,
a szorzdssal felcserélhets, s igy K bdrmely ¢ elemének G @ képe nem
més, mint a ¢, blokk-szorzatként valé el34l1litdséban szerepl8 blokkok ké6d -
jainak (azaz @ melletti képeinek) szorzata. Magét Q¢ -t szokds g, kod -
jdnak nevezni, ami sszhangban van a k6d eldbbi értelmezésével.

Tétel: Szavak egy B(SF)  halmaza akkor és csak akkor aikotja
egy kodolds osszes blokkjainak halmazit, ha B <&>-tél kilonbozd veges
maximélis prefixmentes halmaz.

A tételt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy prefixmentesen végesen ge-

szavakat pedig még-
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nerdlt, vég‘evs defektusu monoidok minimdlis generdtorrendszerei 'é'ppen az |
&> -tol killonboz8 véges maximélis prefixmentes halmazok.

Bizonyitds: Tegylk fel elfszor, hogy B egy K értelmezési tartomd-
nyu @ koédolds blokkjainak halmaza. Ekkor B prefixmentes, tovdbbd le-
hetetlen B ={g), mert ekkor K =g} isigaz lenne, mérpedig <&
nem véges defektusu félcsoport, Elég tehdt azt bizonyitanunk, hogy B bdr-
mely tovdbbi sz6 hozzdvételével elvesziti prefixmentességét. Legyen ‘

r(¢ B) terszbleges e-tdl kiilonboz§, F -beli sz6. Legyen tovdbbd a
¢ kodolds defektusa o . Tekintsik az rs sz6t, ahol S(eF) tetszs-
leges d hosszusdgu sz6. Akkor L(rsy>d, L(r)=L(rs)-d ,
ezért az el8bbi meggondoldshoz hasonl6an r$ -nek van olyan legaldbb
2(r) hosszuségu - tehit P -t prefixként tartalmazé - t prefixe, amely-
re teK. Legyen t=0qy.--qy, ahol q,...,q.€B . Hamost i(q,)<q,)

akkor @, prefixe r -nek, ha pedig E(P)ﬁ 2(0”), akkor r prefixe G, -
nek(f(qﬁ) ={(r)

ddsbanaz r¢ B feltevéssel). Mindkét esetben a Bu <> halmaz nem
prefixmentes. .

Forditva, tegyiik fel, hogy B <&)> -t6l kiilonbsz6 vége's maximélis
prefixmentes halmaz F -ben, és legyen K ={B} . Ekkor K prefix-
mentesen generdlt; emellett B a K részfélcsoportnak (prefixmentes, te-
hét) minimélis generdtorrendszere. Elég tehdt azt bizonyitanunk, hogy
K véges defektusu. Jelslje M a B -beli szavak 8sszes prefixeinek hal-

lehetetlen, mivel ebbdl kovetkezne qm=r~, ellentmon -

' ‘mazit. Mivel B véges, M is véges. Megmutatjuk, hogy F=K M. Le-

gven p tetszéleges eleme F -nek; £(p) szerinti indukciéval megmutatjuk,
hogy p& KM. Ha -p=e, peKM. Tegyik fel, hogy £(p)=1. Mivel
B maxim4lis prefixmentes halmaz, van olyan ¢ € B (g, #€),hogy p val6-
di'prefixe Q,-nak, vagy qypreﬁxe p -nek. Az elsé esetben p=ep és
.eeK, peM, tehdt peKM. A médsodik esetben legyen p=qp’. Itt
2(p?) < {(p) ezért feltehetjik, hogy. p’=st (seK, teM) Nyer-
juk, hogy p=(gS)teKM . A bizonyitds kész. .

- A latottak szerint bdrmely kodolds megadhaté a kovetkez8 médon:

veszink F -ben egy <&> -t8l kiilonboz6 maximélis prefixmentes
\Pi1y-3 Py, S halmazt (a kedolds blokkjainak halmazit), s e halmaz min-

den egyes p; eleméhez hozzdrendelink egy ¢, € F(0,1)  szot (ézaz min-

. den blokkhoz hozzdrendeljiik a kodjat). Ezutén tehdt a kédoldsokat a kovet-

kezé alakban fogjuk felirni:

) Pn?>Yn

‘&-‘-‘—1«.‘



Természetesen a Gy..., G szavaki nem akdrmilyen védlasztisa

mellett kapunk kédoldst pl. e szavak kozott nem lehetnek egyenlék, mert
ez ellentmondana a kédolds kolcsonosen egyértelmii voltdnak. Ahhoz, hogy
(1) kodolédst hatdrozzon meg, sziikséges és elegends, hogy bdrmely, a
Y53 G szavakbdl véges szdmu szorzdssal el64116 sz6 egyetlen ilyen

szorzatelSéllitdssal rendelkezzék, tehdt, hogy {qm...,q,n} F(0,1)

nek szabad részmonoidja legyen a g, ... »Gn szabad gener4torrend-

szerrel. Specidlisan, elegend§ az is, hogy <c)m---; Ol/n> prefixmentes

" halmaz legyen; ugyanis, nyilvdnval6, hogy ebbél kovetkezik az 4ltala ge-

nerélt részmonoidbeli szavak szorzatelddllitdsdnak egyértelmiisége.
Ha (1) jobb oldaldn prefixmentes <Gy, G > halmaz 41,

akkor az (1) 4ltal megadott kédoldst prefixmentes kédoldsnak nevezzik.
Prefixmentes a k6dolds, ha a blokkok kédjai mind egyenl$ hosszusdguak.
Ilyenkor egyenletes kédoldsrol beszélink. Ugyancsak prefixmentes a k6-
doléds, ha létezik olyan =€ F(0,1) (8(15—)>0) 5 amely minden
blokk kédjanak szuffixe, de egyetlen blokk kédja sem U, U,

(Ugsuz € F(O41), L(u,)=0) alaku, vagyis a kozos szuffix

egyetlen blokk kodjdnak belsejében, vagy elején sem fordul els. Az ilyen
kodoldst vessz8s kédoldsnak nevezziik, mivel tetszgleges sz6 k6djdban
jelzi - elvdlaszt6 "vessz§' gyandnt - az egyes blokkok kédjainak végét.
Mivel egy kédolds definici6ja szerint kolcsonssen egyértelmii lekéw
pezés, létezik az inverz leképezése. Ezt az adott kédoldshoz tartoz6 de-
k6doldsnak nevezzik., A dekodolds, mint izomorfizmus inverze, maga is
izomorfizmus, ezért pl. az (1) megfeleltetéssel megadott ¢ kodolds

esetén a - (q;... q,k)cp’4 = (9, <p"‘)... (9 ¢ = p;..p,

osszefiiggés mutatja a dekédolds elvégzésének szabdlyét.

Példak

1. A latin betiiknek feleltessiik meg kolcsonosen egyértelmii médon F(O,'i)
egy-egy 5 hosszusdgu szavdt. Ez egyenletes kédolds, amely az el6z6
fejezet els§ példdjdban szerepld szabad félcsoportnak F(0,1) -be valé

izomorfizmusa.
2. A 00—=0
01~ ‘10
10 ~ 140
M =141
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megfeleltetés  F(0,1) -nek snmagéba valé prefixmentes kédoldsdt
hatdrozza meg. '

F(0/f)-nek {o0,01, 10,11} 1 defektusu részfélcsoportja,

mig  F(0) nem véges defektusu részfélcsoportja.  <0,10,11>
maximilis prefixmentes részhalmaz F(0,1) -ben.

Gyakorlatok

. Az F(0,1) szabad félcsoport bdrmely n természetes szdmra tartal-

maz n elemii szabad generdtorrendszerrel rendelkez§ szabad részfél-
csoportot. '

. Az F (0,1)  szabad félcsoportnak van olyan véges defektusu részfél-

csoportja, amelynek

a) nincs véges generédtorrendszere,
b) van véges generdtorrendszere, de nincs prefixmentes generdtor-
rendszere, ‘

. Az ismert Morse-jelrendszer nem kédolds a most bevezetett értelem-

ben. Altaldnositsuk a kédolds fogalmét: definiciéjdban az F (0,1). sza-
bad félcsoportot helyettesitsiik tetszfleges végesen generdlt szabad fél-
csoporttal. Ebben az 4ltaldhosabb értelemben az a megfeleltetés, mely
minden latin betinek a (végén szunettel kiegészitett) Morse-jelét felelteti |
meg, vesszds kodoldsnak bizonyul, amelynek értékkészlete az F(ti, t4,
sziinet) szabad félcsoportmak részhalmaza.

. Tekin‘_csu‘nk egy olyan ¢ ‘kédoldst, melynek értelmezési tarioménya

'F (0,1) -nek részhalmaza. Kodolds-e mindiga @' .dekodolds?

. Az )

00~ 00
01~ 10

megfeleltetés (nem prefixmentes) kédol4st hatdroz meg.
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17. Optimalis-kédolas -

Tekintstink egy jelforrdst, amelyaz X,..., X,, Jjeleket képes kibo-

. csétani ugy, hogy az X jelet (bdrmely jelkibocsétds alkalmdval)
P(x;) (0% P(x;) £ ) valészintiséggel adja ki. Jelslje a
(?(x,‘),..:, P(x,))

forrdsunk, mikozben egymdsutdn £ szdmu jelet bocsét ki, éppen az {4
hosszuségu P;€ F(Xg--1Xy) S26t adja ki, egyenld (P(x)k1 ...
(P(Xm) Km -mel, ahol k; (i= 4,..)m)a Pj sz6ban el8-

fordul6 x; jelek szdma. Jelolje ezt a valo'szmuséget 'P(pj) .
Legyen most ¢ tetszbleges kodolds, mely a

sorozatot P . Ekkor annak valésziniisége, hogy jel-

O P1 ™ Gy
Pn ™
megfeleltetés 4ltal van megadva (py,..., Pne F

<P19) pn> = <X4s"'3xm> ) . ”
14sokkal megmutathat6, hogy ha jelforrdsunk a p(eF) kodolhato sz6t bo-
csdjtja ki, akkor az £(pp) [ £(p)  hdnyados (azaz p -neka @ k6do-
14skor bekovetkezd ""rovidiilése'") vdrhat6 értéke

=, 2q)P(pa) [Z, AP PR

0 kodolds gazdasdgossdgi egyiitthatéjdnak nevezzik, és €g (P)  -vel je-
16ljik. A gazdasdgosségi egyiitthat6 tehat a'lehetséges P sorozatok (mds-
képpen: eloszldsok) halmazan értelmezett nemnegativ értékii valés fligg-
vény. (Az elnevezést az indokolja, hogy amennyiben F -beli szavakat
valamilyen berendezés segitségével tdrolni, vagy tovabbitani akarunk, s
az egy betiire es@ ezzel kapcsolatos koltséget 4llandénak tekintjik, akkor
a p@ -reesSkoltséga p -re esd koltségnek dtlagosan € (P) -szerese;
‘a kédolt szavak tdrolédsa vagy tovébbitdsa tehdt anndl gazdasagosabb, mi-
nél kisebb €y (P) .) " _ o
Tekintsink tetsz6leges kédoldst a Pyy...s Pn (€F)

lehetséges pl.

- Ezért az utobbi hédnyadost a

- blokkokkal.

Megmutatjuk, hogy ha e blokkok kodjainak célszerii megvélasztidsdval arra
toreksziink, hogy koédoldsunk gazdasdgossigi egyiitthatdja minél kisebb
legyen, elegend§ prefixmentes kéd-halmazokra szoritkoznunk.

Tétel: Barmely olyan ¢ kédoldshoz, melynek blokkjai Pgy--9 P

létezik olyan ' prefixmentes kédolds, ugyanezekkel a blokkokkal, hogy
ey =€, (azaz e, (P)=e,(P) ~ minden lehetséges P -re).
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Elemi val6sziniiségszdmitdsi meggondo-

Z 28(s)) Z zf(q,k_1...q/k) Z :

’B;izonz‘ itds: Legyen @ az (1) megfeleltetéssel megadva. A gazdasi-.
gosségi egyiitthaté definici6jdbol ldtszik, hogy elegendd olyan
Py s r> € F(0,) prefixmentes széhalmazt taldlnunk, hogy

Er)=4q),, L) = 2(q,)

legyen, ekkor ugyanis a

,bq-,-r*‘

L

)

Pn > Tn

megfeleltetés dltal meghatdrozott ¥ kédoldsra teljesiil €4 = €g - '
El8késziiletiil bebizonyitjuk az un. Szildrd-Kraft-egyenliStlenséget:
Ha {om,,,’qh} F(0,1) -nek szabad részmonoidja a

G99, - Szabad generdtorrendszerrel, akkor

@) L4
=
o 2%ad)

Legyen r tetszéleges természetes szdm és jelolje - 5,,..,5,r a
Qo3 Gn  Szavakbol képezhet§ osszes r -tényez8s szorzatokat. Mivel

{qu"':qm}

szabad, ezek mind kiilonbsz6 szavak. Legyen Sk szorzat-
elgéllitdsa G, . G, -

Ve
Ervényes

T k=4 2 e(q'k") 2 g(q'kr) -

max £(s
1<k<npr

Legyen tovdbbd a §,,..,5 .

Ha' max {(g)=M ,
1<4 <n N
min £(s YEZr
1ek=nr "

hosszusdguak szdma t,. Minden {-re (r=d =r M)

- akkor y=rM . és

kK
szavak koziil az 2

érvényes

tZ = 22, ezért . : :

i“ y =PH24,rM22‘rM4 .
—_ — = 1 r\
= 2Me0 ot g2t g

~N




Osszevetve ezt az elz8 egyenléséggel, nyerjik:

n , >l"
> ey e

N
Ha
,,5:4 2 <an)
minden r termeszetes szdmra. Ezért a blzonyxtando egyenldtlenseg valé-
ban igaz.
Mivel az (1) kédoldsban szerepls q,,..,q,

>4 lenne, ez az egyenl6t1enség nem teljésﬁlhéme

szavak = F -nak sza-

bad részfélcsoportjit generaljik, teljesil rdjuk és minden részhalmazukra
(2). Az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy

2(q.)%... 2(q,) . | e
(9,) ) Legyen k=1,..,,nTe r a Z 8(1 )»
=1 29940

osszeg kettes szdmrendszerbeli felirdsdban a vessz§ ("kettedes-vessz§')

utédni els6 £(q,) szdmu szémjegybél 4116 sz6, (ha a felirdsban nincs

ennyi szdmjegy, akkor zérusokkal egészitjik ki). 'Megmutat’juk,' l}ogy az
{Pyyerey MY halmaz prefixmentes. Ez elegendd is a bizonyitdshoz,

hiszen definici6 szerint K(r‘k)'-‘{(qk) {k=1',...,n) .

et

1
-re -7
: 21 Z‘Z\q/w)
‘ i=
egynél kisebb nemnegativ szdm. Ezek a szdmok k novekedésével ugyan-
csak novekednek. Ha }<k -ra r ?' prefixe r = -nak, akkor
¢-1 k-1
z {( ) és Z 3( vesszd utdni elsé f(q )-szdmu szam;egye
j=1 2 =N cl/z f.(q ;
megegyezik, igy kulonbseguk kisebb, mint 1/2 (itt hasznéljuk fel,
hogy mindket osszeg kisebb egynél). Ez azonban lehetetlen, mert a méso-

L
dik osszeg ugy keletkezik az elsébél, hogy 4/22((:1’7 +..+1/2 Che 1)-et
(amelynek 3,< k  miatt legaldbb egy tagja van) hozzaadJuk A bizonyitds

kész.
Tekintsiik az F végesen generlt szabad félcsoport egy Py Prd

A Szildrd-Kraft-egyenlétlenség szerint K= 45-sn

maxim4lis prefixmentes részhalmaz4t, valamint az F szabad generdtorai-
hoz rendelt valésziniiségek P rendszerét. Az (1) megfeleltetéssel megadott
olyan ¢ kodoldst, melyre € (P) nem nagyobb, mint a py,..., Pn blok-

kokkal rendelkeié’ bdrmely Y kodolés eY' (P) gazdasdgosségi egyiittha-
t6ja, optimdlis kédoldsnak (pontosabban: {p,,..,P,> -reés P -re

e -

S P(p)= .. 2P (p,) .

* dé a prefixmentes kédoldsokat figyelembe venni.

/

vonatkoz6an optimadlis kodolésnak) nevezziik. Az optimélis k6dolds meg-

taldldsdnak feladata tehdt alkalmas d,,..., 4, (€ F(0,1)
meghatdrozdsit jelenti. ‘

A tovébbiakban az 4ltaldnossdg korldtozdsa nélkil feltesszik, hogy

A kovetkez§ tétel megmutatja, milyen tulajdon-

sdgokkal rendelkezik 'egy optimélis kédolds kédjainak halmaza. Megjegyez-
- ziik, hogy az optimdlis kédolds nem egyértelmijen meghatérozott ha (1)

optimilis kédoldst ad meg és £ (r;)=%(q,) - (r;eF(0,9); i=1,..,n),
akkor a gazdasdgosségi-egylitthato definici6jdbol 14tjuk, hogy a
p’l - f‘1 I
R

! \

megfeleltetés ugyancsak optimélis kédoldst ad }neg Megjegyezzik tovdb-

b4, hogy az el§z6 tétel alapjdn optlméhs kédolds keresesenel elegen-

~

Huffman tétele:r Ha n= 2 és az (1) megfeleltetes prefixmentes op-

tim4lis ¢ koédoldst ad meg, akkor

D (g .. = g =1q,),
b) vannak olyan maximdlis hosszusdgu kédszavak, amelyek csak utol-
56 betiijitkben ktilonboznek, ,

c) <q 11y G maximélis prefixmentes halmaz.
Bizonyitds: a)Bdrmely a=b, c<Zd valés szdmokra
ac+bd=bec +ad - Ezérta gazdasagosségl egyiitthat6 szdmléléja
- aménnyiben a kédok hosszdnak rendszere rogzitett - akkor minimélis,

ha £(q)%... = &gpy) < L(g,) A nevezgje viszont nem fligg a
kédok megvalasztasétdl '

Ha tovédbbd E(q,h_1)<43(q,n) > akkor g, -t heiyettesitve sajdt’

ﬂ(q . 4)' hosszusdgu prefixével a kodok igy modositott halmaza tovdbbra
is prefixmentes; a gazdasagossag1 egylitthaté viszont csokken ellentétben

N, optimélis voltdval. Ezért

/ f(qn_4)={(qn)».

b) Jelolje q',i azt a sz6t, amely g, -bél utolsé betiije elhagydsdval

keletkezik. Mivel az utols6 betii csak 0 vagy 1 lehet, clegend§ beldtnunk,
hogy ha a maxim4dlis hosszusdgu kédszavak Yjs 1 Gn - akkor a

%1%

szavak nem mind kuldnbéz6k. Ez val6ban igy van; ellenkezé
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kodszavak




esétben ugyanis a kédszavakat helyettesitheménk a

s 3
q’js 3%
fixmentes maradna; a gazdasdgossdgi egylitthat6 viszont csokkenne, ellen-
tében ¢p optimélis voltdval.

c) Legyen Gn,q€ F(0,1)
108y {Jyy -5 Gy Ines >

Ha ez nem teljesiilne, akkor <Qm

Fires G

szavakkal, s a k6dok igy m6dositott halmaza tovdbbra is pre-

minim4lis hosszusdgu olyan sz6,

s s Goesd 18 prefixmentes lenne,
ellentétben G,,,, minimélis védlasztdsdval. Az is nyilvdnvals, hogy

‘E(qn.f{):'ﬂ(qn) ’ ﬁ(qn‘f")< ‘a(ayn)
helyettesithetnénk G, 4 -gvel, és igy javithatménk a kod gazdasdgossa-

.Ugyanis az esetben ¢ ,-et

git. Tovébbid, q,r';+ 4 Dprefixe valamelyik qi -nek. (Ellenkez§ esetben

szintén javithatmdnk a kéd gazdasdgosségét azaltal, hogy g, -et kicserél-

jiik q,,:w -re.) Ekkor Uq:) = 2gn),
Gns 4 -nek. Az is vildgos, hogy q,,, egyetlen més

killonben ¢,; prefixe lenne

q,} -nek sem -

prefixe, mert ., egyetlen betli hozzdaddsdval csak kétféleképpen

folytathatd; ez a két folytatds 4 €és ,; . Tehdt, ha g, -t kicserél-

Ui LY
JUk qlnH
A bizonyitds kész.
Huffman tétele 1ehetoseget nyujt optimahs kodolés gyakorlati megke-
resésére. Az n=] esetben a

-re, a k&d gazﬁaségosséga javul, ez pedig ellentmond4s.’

P, >0
p, > 1

megfeleltetéssel megadott kédolds nyilvanvaléan rnindlg optlmalis . Tegylik
fel, hogy n-41 szdmu blokkhoz és valészintiségeik bdrmely sorozatdhoz
mér meg tudunk adni egy optimélis kédoldst. Tekintsik most a

PiyyPn € F - blokkokat és val6sziniiségeik P=(P(pys - P(Pn)

= P(pn) - Meg fogunk adni.

szavakét, amelyekre az (1) megfelelte-

sorozatét (feltehetjik, hogy P(p)=.r. =
olyan g,,.-,q, € F(0,1)

tés 4dltal meghatdrozott kedolds o'ptimélis; ) A
. Tartozzanak az X4 X5 %ne1 (e F(x“__,,xn_,'»
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prefixmentes halmaz. Ekkor 2(q,,,)< £(q,)-

. ahonnan e
by

blokkokhoz rendre a

P(Py)ys Ffon.g), | (Pn-1>+p(Pn)
valészmthegek, utébbiak sorozatét jelslje P

. e s e o e

Xy Xy > -re és P’ -re vonatkoz6an egy @’ prefixmentes opti-
mélis kédoldst ad meg,  akkor

n ™ c"n#1

-re és P -re vonatkoz6an ugyancsak egy prefixmentes

<P4?..., pn>‘
optim4lis ¢ koédoldst hatdroz meg. Tegytik fel ugyanis, hogy Piyy---yPg -

hez rendre az Pay SN k6dokat rendelve prefixmentes optimé4lis Y
kédoldst kapndnk, melyre e

| ) P < €y (P). Huffman tétele szerint ekkor
fr, )=4r)  és Mo

r -tél csak utolsé betiijében kiilonbozik.
Legyen r, _,=r’0 és rn=rn"1 .

Tekintsiik azt a Y kodoldst, me-
lyet az ’

megfeleltetés hataroz meg. Itta kodok <;~ ’>

n 29
prefxxmentes, mésrészt a gazdasagosség1 egyutthatokat klszamltva nyer-
juk, hogy

halmaza

®) - ep(P) - e (P)= e2(P) -

(P) < e, (P,

€ (P
cllentmonddsban ¢’ optimélis voltdval.
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(A (3) egyenl8séget igy bizonyithatjuk:
Vezesstk be a i &(ps) Ppi)=a, En:q Plp;) = b,g:: 4q;) Plpi)+
. i= i= i=
+2g,)Pp)=c E L) P(pi)= s PP, ) + Pl =e
te

11z ' . ‘c d
jeloléseket. Akkor a,b,c,d,e>0, tovdbbd e‘P(P)= g, ey(P)=—a,-

_S. . (pn=d=e )
e, (P)= ¢ eY,(P’)-‘ Az eY(P) =< e(P(P) fel

d<c+e , mésrészt definici6juk szerint b=a . Ezért

tevés miatt

eq,(P)—eY(P)=C*g"d = C'(g'el; g (P7)- 4P 4

Példak
1. Az el8z8 fejezet 2. péld4jdban szerepld (p kédolds gazdasdgossigi
egyiitthatéja P=(P(0)=0,9, P(1)=0,1) esetén

ecP(P) = '4’0,(51-# 2~0’09;’ 3’0109‘}'3'0&1 =0’ 64’5 .

2. Az el6z6 fejezét 5. gyakorlatdban szerepld ko6dolds gazdasdgossdgi
egylitthat6ja tetsz6leges P esetén 1.

3. Az F(x ”x“xj) szabad félcsoport X, ,X,, X, blokkokkal ren-

: 1952173 ‘
delkezé kodoldsa P = (0,7, 0,24, .0,09) esetén optim4lis, ha a
k6dok megfelel8en: 0,10, 11 . '

4. Az F(0,1) szabad félcsoport 1,00,01 blokkokkal rendelkezd k6-
doldsa P=(0,3;0,7) esetén optimélis, ha a kedok ugyanazok, mint
a 3. példdban. Ugyancsak optimdlis (de nem prefixmentes) az el6z8 fe-
jezet 5. gyakorlatiban szerepld kédolds. :

b
Gyakorlatok

1. Altaldnositsuk a Szildrd-Kraft - egyenlétlenséget végesen geherélt sza-
bad félcsoportokral . oo

2. Tekintstk F(0s1) -nek azon ké6doldsait, melyeknél a blokkokat az
tsszes 3 hosszusdgu szavak alkotjdk. Hatdrozzuk meg az optimdlis
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lfodole”ist. P(0) minden 0,5 és 1 kozti értékére (P{1)=1-P(0})
és szamitsuk ki az optimélis kédolds gazdasdgossdgi egylitthat6jat!

F(0;1) részfélcsoportjdn értelmezett optim4lis koédoldshoz tartozé

dekodolds is kédolds. Milyen Ssszefliggés van gazdasigossigi ittha -
toik kozott? teg g gosségi egylittha
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