'A GOMB MOZGASCSOPORTJA

A kSvetkezd halmazok koz6tt természetes médon kdlesdndsen egyértelmii megfeleltetés
létesithetd:

(a) A hédromdimenzids euklideszi tér adott fixpontd Gsszes tdvolsig- és irdnyitastarts
transzforméciéi. » » _
(b) A (héromdimenziés) gomb Ssszes olyan mozgasai, amelyek a gombot onmagéba viszik
at.
(c) Az Gsszes 3 x 3 tipusti 1 determinénsi ortogonélis valés maétrixok.
Mindegyik halmaz csoport a leképezés- ill. métrix-szorzdsra nézve. Ez a hirom
csoport izomorf, tehdt algebrai szempontbdl ugyanaz. Neve: a gomb mozgdscsoportia;
legink4bb hasznélt jele: OF (R).

Tétel: OF (R) egyszerti.

A tételt mar Camille Jordan ismerte. ”Geometric Algebra” cimi kényvében Emil Ar-
tin olyan bizonyitést ad ré, amely szellemében megegyezik az alternilé csoportok egysze-
riiségének Bauer-Rédei-féle bizonyitdsaval. Mindkét bizonyitds a kovetkezd egyszertiségi
kritériumon alapul: _ |

Legyen X csoportelemek olyan tulajdonsiga, hogy ¥ a konjugéltakra oroklédik,
tovabba a csoportot az Gsszes X tulajdonsdgi elemei generaljék. Ha a G csoport minden
legaldbb kételemii normélosztéjdban van ¥ tulajdonsigi elem, akkor G egyszerii.

Az emlitett egyszeriiség-bizonyitédsokban ¥-t igy definidlhatjuk: az alternilé csopor-
tokban legyen egy permutécié X tulajdonsigtd, ha (ab)(cd) alakt; OF (R) egy eleme pedig
akkor legyen ¥ tulajdonségd, ha a gdmb valamely 4tméréje korili, 7 szoggel valé elforgatds
(azaz e tengelyre vonatkozé titkrdzés). ’

Kenkichi Iwasawa japan algebrista 1941-ben felfedezte a kévetkezd, kicsit bonyolul-
tabban hangzé, de egyszerfien bizonyithaté és jél hasznlhatéd egyszertiségi kritériumot,

amellyel akkor bizonyos klasszikus csoportok, nevezetesen a projektiv terek kollinedcideso-

portjai és a projektiv szimplektikus csoportok egyszertiségét igazolta, a kordbbi bizonyit4-

soknal lényegesen egyszeriibben: '

Legyen az M halmaz I' transzforméciécsoportja primitiv (azaz ne 8rizze meg M-nek
nemtrividlis osztélyozdsat). Ha |

(1) T megegyezik kommutétorcsoportjéval (azaz T-t generaljak Gsszes [a,v] = oIy Loy
alakti kommutdtor-elemes), és ,

(2) M-nek létezik olyan A eleme, hogy A stabilizdtordnak (az A-t véltozatlanul hagyd,
I'-hoz tartozé transzforméciékbél 4116 csoportnak) van olyan Abel-féle normalosztéia,
amelynek Gsszes I'-beli konjugdltjai egyiitt generaljdk I'-t, :

akkor I' egyszerti. _

Iwasawa kritériumat alkalmaztdk mas klasszikus csoportokra is. Emellett az alternald

csoportok egyszeriisége is elegédnsan — bér a Rédei-féle bizonyitédsnal nem rovidebben —




igazolhatd dltala. A kovetkezékben a gémb mozgdscsoportia egyszeriiségének szemléletes
bizonyitéséra hasznéljuk. Ehhez a kdvetkezd geometriai észrevételekre lesz szukség:
I. A gémbdt énmagéba 4tvivé mozgasok (a tovdbbiakban réviden: « mozgdsok) mind a
gomb egy-egy atmérdje koriili forgatasok. (Ez a tény Euler 6ta ismert; OF(R) (c)
alakjabdl elemi polinom-algebra és linedris algebra alkalmazaséval is kovetkezik.)

I. Ha az U,V és V, W gombfeliileti pontok tavolsdga ugyanaz, akkor van olyan mozgés,
amely U-t V-be, V-t W-be viszi &t.

III. Minden mozgés valamely mozgés négyzete. (Ez I.-b&l nyilvénvald.)

IV. Minden mozgés bizonyos mozgdsok kommutétora. (. III. figyelembevételével ez
leolvashaté az &brardl: tetszOleges § mozgasra 6 = 42 = a~ly~lay, ahol v a C
"plus” kériili BA sz0gli forgatés, mig o (ill. B) az A (ill. B) 7egyenlitéi” pont{on
dtmend &tmérd) koriili 7 szogl forgatés.)

V. Bérmely két 7 szdgli forgatés konjugélt. (Lasd az 4brét: 8 = v lay)
VI. Minden mozgés 7 szdgii forgatdsok szorzata. (Lésd az 4brat: § = afB.)

A tétel bizonyitdsa: OF (R) a gombfeliilet pontjai M halmazénak primitiv transz-
forméci6csoportja. Valdban, tartozzanak a d (> 0) tavolsdgd U,V € M pontok M egy,
oF (R) éltal megdrzétt osztélyozdsénak ugyanabba az osztalydba, és legyen Z € M tet-
szlleges. Az U pontbdl Z elérhetd d tavolsigii "araszoléssal”, masszéval van olyan véges
U, V,W,...,Z (€ M) pontsorozat, amelyben a szomszédos pontok tavolsdga d. Akkor II.
szerint Z is ugyanabba az osztalyba tartozik, mint U és V, tehat osztalyozdsunk egyetlen
osztalybdl all, azaz trividlis. (Itt felhasznéltuk a valds szdmokra vonatkozé arkhimédeszi
axiémét, amely nem keriilhetd meg, hiszen OF (R) folytonos csoport).

Teljesiil (1): OF (R) megegyezik kommutatorcsoportjaval IV. szerint.

Teljestil (2) is: barmely A € M stabilizatora éppen az A "pélus” kériili forgatédsok
alkotta részcsoport G-ben. Ez Abel-féle normalosztéja Snmagéanak, s elemei koziil mér az
egyetlen m sz6gl forgatds Gsszes konjugéltjai is generaljdk I'-t V. és VI. szerint. =




