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A disszertáció összefoglalja Balázs és Krisztin [2, 1] eredményeit.
Az [2] cikket elfogadták publikálásra, elektronikus változata elérhető.
Az [1] cikk be van nyújtva. A szerzőnek van még egy cikke, [3], van den
Berg, Courtois, Dudás, Lessard, Vörös-Kiss, Williams és Yin társszer-
zőkkel, ami itt nincs bemutatva.

A [2, 1] cikkekben és a disszertációban késleltetett differenciálegyen-
letek két különböző t́ıpusát vizsgáljuk. Mivel a két egyenletre különböző
eszközöket alkalmazunk, ezért két külön fejezetben tárgyaljuk ezeket.

A két problémat́ıpusban az a közös, hogy mindkettőt alkalmazások
motiválják, és mindkettő új, nem-klasszikus elméleti technikákat köve-
tel meg. Egy másik közös jellemző az, hogy mindkét t́ıpusra nyitott
problémákat oldunk meg. Továbbá, úgy hisszük, hogy a kifejlesztett
módszerek hasznosnak bizonyulnak hasonló modellek széles körében.

Először egy ármodellt vizsgálunk, amelyet Erdélyi, Brunovský és
Walther [5, 4, 19] vezetett be. A modellegyenlet egyetlen a > 0 pa-
ramétert tartalmaz. A fő eredmény az, hogy a 0 < a < 1 esetben a
zéró megoldás globálisan aszimptotikusan stabil. Ez választ ad Erdélyi,
Brunovský és Walther sejtésére. Korábban lokális stabilitás volt is-
mert minden a ∈ (0, 1)-re, lásd [5]. Mivel a linearizálás nem működik a
zérónál, centrális sokaságra való redukciót alkalmaztak. Garab, Kovács
és Krisztin [8] a globális attraktivitást csak a ∈ (0, 0.61)-ra bizonýıtotta.
Bizonýıtásunk azon a kulcsfontosságú ötleten alapszik, hogy lehetséges
összekötni a problémát egy másik egyenlett́ıpussal, nevezetesen egy
neutrális t́ıpusú funkcionál-differenciálegyenlettel, amelyre Ljapunov-
funkcionál konstruálható.

A disszertáció második része egy késleltetett differenciálegyenletből
és két segédegyenletből összeálĺıtott rendszert tekint. A késleltetett
differenciálegyenlet egy negat́ıv visszacsatolási feltételt eléǵıt ki, amit
korábban több alapvető cikk [12, 13] már tanulmányozott, amelyek a
nemlineáris funkcionálanaĺızis olyan témáinak kifejlesztéséhez vezettek,
mint a fixpont-elmélet végtelen dimenzióban. A vizsgált konkrét rend-
szert Ranjan, La és Abed [17, 16] vezették be egy egyszerű számı́tógépes
hálózat rátaszabályozási mechanizmusának modellezésére. Matemati-
kailag, a nehézség a két segédegyenlet által definiált késleltetés speciális
alakjából ered. A konstans késleltetésre vonatkozó klasszikus eredmé-
nyek [7, 9], az állapotfüggő késleltetésre vonatkozó, nemrég kifejlesztett
módszerek [10, 18] itt nem tűnnek alkalmazhatónak. Az első nehézség
egy megfelelő fázistér találása, ahol a hozzá tartozó kezdetiérték-prob-
lémának létezik és egyértelmű a maximális megoldása, és a megoldások
egy folytonos szemi-dinamikai rendszert definiálnak. Valójában két kü-
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lönböző fázisteret konstruálunk a probléma tanulmányozására. Ezek
különböző defińıciókat követelnek meg a megoldásokra. Az adott kér-
déstől függ, hogy melyik megközeĺıtés felel meg jobban. A második fő
eredmény az, hogy Ranjan és társai rátaszabályzási rendszere lassan
oszcilláló periodikus rátához vezethet az optimális ráta körül, feltéve,
hogy a stacionárius megoldás az optimális rátánál instabil. Ez megvála-
szolja Ranjan és társszerzői [15, 14] egy sejtését.

1. Globális stabilitás késleltetett
ármodellekre

Az elsődleges célunk Erdélyi, Brunovský és Walther [5, 4, 19] globális
stabilitási sejtését bizonýıtani az

ẋ(t) = a[x(t)− x(t− 1)]− β|x(t)|x(t), (1.1)

ármodellre, ahol a > 0, β > 0. Erdélyi, Brunovský és Walther 0 <
a < 1-re megmutatták az x = 0 lokális aszimptotikus stabilitását,
és megsejtették a globális aszimptotikus stabilitását. Nemrég Garab,
Kovács és Krisztin [8] bebizonýıtotta az x = 0 globális aszimptotikus
stabilitását az (1.1) egyenletre, feltéve, hogy a ∈ (0, 0.61). Mivel x = 0
nem hiperbolikus, már a lokális stabilitás sem triviális.

A továbbiakban mindig feltesszük, hogy r > 0, a > 0 és

(Hg)

{
g : R→ R C1-sima, ug(u) > 0, u 6= 0-ra,∫ s
0
g(u) du→∞ amint |s| → ∞.

Stieltjes-integrálokat használva az (1.1) egyenlet ı́rható úgy, mint

ẋ(t) = a

∫ r

0

x(t− s)dη(s)− g(x(t)), (1.2)

ahol η teljeśıti a

(Hη)

{
η : [0, r]→ [0,∞) korlátos változású,

η(0) = η(r) = 0,
∫ r
0
η(s) ds = 1

feltételt. Az [5]-t követve, az (1.2) egyenletben x(t) reprezentálhatja
valaminek az árát a t időben. Ha x : I → R folytonosan differenciálható
egy, a [t − r, t]-et tartalmazó intervallumon, akkor a

∫ r
0
x(t − s) dη(s)
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Stieltjes-integrált parciálisan integrálva és az η(0) = η(r) = 0 feltételt
használva kapjuk, hogy∫ r

0
x(t− s) dη(s) = [x(t− s)η(s)]

s=r
s=0 −

∫ r
0
η(s) dsx(t− s)

= −
∫ r
0
η(s) ddsx(t− s) ds

=
∫ r
0
ẋ(t− s) ds

(∫ s
0
η
)
.

(1.3)

Mivel η nemnegat́ıv, a [0, r] 3 s 7→
∫ s
0
η ∈ R függvény monoton

nemcsökkenő. Ekkor (1.3) azt mutatja, hogy az
∫ r
0
x(t − s) dη(s) ki-

fejezés zéró, ha x konstans [t− r, t]-n, és pozit́ıv (negat́ıv), ha ẋ(s) > 0
(< 0) minden s ∈ [t− r, t]-re.

Figyeljük meg, hogy ha az (1.3) egyenlet
∫ r
0
ẋ(t− s) ds

(∫ s
0
η
)

kife-

jezésében szereplő s 7→
∫ s
0
η(u)du függvényt tetszőleges µ : [0, r] → R

nemcsökkenő, korlátos változású függvénnyel helyetteśıtjük, akkor a
kapott

∫ r
0
ẋ(t−s) dµ(s) kifejezés még mindig interpretálható az ár ten-

denciájaként. Ez motiválja az

ẏ(t) = a

∫ r

0

ẏ(t− s)dµ(s)− g(y(t)) (1.4)

neutrális t́ıpusú differenciálegyenlet vizsgálatát szintén ármodellként,
feltéve, hogy a > 0, µ : [0, r] → R korlátos változású és nemcsökkenő,
egy további technikai feltétellel.

Van egy másik ok az (1.4) neutrális t́ıpusú egyenlet vizsgálatára. Ez
alapvető szerepet játszik az (1.1), (1.2) egyenletekre vonatkozó stabi-
litás eredmények bizonýıtásában. Azonban az (1.2) és (1.4) egyenletek
nem ekvivalensek. Az (1.2) egyenlet megoldása csak t > r-re teljeśıti az
(1.4) egyenletet µ(s) =

∫ s
0
η-val. A fázisterek és a stabilitás defińıciója

szintén különböző az (1.2) és (1.4) egyenletekre.
Legyen (cn)∞n=0 nemnegat́ıv számok egy sorozata

∑∞
n=0 cn ≤ 1-

gyel, és legyen (rn)∞n=0 egy sorozat [0, r]-ben úgy, hogy r0 = 0, és
rn > 0 minden n ∈ N-re. Legyen H : [0, r]→ R olyan, hogy H(0) = 0,
H(s) = 1 s ∈ (0, r]-re. Definiáljuk a σ : [0, r]→ R függvényt a

σ(s) = c0H(s) +
∑

n: rn≤s

cn, s ∈ [−r, 0]

képlettel és legyen adott a nemcsökkenő, abszolút folytonos ν : [0, r]→
R úgy, hogy ν(r)−ν(s) ≤ 1. A hipotézisünk µ-re az, hogy nemcsökkenő,
szinguláris rész nélküli, vagyis

(Hµ)

{
µ : [0, r]→ R, µ = ν + σ,∫ r
0
dµ = 1, azaz ν(r)− ν(0) +

∑∞
n=0 cn = 1
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teljesül. ϕ ∈ C([−r, 0],R)-re legyen ‖ϕ‖ = max−r≤s≤0 |ϕ(s)|. Defi-
niáljuk a C1([−r, 0],R) tér

Y =

{
ψ ∈ C1([−r, 0],R)

∣∣∣ ψ̇(0) = a

∫ r

0

ψ̇(−s) dµ(s)− g(ψ(0))

}
részhalmazát, és legyen ‖ψ‖Y =

(
(ψ(0))2 +

∫ r

0

(ψ̇(−s))2 ds
)1/2

.

Az (1.4) egyenlet megoldása ψ ∈ Y kezdeti függvénnyel egy y = yψ :
[−r, tψ) → R folytonosan differenciálható függvény úgy, hogy y0 = ψ,
és (1.4) teljesül t ∈ (0, tψ)-re.

A g(0) = 0 egyenlőségből, y = 0 megoldása (1.4)-nek, és (Hg) miatt
ez az egyetlen egyensúlyi megoldás. Az y = 0 megoldást stabilnak
nevezzük, ha bármely ε > 0-ra létezik δ(ε) > 0 úgy, hogy bármely ψ ∈
Y , ‖ψ‖Y < δ(ε)-ra az yψ megoldás létezik [−r,∞)-en, és ‖yψt ‖Y < ε
minden t ≥ 0-ra; illetve globálisan aszimptotikusan stabil, ha stabil,
bármely ψ ∈ Y -ra az yψ megoldás létezik [−r,∞)-en, és ‖yψt ‖Y → 0
amint t→∞.

1.1. Tétel. Tegyük fel, hogy a (Hg), (Hµ) Hipotézisek teljesülnek, és
a ∈ (0, 1). Ekkor bármely ψ ∈ Y -ra az (1.4) egyenlet yψ egyértelmű ma-
ximális megoldása definiált [−r,∞)-en, és (1.4) zéró megoldása globá-
lisan aszimptotikusan stabil.

Az 1.1 Tétel bizonýıtása egy Ljapunov-funkcionálon alapszik, ame-
lyet Kolmanovskii és Myshkis [11, Chapter 9., p. 374.] könyve inspirál.

A természetes fázistér az (1.2) egyenletre C([−r, 0],R). Az (1.2)
maximális megoldása ϕ ∈ C([−r, 0],R) kezdeti függvénnyel egy x =
xϕ : [−r, tϕ) → R folytonos függvény tϕ > 0-val úgy, hogy x|[−r,0] =
ϕ, x differenciálható (0, tϕ)-n, (1.2) teljesül (0, tϕ)-n, és bármely más
megoldás ugyanazon kezdeti függvénnyel az xϕ megszoŕıtása.

1.2. Tétel. Tegyük fel, hogy a (Hg), (Hη) Hipotézisek teljesülnek, és
a ∈ (0, 1). Ekkor az (1.2) egyenlet zéró megoldása globálisan aszimpto-
tikusan stabil.

1.3. Következmény. Ha a ∈ (0, 1), akkor (1.1) zéró megoldása globá-
lisan aszimptotikusan stabil.
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2. Egy differenciálegyenlet állapotfüggő
sorbanállási késleltetéssel

A konkrét modellt, ami a tanulmányunkat motiválta, Ranjan, La és
Abed [17, 16] vezette be. Ez egy hálózat folytonos modellje, ami egyet-
len felhasználót és egyetlen szervert tartalmaz. A felhasználó x(t) ∈
[a, b] rátával küld adatokat a szervernek, 0 < a < b. A szerver a bejövő
adatokat c ∈ (a, b) kapacitással dolgozza fel. A szerverhez érkező ada-
tok egy y(t) ∈ [0, q] hosszú sort alkotnak a feldolgozás előtt, q > 0. Le-
gyen r0 ≥ 0 az átviteli idő a felhasználótól a szerverig, z(t) a várakozási
idő a sorban, és r1 > 0 a feldolgozási idő és szervertől a felhasználóig
tartó átviteli idő összege, lásd az ábrát. Ez a modell léırható az

ẋ(t) = κ
[
x(t)U ′(x(t))

− x(t− r0 − z(t)− r1)p(x(t− z(t)− r1))
]

(2.1)

ẏ(t) =


x(t− r0)− c, ha 0 < y(t) < q

[x(t− r0)− c]+, ha y(t) = 0

−[x(t− r0)− c]−, ha y(t) = q

(2.2)

z(t) =
1

c
y(t− z(t)− r1) (2.3)

rátaszabályozási rendszerrel, ahol κ > 0, U a hasznosság, p az egységár,
(2.2)-nek majdnem mindenhol kell teljesülnie, u+ = max{u, 0}, u− =
max{−u, 0}.

feldolgozásfelhasználó sor

szerver

időtt-r1t-z(t)-r1t-r0-z(t)-r1

r0
z(t) r1

felhasználó felhasználófelhasználó

Elsődleges célunk találni egy alkalmas fázisteret a fenti t́ıpusú ráta-
szabályozási rendszerek tanulmányozásához. Sem a konstans késlel-
tetésű egyenletekre vonatkozó klasszikus eredmények, sem az állapot-
függő késleltetésre nemrég kifejlesztett eredmények nem működnek itt.

A másodlagos cél a bevezetett fázistérben megmutatni, hogy a
(2.1), (2.2), (2.3) rátaszabályozási rendszer az x∗ optimális ráta körül
lassan oszcilláló periodikus rátához vezethet, feltéve, hogy az x = x∗,
y = 0, z = 0 stacionárius megoldás instabil és r0 = 0. Ez megválaszolja
Ranjan és társszerzői [15, 14] egy sejtését.
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Legyen r = r0 + r1 + q/c > 0, a késleltetések felső korlátja. Egy
Lipschitz-folytonos ϕ : I → R függvényre legyen

lip(ϕ) = sup
s∈I, t∈I, s<t

∣∣∣∣ϕ(t)− ϕ(s)

t− s

∣∣∣∣ ∈ [0,∞) és

slope(ϕ) =

{
ϕ(t)− ϕ(s)

t− s
: s ∈ I, t ∈ I, s 6= t

}
⊆ R.

Először egy valamivel általánosabb, az

ẋ(t) = F (xt, yt) (2.4)

és a (2.2) egyenletekből álló rendszert tekintjük. A (2.4) egyenlet jobb
oldalának abszolút értékére egy K > 0 felső korlát jön a probléma
természetéből. Ekkor a C[−r,0] tér

X =
{
ϕ ∈ C[−r,0]

∣∣ ϕ([−r, 0]) ⊆ [a, b], lip(ϕ) ≤ K
}

és

Y =
{
ψ ∈ C[−r,0]

∣∣ ψ([−r, 0]) ⊆ [0, q], slope(ψ) ⊆ [a− c, b− c]
}

részhalmazai tartalmazni fogják az összes lehetséges xt és yt szegmenst.
Az X ⊂ C[−r,0], Y ⊂ C[−r,0], X × Y ⊂ C[−r,0] ×C[−r,0] halmazokon az
indukált altér-topológiákat és a hozzájuk tartozó normákat használjuk.
Az Arzelà–Ascoli tétel miatt, X, Y és X × Y kompakt részhalmazai
C[−r,0]-nak és C[−r,0]×C[−r,0]-nak. Tegyük fel, hogy az F : X×Y → R
leképezés rendelkezik következő tulajdonságokkal:

(H1) létezik L > 0 úgy, hogy minden ϕ1, ϕ2 ∈ X-re és ψ1, ψ2 ∈ Y -ra∣∣F (ϕ1, ψ1)− F (ϕ2, ψ2)
∣∣ ≤ L∥∥(ϕ1, ψ1)− (ϕ2, ψ2)

∥∥ ;

(H2) max(ϕ,ψ)∈X×Y |F (ϕ,ψ)| ≤ K;

(H3) létezik r2 ∈ (0, r1] úgy, hogy F (ϕ,ψ1) = F (ϕ,ψ2) feltéve, hogy
ϕ ∈ X, ψ1 ∈ Y , ψ2 ∈ Y , és ψ1|[−r,−r2] = ψ2|[−r,−r2];

(H4) F (ϕ,ψ) > 0 ha ϕ ∈ X, ψ ∈ Y , ϕ(0) = a, és F (ϕ,ψ) < 0 ha
ϕ ∈ X, ψ ∈ Y és ϕ(0) = b.

A (2.4), (2.2) rendszer x0 = ϕ ∈ X, y0 = ψ ∈ Y kezdeti feltételhez
tartozó megoldása az X × Y fázistéren egy x = xϕ,ψ : [−r, ω) → R,
y = yϕ,ψ : [−r, ω) → R pár úgy, hogy 0 < ω ≤ ∞, xt ∈ X minden
t ∈ [0, ω)-ra, x0 = ϕ; x differenciálható (0, ω)-n; yt ∈ Y minden t ∈
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[0, ω)-ra, y0 = ψ; az (2.4) egyenlet teljesül (0, ω)-n; és az (2.2) egyenlet
teljesül majdnem mindenhol (0, ω)-n. A megoldást maximálisnak ne-
vezzük, ha bármely másik (x̂, ŷ) megoldás x̂0 = ϕ, ŷ0 = ψ-vel az (x, y)
megszoŕıtása.

2.1. Tétel. Minden (ϕ,ψ) ∈ X × Y esetén létezik egyértelműen az
(2.4), (2.2) rendszer x0 = ϕ, y0 = ψ kezdeti feltételt kieléǵıtő xϕ,ψ :
[−r,∞)→ R, yϕ,ψ : [−r,∞)→ R megoldása [−r,∞)-en. A

Φ : [0,∞)×X × Y 3 (t, ϕ, ψ) 7→
(
xϕ,ψt , yϕ,ψt

)
∈ X × Y

leképezés folytonos szemi-dinamikai rendszert definiál X×Y -on. Továb-
bá, a Φ(t, ·, ·) megoldásoperátor Lipschitz-folytonos minden t ≥ 0-ra.

Vázoljuk a bizonýıtást. Legyen (ϕ,ψ) ∈ X × Y adott. A (H3) mi-
att, egy szokásos, kontrakciós gondolatmenet ad egy T ∈ (0, r2] kons-
tanst és egy egyértelmű x : [−r, T ] → R függvényt úgy, hogy a (2.4)
egyenlet teljesül (0, T )-n, ψ tetszőleges kiterjesztésére [−r, T ]-re. Aztán
újradefiniáljuk y : [−r, T ]→ R-et (0, T ]-n úgy, hogy a (2.2) egyenlet tel-
jesüljön majdnem mindenhol [0, T ]-n. Ehhez kiterjesztjük (2.2) jobb ol-
dalát egy felülről félig folytonos halmazértékű leképezéssé, és alkalmaz-
zuk [6] differenciáltartalmazásokra vonatkozó standard eredményét. A
lépések módszerével a megoldás egyértelműen kiterjeszthető a [−r,∞)-
en értelmezett maximális megoldássá.

Vezessük be Z = [0, q/c] ⊂ R-et mint a z(t) változó állapotterét.
Az Y tér megfelelő választásának köszönhetően van egy egyértelmű

σ : Y → Z Lipschitz-folytonos leképezés úgy, hogy

σ(ψ) =
1

c
ψ(−σ(ψ)− r1). (2.5)

Tegyük fel, hogy adott a G : X × Z → R leképezés úgy, hogy a
speciális F : X × Y 3 (ϕ,ψ) 7→ G(ϕ, σ(ψ)) ∈ R választással a (H1)–
(H4) Hipotézisek teljesülnek. Tekintsük az

ẋ(t) = G(xt, z(t)), (2.6)

és a (2.2)–(2.3) egyenletekből összeálĺıtott rendszert. Ekkor, az X × Y
fázistéren, bármely (ϕ,ψ) ∈ X × Y -ra, a (2.6), (2.2), (2.3) rendszer-
nek létezik és egyértelmű az xϕ,ψ[−r,∞) → R, yϕ,ψ : [−r,∞) → R,
zϕ,ψ : [0,∞) → R megoldása, ahol

(
xϕ,ψ, yϕ,ψ

)
a (2.4), (2.2) rendszer

megoldása az F fenti választásával, és zϕ,ψ(t) = σ(yϕ,ψt ), t ≥ 0.
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Van egy egyértelmű γ : X × Z → Y Lipschitz-folytonos leképezés
úgy, hogy ψ = γ(ϕ, ζ) konstans [−r,−ζ − r1]-en és kieléǵıti a (2.2)
egyenletet [−ζ − r1, 0]-n.

A γ függvény létezése azt jelenti, hogy a ráta múltjából és a vára-
kozási idő pillanatnyi értékéből a sorhossz múltja rekonstruálható. Ez
lehetővé teszi, hogy a problémát az X×Z fázistérben is vizsgálhatjuk,
a megoldás defińıciójának módośıtásával.

2.2. Tétel. Minden (ϕ, ζ) ∈ X × Z-re létezik és egyértelmű az xϕ,ζ :
[−r,∞) → R, zϕ,ζ : [0,∞) → R függvénypár úgy, hogy (x, z) a (2.6),
(2.2), (2.3) rendszer x0 = ϕ, z(0) = ζ kezdeti feltételt kieléǵıtő meg-
oldása az X × Z fázistérben. A

Ψ : [0,∞)×X × Z 3 (t, ϕ, ζ) 7→
(
xϕ,ζt , zϕ,ζ(t)

)
∈ X × Z

leképezés folytonos szemi-dinamikai rendszert definiál X×Z-n. Továb-
bá, a Ψ(t, ·, ·) megoldásoperátor Lipschitz-folytonos minden t ≥ 0-ra.

Tegyük fel, hogy létezik a rátaszabályozási egyenlet stacionárius
megoldásaként szolgáló x∗ ∈ (a, c). Definiálva v(t) = x(t) − x∗-ot és
d = c− x∗ > 0-t, a

v̇(t) = −f(v(t))− g(v(t− z(t)− 1)) (2.7)

ẏ(t) =


v(t)− d, ha 0 < y(t) < q

[v(t)− d]+, ha y(t) = 0

−[v(t)− d]−, ha y(t) = q

(2.8)

z(t) =
1

c
y(t− z(t)− 1) (2.9)

rendszer kapjuk. A (v, z) megoldást lassan oszcillálónak nevezzük, ha
v bármely két t1 < t2 zéróhelyére a z(t2) + 1 < t2 − t1 egyenlőtlenség
teljesül.

Legyen A = a− x∗, B = b− x∗, és tegyük fel a következőket:

(S1) f, g ∈ C1([A,B],R);

(S2) f(ξ)ξ ≥ 0 és g(ξ)ξ > 0 minden ξ ∈ [A,B] \ {0}-ra, g′(0) > 0;

(S3) g([A,B]) ∈ (−f(B),−f(A));

(S4) a C 3 λ 7→ λ + f ′(0) + g′(0)e−λ ∈ C leképezésnek van pozit́ıv
valós részű zéróhelye.
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Definiáljuk az f̃ , g̃ : [A,B] → R folytonos függvényeket a követ-
kezőképpen:

f̃(ξ) =

{
f(ξ)
ξ , ha ξ 6= 0,

f ′(0), ha ξ = 0,
g̃(ξ) =

{
g(ξ)
ξ , ha ξ 6= 0,

g′(0), ha ξ = 0.

Vannak f1 ≥ 0, g1 > g0 > 0 konstansok úgy, hogy f̃([A,B]) ⊆ [0, f1],
és g̃([A,B]) ⊆ [g0, g1]. Legyen K0 = (f1+g1) max{−A,B}, r = 1+q/c,
K1 = rK0 és

X =
{
ϕ ∈ C[−r,0]

∣∣ ϕ([−r, 0]) ⊆ [A,B], lip(ϕ) ≤ K1

}
.

A (2.7), (2.8), (2.9) rendszer megoldásai folytonos szemi-dinamikai
rendszert definiálnak a

(vϕ,ζt , zϕ,ζ(t)) = Ψ(t, ϕ+ x∗, ζ)− (x∗, 0)

képlettel X × Z-n, és ugyanazon Lipschitz-folytonosság teljesül, mint
Ψ-re a 2.2 Tételben.

A (0, 0) ∈ X × Z egyensúlyi helyzet instabilitása könnyen adódik
az (S4) feltételből.

Definiáljuk a

W =
{

(ϕ, ζ) ∈ X × Z
∣∣∣ ϕ∣∣

[−r,−ζ−1] ≡ 0,

s 7→ ϕ(s)ef1s nemcsökkenő, ϕ(0) > 0
}
, és

W0 = W ∪ {(0, 0)} halmazokat.

A g-re feltett, (S2)-beli visszacsatolási feltételt alkalmazva kapjuk,
hogy minden (ϕ, ζ) ∈W , v = vϕ,ζ , z = zϕ,ζ esetén léteznek a (ϕ, ζ)-tól
folytonosan függő

t1 = min{t > 0 | v(t) = 0}, t2 = min{t > t1 | v(t) = 0}

és t∗2 időpontok úgy, hogy t∗2 − z(t∗2) − 1 = t2. Továbbá, létezik egy
egyenletes felső korlát t∗2-ra. Ez lehetővé teszi, hogy definiáljuk a P :
W0 → X × Z visszatérési leképezést a

P (ϕ, ζ) =

{
(0, 0), ha (ϕ, ζ) = (0, 0)(
v̂t∗2 , z(t

∗
2)
)

különben
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v

t2t1
t1

0t0=-1-δ-r * t2
*

tt2-r
*

φ

képlettel, ahol v̂t∗2 ∈ X a következő: v̂t∗2 (s) = v(t∗2 +s), s ∈ [t2−t∗2, 0]-ra
és v̂t∗2 (s) = 0, s ∈ [−r, t2 − t∗2]-ra.

P folytonos, és P (W0) ⊆ W0, P (W ) ⊆ W . Alapvető eredmény,
hogy P (ϕ, ζ) nem csökkenhet túl gyorsan: léteznek θ > 0, ρ > 0 kons-
tansok, hogy vϕ,ζ(t∗2) ≥ θ (ϕ(0))

ρ
minden (ϕ, ζ) ∈ W -re. Ez a tény

lehetővé teszi, hogy konstruáljunk egy α C2-függvényt [0, q/c]-n úgy,
hogy α(0) = 0, α′ > 0, α′′ > 0 (0, q/c]-n, α(q/c) elég kicsi, és az
α(ξ−d/c) ≥ θ (α(ξ))

ρ
késleltetett egyenlőtlenség teljesül ξ ∈ [d/c, q/c]-

re. Definiálva X × Z

Wα,K1
=
{

(ϕ, ζ) ∈W0

∣∣ϕ(0) ≥ α(ζ)
}
,

Wα,K0
=
{

(ϕ, ζ) ∈Wα,K1

∣∣ lip(ϕ ≤ K0)
}

kompakt részhalmazait, a P (Wα,K1) ⊆Wα,K0 tartalmazás teljesül. En-
nek igazolása a periodikus megoldás létezését álĺıtó tétel bizonýıtásának
legnehezebb része. Azonban Wα,K1

és Wα,K0
nem konvex. A C[−1,0]×R

Vα,K1
=
{

(ψ, ζ) ∈ C[−1,0] × Z
∣∣∣ψ([−1, 0]) ⊆ [0, B], lip(ψ) ≤ K1,

[−1, 0] 3 s 7→ ψ(s)ef1rs ∈ R is nemcsökkenő,

ψ(−1) = 0, ψ(0) ≥ α(ζ)
}

részhalmaza kompakt és konvex. A Vα,K1 halmaz Wα,K1 -be képezhető
a Q nyújtó leképezéssel, amit Q(ψ, ζ) = (ϕ, ζ), ϕ(s) = ψ(s/(ζ + 1)),
s ∈ [−ζ − 1, 0], és ϕ|[−r,−ζ−1] ≡ 0 ad meg. Az R zsugoŕıtó leképezés,
amit R(ϕ, ζ) = (ψ, ζ) definiál ψ(s) = ϕ((ζ + 1)s), s ∈ [−1, 0]-val, a
Wα,K0

halmazt Vα,K1
-be képezi. Browder tétele alkalmazható a

Π : Vα,K1
∈ (ψ, ζ) 7→ R ◦ P ◦Q(ψ, ζ) ∈ Vα,K1

leképezés nem-tasźıtó fixpontjának megtalálására. Ez a P egy nem-
tasźıtó fixpontját adja Wα,K1

-ben, ami nemtriviális, feltéve, hogy
(0, 0) ∈Wα,K1 tasźıtó. A (0, 0) ∈Wα,K1 tasźıtó tulajdonsága a szokásos
módon következik a v̇(t) = −f(v(t))−g(v(t−1)) konstans késleltetésű
egyenlet zéró megoldásának tasźıtásából.
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2.3. Tétel. Tegyük fel, hogy az (S1)–(S4) Feltételek teljesülnek. Ek-
kor a (2.7), (2.8), (2.9) rendszernek van lassan oszcilláló periodikus
megoldása.
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