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Részbenrendezett halmazok

De�níció

A (P,≤) struktúrát részbenrendezett halmaznak nevezzük, ha ≤ egy
kétváltozos reláció P-n (azaz egy részhalmaza P × P-nek) melyre
teljesülnek a következ® tulajdonságok:

re�exív, vagyis ∀x ∈ P : x ≤ x ,

antiszimmetrikus, vagyis ∀x , y ∈ P : (x ≤ y és y ≤ x) ⇒ x = y ,

tranzitív, vagyis ∀x , y , z ∈ P : (x ≤ y és y ≤ z)⇒ x ≤ z .

De�níció

A (P,≤) részbenrendezett halmazban de�niáljuk a ≺ ún. fedési relációt.
Tetsz®leges x , y ∈ P elemek esetén x ≺ y akkor és csak akkor áll fenn, ha:

x ≤ y , x 6= y és

x ≤ z ≤ y ⇒ (z = x ∨ z = y)
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Példák, vizualizáció

(R,≤),

(Z,≤), (N,≤) (N a pozitív egészek halmaza)
(N, |), (Dn, |) tetsz®leges n ∈ N esetén, ahol Dn n pozitív osztóinak
halmazát jelöli, tetsz®leges nemüres H ⊆ N részhalmazra (H, |).
(P(H),⊆) tetsz®leges H halmazra, (H,⊆) halmazok tetsz®leges H
halmazára

A fedési reláció segítségével lerajzolhatunk (bizonyos) részbenrendezett
halmazokat. Pl. D60:
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Els®rend¶ formulák a részbenrendezések nyelvén

Változókkal,
x , y , z , . . .

kvantorokkal,
∀,∃

logikai jelekkel,
¬,∧,∨,⇒,⇔

≤-el

felírható �szintaktikailag értelmes� logikai formulák. Pl.:
(∀y)(x ≤ y), (∃x)(∀y)((x ≤ y)⇒ (x 6= y)).

Szabad változó: nem tartozik kvantor hatáskörébe.
Kötött változó: kvantor hatáskörébe tartozik.
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Els®rend¶ de�niálhatóság részbenrendezett halmazokban

Milyen részhalmazok
de�niálhatóak els®rend¶
formulákkal ebben a
részbenrendezett halmazban?

Például: {1} = {x : (∀y)(x ≤ y)}, {60} = {x : (∀y)(y ≤ x)}

{2, 3, 5} = {x : ¬(x ∈ {1}) ∧ (∀y)((y ≤ x)⇒ ((y = x) ∨ (y ∈ {1})))}

A 2 megkülönböztethet® a 3, 5-t®l, hiszen a 2-nek három rákövetkez®je
van, míg a 3-nak és 5-nek csak kett®, azaz a {2} és a {3, 5} halmazok
de�niálhatóak.
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Els®rend¶ de�niálhatóság részbenrendezett halmazokban

A 3 és az 5 elemek
megkülönböztethet®ek?

Sejtés: NEM. Bizonyítás?
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Részbenrendezett halmazok automor�zmusai

De�níció

Azt mondjuk, hogy egy (P,≤) részbenrendezett halmaznak a ϕ : P → P

leképezés automor�zmusa, ha:

bijektív,

∀x , y ∈ P : x ≤ y ⇔ ϕ(x) ≤ ϕ(y).

Az automor�zmusok gyakorlatilag �átcímkézések�.

Tetsz®leges p ∈ P esetén jelölje Ψp azon egy szabad változót tartalmazó
els®rend¶ logikai formulák halmazát melyeket p kielégít. Figyeljük meg,
hogy P tetsz®leges ϕ automor�zmusa esetén Ψp = Ψϕ(p). Ez azt jelenti,
hogy egy részbenrendezett halmazban automor�zmussal egymásba vihet®
elemek nem különböztethet®ek meg els®rend¶ formulákkal.
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hogy P tetsz®leges ϕ automor�zmusa esetén Ψp = Ψϕ(p). Ez azt jelenti,
hogy egy részbenrendezett halmazban automor�zmussal egymásba vihet®
elemek nem különböztethet®ek meg els®rend¶ formulákkal.

Kunos Ádám Els®rend¶ de�niálhatóság Szeged, 2013. 11. 08. 7 / 20



Els®rend¶ de�niálhatóság részbenrendezett halmazokban

A 3 és az 5 elemek
megkülönböztethet®ek?
Sejtés: NEM. Bizonyítás?

Adjunk meg a részbenrendezett
halmaznak olyan automor�zmusát,
ami a 3-t az 5-be viszi:

1 7→ 1, 2 7→ 2, 4 7→ 4, 3 7→ 5, 5 7→ 3, 6 7→ 10, 10 7→ 6, 15 7→ 15, 30 7→ 30,
12 7→ 20, 20 7→ 12, 60 7→ 60.
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Els®rend¶ de�niálhatóság részstruktúra-részbenrendezésekben

J. Jeºek and R. McKenzie, De�nability in substructure orderings, I:

�nite semilattices. Algebra Universalis 61, 2009, 59�75.

J. Jeºek and R. McKenzie, De�nability in substructure orderings, II:

�nite ordered sets. Order 27, 2010, 115�145.

J. Jeºek and R. McKenzie, De�nability in substructure orderings, III:

�nite distributive lattices. Algebra Universalis 61, 2009, 283�300.

J. Jeºek and R. McKenzie, De�nability in substructure orderings, IV:

�nite lattices. Algebra Universalis 61, 2009, 301�312.
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Irányított gráfok

D: Véges irányított gráfok (H × H részhalmazai valamely H nemüres
halmazra) izomor�atípusainak halmaza

G ≤ G ′ akkor és csak akkor, ha létezik ϕ : G → G ′ injektív gráf
homomor�zmus, azaz (u, v) ∈ E (G )⇒ (ϕ(u), ϕ(v)) ∈ E (G ′).

Példa:
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Irányított gráfok
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Példa:

≥

A ≤ reláció re�exív, tranzitív, antiszimmetrikus, tehát (D,≤)
részbenredezett halmaz.
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A (D,≤) részbenredezett halmaz �alja�

E1

O2 E4

I2 E3
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F
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U2
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B3 C3D3 E3 F3 G3H3 I3 J3 K3L3 M3

N4 O4 P4 Q4 R4 S4H5 I5 J5 K5

J2S2

N6O6
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F® eredmények

A (D,≤) részbenrendezett halmaznak nemtriviális automor�zmusa a
G 7→ GT leképezés.

Tétel

Tetsz®leges G ∈ D véges irányított gráfra {G ,GT} de�niálható.

Tétel

A (D,≤) részbenrendezett halmaznak egyetlen nemtriviális automor�zmusa
van, a G 7→ GT , tehát automor�zmuscsoportja Z2-vel izomorf.

1. Tétel bizonyítása. Csak egy kis �ízelít®t� adunk.

Speciális gráfokat tudunk de�niálni.
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A bizonyítás: speciális gráfok, szintek

Részbenrendezett halmazunk alján könnyen de�niálhatunk elemeket.

Szinteket tudunk de�niálni: |V (G )|+ |E (G )| = n.
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A bizonyítás: speciális gráfok

En: az n pontú üres gráf, Ln: az n csúcsú gráf, aminek minden csúcsán egy
hurokél van és ezen kívül nincs több éle.

Lemma

Az En és Ln gráfok minden pozitív egész n esetén de�niálhatóak.

Bizonyítás.

En: az egyetlen olyan X gráf, mely az n-edik szinten van, L1 � X és
I2 � X . Ln: a maximális olyan X gráf, melyre En ≤ X , En+1 � X és
I2 � X .

On: n csúcsú kör, pl. O5:

Kunos Ádám Els®rend¶ de�niálhatóság Szeged, 2013. 11. 08. 14 / 20



A bizonyítás: speciális gráfok

En: az n pontú üres gráf, Ln: az n csúcsú gráf, aminek minden csúcsán egy
hurokél van és ezen kívül nincs több éle.

Lemma

Az En és Ln gráfok minden pozitív egész n esetén de�niálhatóak.

Bizonyítás.

En: az egyetlen olyan X gráf, mely az n-edik szinten van, L1 � X és
I2 � X . Ln: a maximális olyan X gráf, melyre En ≤ X , En+1 � X és
I2 � X .

On: n csúcsú kör, pl. O5:

Kunos Ádám Els®rend¶ de�niálhatóság Szeged, 2013. 11. 08. 14 / 20



A bizonyítás: speciális gráfok

En: az n pontú üres gráf, Ln: az n csúcsú gráf, aminek minden csúcsán egy
hurokél van és ezen kívül nincs több éle.

Lemma

Az En és Ln gráfok minden pozitív egész n esetén de�niálhatóak.

Bizonyítás.

En: az egyetlen olyan X gráf, mely az n-edik szinten van, L1 � X és
I2 � X .

Ln: a maximális olyan X gráf, melyre En ≤ X , En+1 � X és
I2 � X .

On: n csúcsú kör, pl. O5:

Kunos Ádám Els®rend¶ de�niálhatóság Szeged, 2013. 11. 08. 14 / 20



A bizonyítás: speciális gráfok

En: az n pontú üres gráf, Ln: az n csúcsú gráf, aminek minden csúcsán egy
hurokél van és ezen kívül nincs több éle.

Lemma

Az En és Ln gráfok minden pozitív egész n esetén de�niálhatóak.

Bizonyítás.

En: az egyetlen olyan X gráf, mely az n-edik szinten van, L1 � X és
I2 � X . Ln: a maximális olyan X gráf, melyre En ≤ X , En+1 � X és
I2 � X .

On: n csúcsú kör, pl. O5:

Kunos Ádám Els®rend¶ de�niálhatóság Szeged, 2013. 11. 08. 14 / 20



A bizonyítás: speciális gráfok

En: az n pontú üres gráf, Ln: az n csúcsú gráf, aminek minden csúcsán egy
hurokél van és ezen kívül nincs több éle.

Lemma

Az En és Ln gráfok minden pozitív egész n esetén de�niálhatóak.

Bizonyítás.

En: az egyetlen olyan X gráf, mely az n-edik szinten van, L1 � X és
I2 � X . Ln: a maximális olyan X gráf, melyre En ≤ X , En+1 � X és
I2 � X .

On: n csúcsú kör, pl. O5:

Kunos Ádám Els®rend¶ de�niálhatóság Szeged, 2013. 11. 08. 14 / 20



A bizonyítás: speciális gráfok

Oi ,j ,L1,Oi ,j ,L2:

O3,4,L1 O3,4,L2

O+
i ,j ,L1: {Oi ,j ,L1-b®l egy (nem hurok)él

behúzásával kapható gráfok}

O+
i ,j ,L2: teljesen hasonlóan Oi ,j ,L2-b®l.

O+
i ,j : {Oi ∪̇ Oj körökb®l egy tetsz®leges

(nem hurok)él behúzásával kapható
gráfok}

Tegyük fel, hogy ezek de�niálhatóak! ((Ez sajnos nem igaz.))
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A bizonyítás: hurokél mentes gyengén összefügg® gráfok

Lemma

Tetsz®leges G ∈ D gyengén összefügg®, hurokél mentes véges irányított
gráfra {G ,GT} de�niálható.

A bizonyítás lényegét egy példán mutatjuk be.
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A kiemelt gráf de�niálható (a hurokélek miatt).
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(D,≤) automor�zmusairól

Tétel

A (D,≤) részbenrendezett halmaznak egyetlen nemtriviális automor�zmusa
van, a G 7→ GT , tehát automor�zmuscsoportja Z2-vel izomorf.

Bizonyítás. Automor�zmusok csak de�niálható halmazokon belül
mozgathatnak elemeket. Ebb®l minden ϕ automor�zmusra és G ∈ D
irányított gráfra ϕ(G ) = G vagy ϕ(G ) = GT .
Következ®t kellene belátnunk: ha létezik olyan transzponáltjával nem
egyenl® G ∈ D, melyre a ϕ automor�zmus mellett ϕ(G ) = G , akkor ϕ az
identitás. Rögzítsünk tehát egy ilyen G -t.
A fenti impilikációt de�niálhatósági apparátussal szeretnénk bizonyítani.
Adjuk hozzá a részbenrendezések nyelvéhez a G (6= GT ) irányított gráfot,
mint konstanst (paramétert). Azt fogjuk belátni, hogy ekkor tetsz®leges
F ∈ D gráf de�niálhatóvá válik, azaz létezik ΦF (X ) els®rend¶ formula,
melyet csak F elégít ki.
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(D,≤) automor�zmusairól

Könny¶ meggondolni, hogy ha az áhított ΦF (X ) formulában minden G

helyett ϕ(G )-t írunk, akkor a ϕ(F )-t de�niáló Φϕ(F )(X ) formulát kapjuk.

Így viszont ϕ(G ) = G miatt ΦF (X ) = Φϕ(F )(X ), amib®l nyilván F = ϕ(F ).
Így fogunk eljárni. Azt kell tehát megmutatnunk, hogy G konstansként
hozzáadása által minden F ∈ D irányított gráf de�niálhatóvá válik.
Elegend® arra az esetre szorítkoznunk, amikor F 6= FT . Vezessük be az A

és az Xn gráfokat.

X4: A:
El®ször azt fogjuk megmutatni, hogy A de�niálhatóvá vált. Legyen G

csúcsainak száma n. Tekintsük a G ∪̇ On+1 gráfot. Ez de�niálható, mint
az egyetlen gráf a {G ∪̇ On+1, (G ∪̇ On+1)T = GT ∪̇ On+1} halmazból,
melybe G beágyazható.
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Így fogunk eljárni. Azt kell tehát megmutatnunk, hogy G konstansként
hozzáadása által minden F ∈ D irányított gráf de�niálhatóvá válik.
Elegend® arra az esetre szorítkoznunk, amikor F 6= FT . Vezessük be az A

és az Xn gráfokat.

X4: A:
El®ször azt fogjuk megmutatni, hogy A de�niálhatóvá vált.

Legyen G

csúcsainak száma n. Tekintsük a G ∪̇ On+1 gráfot. Ez de�niálható, mint
az egyetlen gráf a {G ∪̇ On+1, (G ∪̇ On+1)T = GT ∪̇ On+1} halmazból,
melybe G beágyazható.
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(D,≤) automor�zmusairól

Lemma

Minden G véges irányított gráfra és 1 < n egészre GT ≤ G ∪̇ On esetén
G = GT teljesül.

Legyen v ∈ V (G ) és

V (G ∪̇ On+1) = V (G ) ∪ {v ′1, v ′2, . . . , v ′n+1},

és de�niáljuk a G ′ gráfot élek hozzáadásával G -b®l:

E (G ′) = E (G ∪̇ On+1) ∪ {(v ′1, v), (v ′2, v), (v ′3, v), . . . , (v ′n+1, v)}.

G ′ de�niálható, mint az egyetlen elem a {G ′, (G ′)T} halmazból, amibe
beágyazható G ∪̇ On+1. Mostmár Xn+1 az egyetlen elem a
{Xn+1, (Xn+1)T} halmazból, ami beágyazható G ′-be és végül A az egyetlen
elem a {A,AT} halmazból, ami Xn+1-be ágyazható. Bizonyítottuk A

de�niálhatóságát, ugyanezt visszafele csinálva látható F de�niálhatósága,
készen vagyunk.
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Köszönöm a �gyelmet!
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